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Vorwort. -s ^ 

Die beiden bis jeUt ersehienenen Rtiiub' der dritteu lleihe des 
Archivs der Mathematik imd Physik lassen erkeimeu, wie weit es ge- 
lungen ist, diis Pro^iHium zu verwirklichen, welche« wir „Zur Ein- 
fÜhning^' im ersten Bande dargelegt hatten. 

Dank der tikalikriifl%eii Untentfitsiiiig einer graieeii Reihe bereit- 
williger Mitarbeiter ist Tielee erreidit vorden, wae damals als 
erstrebensw^tes Ziel hü^jesteUt wurde. Dafit nicht aDe Teile des 
"BrQgnmna gleichmaJsig zar AosfOhnui^ getätigt sind, bitten wir damit 
2D entschuldigen, daOi beaOgliche Arbeiten leider noch nicht beschafit 
werden konnten. 

Der Reichtum an Aa£satsen, die der Redaktion in entgegen- 
kommender Weise zur Verfügung gestellt sind, hat es dag^^ er- 
möglicht, jedes Doppelheft mit interessanten Unteisuchniigen aas den 

verßchiedeiiartigstcn Gebieten auszustatten: nud wenn auch manche 
Arbeiten i;^»pr den vielleicht etwas zu eng abgemessenen ursprünglichen 
Rühmen hinausgehen, so hat da^^ '^ ui^e gewüs an Maunig&ltigkeit und 
dadurch au Anziehungskraft gewoimen. 

Vi'ir sagen den Herren, die uns in liebenswürdiger Weise durch 
Lit krung von Beiträgen unterstützt oder durLh einsichtsvollen \lid auf 
einzuschlagende Wege hingewiesen haben, unseren verbindlichen Dank 
und geben uns d«r Hoffirang hin, d«b sowohl die Mathematiker ab 
auch die Physiker anch femerhin ihre hilfreiche Hand nns bieten werden. 

An dieser Stelle mochten wir noch auf die Aufgaben und 
Lehrs&tse der Vermischten Mitteilungen besonders hinweisen und 
an die Heiren Docenten die ergebene Bitte richten, die Studierenden auf 
diese Rubrik des Arduvs aufinerkaam an machen. 

Eine bedeutsame Erweitemng des Archivs ist inzwischen, infolge 
einer dankenswerten Anregung des Herrn Al^d Ackermann -Teubner, 
nadi Verhandlung mit der jüngst ins Leben gemfenen Berliner 
Mathematischen Gesellschaft beschlossen worden. Die Mitteilungen 
der<!ell)en werden als selbständig paginierter Anhanc? der einzelnen 
Hefte prseiieiuen. Der v<irli»Mjpndi' Band bringt die Berichte über die 
drei erst<'ii Sitzungen der Ueseliseiialt. 

Von der Mitteilung der Preisfragen von Akademien und if^bdirtcn 
GeselLsr haften wollen wir in Zukunft ahsclu-u, iuicIuIpui der Jahres- 
bericht der Deutsclteu Mathematiker Vereinigung dieselben iu 
sein Pr(^piuum aufgenommen hat. 

£. Lampe. W. F. Meyer. £. Jahuke. 
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über Kreise, welche Eegelsclinitte doppelt beriUiren. 



Von Rm>OLF ScBttgBLBS in 0nB. 
(Mit S FigaMAa&in.) 

I 

Die Bw.iphnngen, welche zwischen Ken^elschnitten und den sie 
doppelt herüiii'oiitleii Kreisen bestehe», luii Stpitier in Reinen Abhand- 
lungen ..Rleineutüre Lösnng einer |j;e« »nietn.se heu Anf^he und über 
einige damit in Beziehimg stehende Kigenschafteu der KegelsdiDitt«*"') 
und ,,ü)>er einige neue Bestimmungsarten der Kurven zweiter Ordining 
nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Kurven''-; aus- 
führlich erörtert, aber hst alle ^tze okie Beweii mitgeteilt. Diese 
aftinUicliein Beweise lieferb Fiedler in seiner Abliaadlimg „Über die 
Dnrchdringnng gleichseitiger Rotationahjperboloide Ton paralleleii 
Aeheen^*X i^dem er nach den Gnmdsftteen seiner GjUographie durch 
r&vmliche Betrachtung alle EiganschaiieiL ableitet. Auch alle anderen 
mir beikannten^) Arbeiten, welche sich mit darauf bezQ^ichen Problemen 
beecfaftftigen, stQtzen sich auf räumliche Betrachtungen; so löst s. B. 
Niemtschik in seiner Abhandlung ^Über die Konstruktion der 
einander eingeschriebenen Linien zweiter Onlnung"^) die Aufgaben, 
Kreise zu bestimmen, welche einen Kegelschnitt doppelt berühren, 
sowie Kegelschnitte* /n bestimmen, welche Kreise oder Kegelschnitte 
doppelt herühren, durch Projektion ebener bchnitte von Kotationsflächen 
iweiteu (Tnuies. 

Die meisten dieser Aufgul>t ii lassen sich aneh rein planimetrisch 
behandeln und zwiir, \vi(» gezeigt werden soll, i^anz clenieiitür mir mit 
Zugrundelegung der einfachen Breuupuuktyeigeuschafteu der Kegel- 
schnitte, welche in den meisten Lehrbüchern bewiesen sind. 

1) Steiners Gesammelt« Werke II, 889—420. 

2) SteintTf r,osaTiiin< Ue Werke II, 446--4i68. 
3; Acta matbcmatica ö, 331—408. 

4) Vgl. die Anmerkaiig am Schlnfii der Aibeife, 

5) Bitzungsber. d. k. Akad. d. Win. Wien: (M&n 1878), 68 (Nov. und Dez. 
187.1). 71 (Mär?. 1875). 

ArahiT d«r MathvBStlk aad tUjük. OL BdUia. II. 1 
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Diese plaumieüiöclie Behandlung geht von folgenden zwei 
Sätzen aus: 

Ift) Der Äknüdikeikkrm äUfeier eimm KegdsdmiU doppelt he- 
ruhrendet Kreise fremit die Brem^pmkk hamamsd^ (sthneidet dm Ems 
über den Brennpmkfen recMumldig), wenn die KreimiUdpunkie auf der 
Mmipiadtee Uegenf oder 

b) gtM «bmk die Bremipm^ wenn die XmmiUdptmkie auf der 
NebenacJise liegen. 

II. J)ie (Jlmrdalr zweier dojipelt berührender Kreise , deren Mittd- 
ptttücie auf derselben Kegelschnittsachse liegen, ist pitrdUel zu den He- 
rührungssehtuti mit detn Kegelschnitte und gleichtceit von ihnen engend}) 

Da der elementare Bewpis dieser Siit/f von dtMi Hrpnnpunkts- 
eigenschaften au^geheu soll, muia er für Ellipse, Ujperbel und Parabel 
getx^nnt geführt werden. 

A. EUlpaa. 

1. Mittelpunkte der ßerühningskreise auf der Kclnnuchse. Legt 
man durch einen Punkt p der Kurve und die Brennpunkte //j einen 
Kreifl^ so schneid w die N«beiwelim in xwei Pnnktani t und o, wekbe 
mit p verbiinden die Tangente und Noimale der EUipae 
0 iAt dann der Hittelpmikt eines Kreieee^ welcher die Ellipee in p und in 
dem zur Nebenaebee ejmmetriedien Ponkte j>' berQbrt. FBllt man Ton 
einem Brennpnnkbe f auf die Tangente die Nonnalei bo bat der Foft- 
punkt d derselben vom Hitielpunkte m der Ellipse die Entfernung a 
(grofse Halbachse), und es folgt ans der Abnliehkeit der Dreiecke pof 
and dmf (Fig. 1) 

poiof^dmimff d.b. rzof^^aie^ 

der Radius eines doppelt berührenden Kreiwes j»tflit zur Kntfernung 
seiuüH Mittelpunktes von den Brennpunkten in eiueiu iionstanten Ver- 
hältnisse (a : c).*) 

1) DiM Ist ein bMondenr Flall des allg«m«ia«a, pregdctäTiBch leieht sn er« 

weisenileD Sutzea: Wenn ein verftnderlicher Kegelschnitt zwei feste do^^t 
ben'ihrf . gt lifii die Herührungsschnen durch eine Diagonalecke .r rlp>4 Basisvier- 
eckes der beiden C, und sind harmonisch konjugiert zu den durch x gehenden 
gemeinsamen Sekanten der beiden C,. (Steiner, II, 472) 

2) Nebenbei ist dies ein eLffinentarer Beveia filr folgende Konstruktion eines 
nprnlminrrs'krrim's liri ijegebeneni MittcliiiinVt*» o auf der Ni'lii'iiaoh'^t' : ,.r>it"' Yer- 
bindongüiinie of schrn-iilpt dif Taiipfiitcii in den Scheiteln der Hauj>t.ii<}isc in 
Tunkten des gesuciiteu doppelt berührenden Kreise«. (Pelis: „tteiti-äge zur He- 
stimmung der Selbst- nnd Scblagschattengienze von F, bei Centralbeleuchinng**. 
27. Jabresber. d. L. 0. Bealsdnile in Gnu, S. 7.) 
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i ür zwei doppelt berüliruude Kreise A^it, stehen die Eutfemungen 
emes Brennpimktos von den KreiamittelpunkteiL im gleichen Yerhältnia 
wie die KrefsradieD (p^f : o^f = : r,). Da nun der Ahn1ifthlr«tda«ie 
Ton JC|i^ d. i. der Krtm, welcher den umeran und SolMireii Äliiilidi- 
keitapnnkt sa Endpunkten einee Doichmeeaera hat, alle Punkte ent- 
liil^ deren iint0eniiui||;en tob den Ereunnitbelpiinkten o^a^ aich wie die 
Radien Teriialien, ao liegen die Brannpnnkle auf den Ähnlifthkieit»- 
kreiaen aller Pluire ron doppeltberflhrond^ E^reiBen, die ihre Ifittd- 
punkte auf der Nebenachse haben.^) Oder der Winkel der TOn o, und 
0^ nach einem Brennpunkte gerichteten Strahlen hat Halbienrngestrahlen, 
welche durch die Ahnlich keitspunkte TOn A'^Ä', gr>li(>n. 

Die Berühningasehne pp' d(^s Kreises K mit dem Mittelpunkt^! o 
und der Üillipee schneidet die Nebenachse im Punkte x (Fig. 1). Dann 
ist op^ ^ ox - ot, of^ — ont' ot, und durch Division der beiden 

CHeichnngen erhalt man — — = ^ oder *"* ^ " T ^ ^ '\*), d. h. 

die Abalin^ der BertthrangMehne und dee mgehSrtgen Ereiamittel- 
ponktea rem EUipeenmittelpunkte m haben ein konatantea Yerhiltnia. 
Danms folgt weiter: Schneiden die an drei Mittelpunkten OyO^o^ ge- 
hdfigen BerOhrnngaeelinen die Kebenachae in den Punkten n^ii^it^f so 
ist <i|0, : o,i>^ =- «,«1 : insbeeondere mola die sum Halbierungen 
punkte 0» ron o^o^ gehörige BerflhmngeBehne in der Mitte zwieeben 
den an 0| und gehörigen BerQhrungMdmea liegen. 

Für zwei Mittripunkte o^o^ auf der Nebenachae haben die doppelt 
bwfihrettden Kreise die Radien r, = = " 1^'^ «'» + «* «nd r, = 
«^}^ö^m* + e^. Die Chordale dieser Kreise schneide die Nebeuachse 
im Punkte \ (Fig. 2), dann ist Äo} — — r{ — 71(0^ — V»»') 

oder (ÄOj -j- ho^)'^iQ^ — hog) = ^ ('>!»» + o^m)(p^m — o^m). Ist « der 
Halbierongspunkt von o^ü^, so folgt 2 • Jlio * 0|<^ = • 2 • me» • 0(0^, 

oder he» : ma » a* : e*, d. h. die Chordale ist die m a gehörige Be- 
rOhrui^eaehne^ und weil «> der Halbierungupnnkt Ton OjO, ist, mn& die 
Chordale in der Mitte der m und 0, gehörigen Berdhmngssehnen 
liegra, oder die ßerührungspiuikte zweier doppelt ))erQhrender Kreise 
mit einer EUipee haben von der Chordale der beiden Kreise gleiche 
£ntfenrang. 

1) Steiner: Ge«. Werke II, Jä. 3a7 und 452. 

S) Yergl. Pelx: MComfniction der Azen einer EUipce ans % coigiigierten 
Diameton'« (S. Programm d. St It«al§diiile in Tuchen 1876). 

!• 
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Für solche Paukte PiP^jp^pi zweier Kreise, welche tob deren 
Chordale gleiehe £atfenuig bentaeii, gelten bekanntlich eine Reihe Ton 
BeziehimgML Nennt man wio firOher die Verbindungnliniea zweiwr 
Pnnkte desselbou Kreises Berühnu^gssehnen und die verschiedener 
Kreise iz. B. PiP%) Wechselsehnen, 90 kann man diese ße/iehuugen 
folgend aussprechen: Auf Wechselsehnen werden von beiden Kreisen 
tjleielu' Stücke a1)gefjelinitten'); die Endpunkte der Wechselsehnen 
httlien vom Hailjieruii^s|)iinkte oj der beiden Kreismittelpunkte «bleiche 
Entfernung.*) Die TiiH^euteu iii (l»'u Endpunkten der VWehselselinen 
schneiden sich im Ahnlielikeitskreis; die beiden Selmittpunkte der 
Tangenten in den Endpunkten der Berührungssehiien sind harmoaisch 
konjugiert zum Almlichkeitskreis.') 

Mau kann auch direkt aus den Brennpunktseigeuschaften dvleiteii, 
dafe diese Besiehnngen fttr die Berfihrungspunkte sweier doppelt be- 
rührender Kreise gelt^^n, und daraas den Schlnfs awhen, dafs die Chor- 
dale in der Httte d«r Berfihmngssehnen liegt 

üm a. fi. an beweisen, dals die Endpunkte der Wechsekehnen 
Tom Halbiernngsponkte «> der Strecke OjO^ g^eidi weit abstehen, aeigt 
man, dafs der Halbierangppunkt h' einer Wechselsehne mit a ver- 
banden eine Normale zur Wechselsehne liefert. Zu diesem Zwecke 
sucht man zuerst einen Ausdruck &ar die Länge der Kerührungssehne: 
Fällt man in ifig. 1 die Normale oa yon o auf den Badiusvektor f^p, so ist 

Aof»ac«x> Ao/*m; 

1) Ann fh»r ChorilaleneipeHsthart h'p^ h'q, == h'p^ h'q^ felj»^t fFip 8) wegen 
Ä'Pi — h'p^ auch Ä'j, ^ h'q^ uiul die Cileichbeit der Strecken p^q^ und ; da 
die Ifitten <2| , derselben von h' gleichveit entfernt lind, lo geht die Normale 
auf die Wechselaehne in h' durch », den Halbienuigspunkt von o,o^ und ee ist 

2) Wählt man iuHbettondcre al« einen »ler HeriUirungdkreise den der Kllipae 
njngescbxiebenen Knis, bo folgt daraus: Schneidet die Normale eme« Ponktes p 
die Nebensohse im Punkte o, lo liegt der lüttelpiuikt eines Ereim dmdi p und 

die Scheitel der grofKen Aclisc in der Mitte zwificben o und m isiehe Pelz: „Zur 
wiesenschaftl. Bebandlg d. Ajwuometrie'^ 81. hd. d. Bitsb. d. K. Akad. d. WisB.}* 

3) In Fig. 3 sind 

A /), ~ A 0, f/, , daher xp^ : r, ~ : p^d^ ^ 

femer 

^p^xl^f^ ho^p^df, daher xp^ i = i p^d^ ^ 

ond wegen 

j)^d| j^d^ iit «Pi : Ti '■ oder xp^ : xp, » : r, xo^ : XO^ ; 

d. h. X li«gt im ÄJutUdikeitikieia. Zeidinet man in PiPiPtPi die Tangenten, 
80 zeigt Fig. 4: Werna die Tangenten in den Endpunkten der WechaelMiknen ndi 

auf K, i^ihwAdm. tnussiMi die SchnittinmVte uu' der rar Centralliiiie lymmetri- 
sehen Tangenten zu Kt harmonisch kox^ugiert nein. 



4 
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über Kreiae, «elclie Kegi^aehnitto di^pdt berdliren. 

daher 

dam» £»1gi 

pu — a und o«««oM^' 
Nim ist . ^ 

oj»* = j>j»* -1- 0«* — p«* + ö«* a" + om*^ , 

und wegeu 



ist 



on 



« 4 — II /"* "*\ « — «a*6* 
- - om» - - o' - -y.- • 



Daun ist für zwei Knrreupunkte PiPf'. 
oder 

FaHi mm\ (Fig. 5) vom Halbienm^pmikte h' der Wechselsehne 
PiP.^ auf die Nebenadifle eine Normale, so ist der Fufspimkt h der 
Ualbiemngsponkt von %«t; die Noimale TOn p^ auf die BenihmngB- 
schne x^p^ schneide diese in dann kann man obige Gleichung in 
der Form schreiben: 

2hh' • Pfd ^ 2mh ' it^n^ 2nk • Pid oder 

d. h. die Dreiecke ahh' und p^Öpi äiud ähiilich, und daher ist ah' 
normal bd PiP^f woraos unmittelbar folgt, dab ojpj oj)| ist') 



1} Man kann die« auch anden beweiien: Wegen o« * lalx^mo -mt^a* 

ist p»* OB • Kl » no{mt — mn) ^ a* ~ o% ■ m«; daher ist p,*,* — ftjr,* 
— o, V| • M«| — 0^3», • m», = -f o,7,) {mn^ -~ denn o^«, • m», und 

. m«, sind gleich wegsa — 

S) Man kann dies aoeb direkt seigen* denn der Aoadmck «l>t* ~ J^i «(' + * 

«s> a' ~ <>, -f- )^"t sieh durch Hinsufilgen von mh ■ »(ir, s 

1^0, ff, -f 0|«f )("**! ~ Wegnahme von |((0)r, («"i ~ o*«,}«» 

• aaf die Form bringen 

a*b* 

welche nngetadert bleibt, wenn man ji| mit vertauscht. 
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Oder man kann direkt beweiseny dab üch die Tangentea sweier 
Knireaponkte /yi^ im IknliehkcdtBkreis der su j»| und gehSrigen 
BertthnmgikreiBe tchneiden: Der Schnit^niikt x der Tangenten in 
and (Fig. 6) liegt sof dem am p^p^ koa^jiigierten Durchmesser sm, 
welcher also Pip^ in (i halbiert. Da somit i\ und von diesem Durch- 
roesser gleiche Entfemnng haben, sind die Dreiecke ntxpi and mxpf 
inhaltsgleioh, und es ist 

xpx * hl = xpf ' oder xp^ixp^^hfik^. 

Andeneits ist ft, — md • cos^ a • cosg) und OiPi ^^aieoB^, weil der 
Radias des BerUhrungskreises anf einen Badinsvektor projiziert die 
grojse Halbachse giebt (Fig. 1); also • o^f»! » a* = A| • a^p^ oder 

hr-^'f- *>iPt ■ "i/'i ^Vt ' ^Pt - ^»t/'t : '^s/'s» 

d. h. I'f'irt im Ahnlirhkeitskrf is der bfiden fij'n'iliruiigskn'isc (Es ist 
auch um lad PyXo^ i>^j <)^, oder die iialbieruugsstmiüeu des W iukrU 
zweier i Vnigeuten und der nach den Mittelpunkten der zugehörigen Be- 
rflhrungskreise gerichteten Strahlen sind identisch und gehen durch die 
Sohnittponkte des zugehörigen ÄhnlichkeitskreiMS mit der Nebenachse.) 

8« Mittelpunkte der BiriSirun^ireise airf der Hmipktehise. StUtst 
man sich auf die bereits abgeleiteten Besoltate, so ist (Fig. 7) op : on 
» mar' : mn : e" und wegen op'On^of'Of^ ist of^:of'Ofi^Vi^. 

Diese Relation kann man auch leidit ans der bekannten Kon- 
struktion einer Korrenncmnale mit Hilfe dex konaentriachen Kreise 
mit den Radien 6, a -f h herleiten: (Fig. 8) op : — h: a, npxpn^ 
^aibf also op;np = h^ i and op:on = l^: (a*— 6*) = 6' : «*, woraus 

wie froher -f-"?- » ^ , d. b. das YerhiUtnis des Radias eines Be- 

of ■ of, e* * 

rührungskreiscs und der durch dessen Mittelpunkt gehenden kürzesten 
Sehne des Brennkreises ist konstaut = 1^ : e.*) 

Hat man nnn zwei Ereismittdipunkte o^o^ auf der Hauptachse 
(welche f&r reelle Kreise innerhalb der Brennpunkte angenommen 

werden mflssen), so ist (Fig. 9) : VoJ- oJ\ : • '>j/i : tfj, 
was SU einer einfiMshen Konstruktion der Äbnlicfakeitspunkte der 
beiden BerDhrnngskreise Itthrt Dieselbe seigt unmittelbar, daJs s und 
Sj harmonisch konjugiert sind beBflglieb des Brennkreises K^J) 

1) Steiners (jes. W»»rke II, 394. Man kann diee aiirb so auss]m»chen : Für 
alle doppelt berührenden KreiMf» mit den Centren auf der Haxiptacbse bilden die 
Eudpuukte der scur Hauptachee normalen Kadiec eine KUipse, welche die End- 
punkte der Nebenathfle nnd die Breanpoiikte der gegebenen EU^pse als Scheitd 
beeitzt. Der Satx gilt noch allgememer (Steiner, II« 408 u. ff.}. 

S) Steiner» Gm. Werke SM. 
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Die weiteren BetnuslitangiiD sind analog den frflliemi, wie ja schon 
darans henrofgaht, dafs die Badien der zu einem Kmrenpiinkte ge- 

liürigi'u Kreise mit den Mittelpunkten in der Haupt- oder Nebenaelise 
in einem konstanten Verhältnisse (b* : a*) stehen.^) Zieht niRn (Fig. 7) 
die Berühnmgsselme, so ist wo : mit = mn : htc' ^ : d. h. die Ent- 
femunfjen des Kurvencentnims vom Mitt<'l|)\mkttf eine«' Kreises und 
von (Ut /ugrlutri^on li«'rühningss<'hne stehen in eiuem konstanten Ver- 
hältnisse. Diinnis tblift, dal's, wenn co'ol ist, die 7.u r.j'oj als 
Kreisniittelpiinki«'!! g^'hörigen BerüUruugsseluiHU äquidistant sind (Fig. 5), 
und aucli mco' : lili' : a*; nun wurdp früher bewiesen, dafs m w : toh 
= : daher liegt (o' auf der Geraden coli', d. h. u' h' ist nurmal zu 
PiPg oder ej'pi ^ ö'/),, woraus folgt, dafs die Chordale der Berühnmgs- 
kieiae in der Mitte der Berfifamngssehnen liegt. 

Dies Iftfst sich anch direkt heweisen: Schneidet die Ghordale zweier 
doppelt berOhrender Kreise mit den Mittelpunkten tk^ und die Hanpt- 
«ehse in h (Fig. 10)» so ist 

hol - K rl - rl ^ - al) ^ ^',\mo; - fw^) 

oder 

(Jio^ -h /lOg) {ho^ — Äo,) ^, \^mo^ + moj [tno^ — moj 

oder 

o,0^>2Aia) = <^ •0|0|*2«ioi, d.h, ha:m4B=^i^:^ oder hm:m(o^a*ii^, 

daher ist die f'hordale die zu lo ^n lKuige Berührungssehne und liegt 
also m der Mitte der zu imd (/, gehörigen Berührungssehnen. 

B. Hyperbel. 

Man kann alle Beweise analog, wie bei der Ellipse, durchführen 
und braucht nur denselben Text auf die entsprechend geändtrtpa 
Fiffuren (1 a, In) zit beziehen. Doch können bei der Hyperbel die 
beiden Sätze I und II auch mit Benutzung der Asymptoten abgeleitet 
wwden. 

1. Mitirlpuiikte auf der Nel)eituch6c. Soli für den Mittelpunkt o 
der Nebenachse der Herührungskreis koustmiert worden, so f»lllt inim 
(Flg. 11) von o auf die beiden Asymptoten die Normalen; die 1 uls- 
punkte öö' derselben geben die Berdhrungssehne, welche die Hyperbel in 
den BcrOhrungspankten pp' schneidet; dabei ist dp • dp' = a* = dl • dl', 

1) Daraus folgt z. B., dafs für BerährangiBkceiee mit dem Centrum auf der 
Haaptachf^e die Projektion df's RaUitis auf einoti zugehörigen Badiiurektor gleich 
dem Krümmunggradioa des Scheitels der grofsen Achse ist. 
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also dl^dV n, (1. h. jeder die Hyperbel doppelt berflhreEiide Kreis, 
dMBen Hittfllpunkt m der Kebenaehse üegt^ lehneidet auf den Asymp- 
toten SduMn am, gleich der reellen Achee der HypeirbeL Nun ist 
oS : om " eoBq> a : e; also oiia^^omie, daher ^odVf^Aomfi 
tmd riof^atB d. h. der Radius eines Berfihmngski^iBes und des 
koDzentrisdieii Kreuwa durch die Brennpunkte stehen im konstanten 
Verhältnisse a : r. 

Für zwei doppelt berührende Kreise mit \\m Mittelpunkten o^o^ 
18t daher r, : n^f — : o^f oder »*, : ^ o,/* : (>.,[ d. h. die Brennpunkte 
U^en im Ahnlif^hkeitskrrisp der boidon IWühnmgs kreise. 

Schneidet die Berühruugssehuo die Nebenachee in *, so ist 

--=coBop daher ^cos"««--, und 

ua ^ Olli ' om e inü 

d. h. das Verhältnis der Eutlemimgen des Mittelpunktes des Berühruugs- 
kreises und der Borührungss'fhiif' rom Hyperhelmittelpnnkte ist kon- 
staut, ins)i(>.s()iul(Me gehören zu drei äquidistauteu Mittelpunkten drei 
äquidi s t u ut e Heri i hrungsseh neu. 

Zeichnet man zwei Berübruiigskreijje und fällt vom Ilalbierungs- 
punkte G) ihrer Mittelpimkte die Normale w/< auf eine Asymptote, so 
liegt (vergl. Fig. 3) h' auf der Chordale der Kreise (weil auf der 
Asymptote gleiche Sehnen ausgeschnitten werden) und auf der zu «> 
gehorigm BerOhrungssehne; also liegt die Chordale der Kreise in der 
Mitte ihrer Bertthmngssehnen mit der Hyperbel 

3, MiUetpunkk emf der Hiwpiackse, Zur Bestimmung der Be- 
rOhrangspunkte pp' bei gegebenem Mittelpunkte o auf der Uftuptachse 
fiiUt man ^g. 12) Ton o die Normalen auf die beidoi Asymptoten; 
die Verbindungslinie ihrer Fnfepunkte öd' ist die Berühnmgssehne, 
welche die Hyperbel in den gesuchten Berührungspunkten pp' schneidet, 
80 dafs pd ■ pS' ^ dp • dp' = ist. d. h. die Tangente von an den 
gesut htcii UiM ührungskreis A' ist gleich der ideellen Halbachse. Jeder 
B»»rülirunijsknMs mit dem Mittelpunkt a in dpr Hrmpfachso sfhneidot, 
einen Kit is mit d«'iii h'adiiH h, desson Mittelpunkt der FuTspuukt der 
Normale vou u auf eine Asymptote ist, rechtwinklig. 

1) Nebenbei lUit lidi hieraus folgender Soti einfach beweisen : FUlt man 
(Fig. 1 a) von o auf einen Badiairektor des BerflhningtpunkteB p die Nonnale oor, 

so ist wie bei der EtlipM p« = o (wegen Ao«p~ Ao»«/"), und 0««= "--om, d.i. 

e 

aber nach obiger Gleichung aucli die Entfernung de« Mittelpunktee o von den 
Asymptoten, d. h. leg^ man an den die Asymptoten berfllurenden Kfd« mit dem 
Mittelpunkt« n die Tangenten au» d*>n Brennpunkten, lo sduieiden eich diese in 
den Fofspunkien der von o an die Korve gesogenen Normalen. 
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Legt man von >> an Ueu Brennkreis eine Tangeuie ot, so ist 
Ao9t'^ Aomr wi -4* u od : am ^ mntp = h : e ^<:mr; diih«r i«t auch 
oi : oz — h : e, d.h. r : yof • of\ ^ b: der Radius eines Berülirmigs- 
kreises und des konzentrischen, welcher den Brennkreis normal schneidet, 
bAben ein kooBtwit« V erhSltnis r:R=b:e. 

FQr swei doppelt berfllueiide Kreise mit den Mittelponkten 
o, nnd 0, Terbalten Bich deren Radien wie die Tangenten von 0| and 
an den Brennknia. Die Kreise mit dan Hittelponkten Oj und 0^, 
wdehe den Breunkzeis nonnal admeiden, haben daher denaelbem 
ÄhnliehkeitBkreis wie JTi nnd Kg\ dieser Kreis wird ako aneb 
den Briuinkreis nonual schneiden, oder die Ähnlichkeitspnnkte der 
beiden fierObrangdcreise sind bamoniscb konjugiert an den Brenn- 
ponkten.') 

Schneidet die Berührungsselme eines Kreises die Hauptachse in ir, 
so ist ^I*'ig. 12) od : om sin 9 nnd ojV'.od^sinf» daher oMiom 

= sin'^ i oder m» : mo — : e*, das Verhältnis der Entfemnogan 

dea Kreiamittelponktes nnd der BerOhrnngssebne Tom Hyperbelcentnun 
ist konstant 

Zeichnet man zwei Berfibrnngskreise nnd fBllt Tom Halbiemngs- 
punkte m ihrer Hittelpnnkte die Nonnale ah* Koi eine Asymptote^ so 
sind (Fig. 14") die Tangenten von h* an die beiden Kreise nnd 

pleirh^, also h'h die Chordjil»'. .^ Mie von den durch d^d, gehenden 
fi«:öhrungssebnen der Kreise K^K^ mit der Hyperbel gbicbe Ent- 
fernung hat 

C. Fuabel. 

Fflr «neu Punkt o der Achse als Mittelpunkt bestimmt sidh der 
Berfthrungskreis ans den bekannten Kigt usebaften^ dats die Snbnonnale 
gleich dem Parameter q (Entfernung des Brennpunktes von der Leit^ 
linie) ist und der BerUbrung^unkt p dieselbe Entfernung d vom Brenn- 
punkte bat wie 0. Daher ist auch (Fig. lö) o^p^^ ^ — yq^2il und 
i{:f^-=d, :d|; daher iet f fDr irgend zwei Berdhrungskreise der 

l^ \m Piff. IS igt or»irhtlir!i . iJaTs für zwei Kreis«, wflrhp einen dritten 
uormal schneiden, die AluUicUkeitsiiimktc barmoniiicli ko^jugicrt zu »ind; deuu 
1 S, S 4 and ] S, S 4 aelmeideii lich in zwei m harmoDiflch konjugierten 
Paukten c, nnd 1^; «, ist aber iunerer JÜudichkeitsiMmkt der gegebenen Kreise, 
weil o, 1 ' parallel 0, 2 ist ^ ala Badswinkel in einem gleiohächenkligen 
Dreiet-ke, ^ r/, ;ds Pfrijihf runvinkor ; ob(>TiHo ist Jlnfeerpr Älmlirhkcitspnnkt. 

2) Drt'hi uiun A, und um mh , bis mit J, zur Deckung kommt, so ist 
die Asymptote A Chordale von JT, nnd (£;), also sind die Tangenten von h* an 
und (JK^) nnd daher auch an JT, gleieh. 
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UvDour Schumlbb: 



Mittelpunkt das ÄhnlichkeitBkreiBw*), d. h. die Ähnlichkeitspirnkte aller 
mSgUehen Paare tob BertliniiigBkreiaeii liegon symmetriach vom Bienn- 
punkte (sind hannoiuMilk konjugiert besfl^icb des endlichen tmd nn- 

endlich fem liegenden Brennpunktes). 

DaTs die Entfemong der Kreisin ittelpimkte yon den Berflhrungs- 
sehnen konstant (gleich dem Parameter q) ist, wurde schon erw&bnt. 
Entsprechen (Fig. 15) den Kreisniittelpunkten OjOj die Berührungspunkte 
PiPt der Parabel mit den Koordiiiiiton y/y,, so ist yj| —yl = ^9(^1 — ^t) 

oder (jfj — y,) : (d, — ^g) = ? : ^^-^^ . let A' der Balbierangspnnkt 

dsr Wediselseline pj^^, & der Halbierongspunkt von OjOg, dann sagt 
die Qleiclinng, dafs tgu^igß oder eiA' normal zu pip, ist, d. h. 
und J9^ haben von et gleiche Entfernung, also liegt (Fig. 3) die 
Chordale zweier Bertthrnngskreise in der Mitte der zogehdrigen Be- 
rQhmngBiehnen. 



Ans don beiden Ar Ellipse, Hyperbel und Parabel bewiesenen 
Satien kann man einige wichtige Folgerungen sieben. Der erste Satz 
sagt, dafs jeder Äbnlichkeitskreb zweier doppelt berSbrender Kreise 
entweder die Brennpunkte mtiialt oder den Brennkreis normal schneidet 
Devselbe ist also eindeutig bestimmt^ wenn niun rv^ und 0^ kennt; denn 
liegen o^o^ auf der Nebenachse, so sind die Ualbicmngsstrahlen des 
Winkel« Oifo^ nach dem inneren und äuJseren Abnlichkeitspiuikt Sy 
und ft^ gerichtet; liegen OiO^ auf der Hauptachse, so sind S^S^ gleich- 
zeitig zu 0^0., nnd /'/"' harmonisch konjiin^iert 

TTni^pVehrt kann man jeden durch die Brennpunkte j^ehendcii oder 
den BreuiikreiH iiotthhI schneidenden ujid zur Hauptafhsc symmetrischen 
Kreis als Ahiiliehkoiti^krei« für unemliich viele Taare von doppelt 
berührenden Kreisen ans«dien: die Mittelpunkte dieser Kreise sind die- 
jenigen l'uuktcpaure der betrefjendeu Achse, welche zum Ahnhchkeita- 
kreis harmonisch konjugiert liegen. Die Tangenten in den Berfihnings- 
punkten des Kegelschnittes mit einm solchen Kieispaare schneiden 
sich auf dem ibnlichkeitskreise nnd in zwei zum Ähnlichkeitskzeis 
harmonischen Punkten der Achse. Bringt man demnach eine Tangente 

1) Der Ähnlichkeit^kreis mit dem Mittelpunkte x ist der Ort aller Punkte, 
welche von und 0, Kntfcmtingen im Verhältnisse r, : r, besitzen; bebrachtet 

man besonders den Punkt » (Fisr 16V so ist 

AxOytt ~ AaOiOf, daher xo, : jr<r = 0, « : 0, « = r, : r, 
und wegen Axo^af^ Ao,tfo, auch xo, xa ^ o^t i o,a : fj; 
daher ist ««^ : «0^ rf : ff. 
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diies Eq^sclmittee und di» la ihr besOf^ch «inar Aefaae i^n>un0fanBche 
Tangeule mit eineni beliebigvii ÄbnliehkeitskreiB^), denen Mittelpiuikt 
janf düeer Aehae liegt, mm Schnitt, ao werden die VerbiDdiiiigBlmien 
der Kreiaaehnittpiinkte, welche nicht novmftl der Achse sind, auch 
Tengonien desselben Kegelschnittes sein. 

Die Hslbienmipstrahlen aller THngentenpiaire, die sich in einem 
Ähnlichkeitskreise K, schneiden, gehen durch zwoi feste Punkte (näm- 
lich dnrch die Schnittpunkte von K, mit jener Achse, auf welcher dar 
Mittelpunkt von K, liegt). Da durch einen beliebigen Punkt p nnr 
ein Ähnlichkeitskreis K, (bezüglich Afhso) hindtirchgebt. und 

dieser Kreis K, durch p und die Brennpunkte eindeutig bestimmt ist, 
innfs K, »»in Ähnlichkeitskreis fflr üllf tnit dorn gegebenen konfokalen 
Kegelst linittc sein. Daraus folgt «ler bekannte Satz: Die Tangeuteu- 
paare aus einem beliebij^en Punkte /) an eine Schar konfokaler Kegel- 
sohnitte haben dieselben llalbieniu^sHtiahlen: zu den Tangen teupaaren 
gehören auch die von p nach den Brennpuiikteu gerichteten Strahlen; 
die Halbienmgsstrahlen sind die Tangenten der beite durch p gehenden 
Kegelschnitte der konfokalen Schar. 

Legt man durch alle Punkte einer Geraden g die Tangenten an 
einen Kegelschnitt, so halbiert g das Taagentenpaar nur fBr jenen 
Punkt p, welcher auf dem Ähnlichkeitskrms JT. durch den Schnitt s von 
g mit einer Achse liegt. Ist insbesondere g eine Tangente des be- 
treffenden Kegdschnittes, so ist j» der BerOhrnngspunkt. 

Durch je zwei Punkte, welche harmonisch konjugiert sind zu 
dem Ähnlichkeitskreis AT, von K^K^, gehen an die Ä'jA", doppelt be- 
rührenden Kegelschnitte Tangenten, welche sich in schneiden. Hält 
man ein solches Punktepaar fest nnä le^t durch dasselbe an alle 
doppelt berührenden Kerrelscluiitfp Hio Tangenten, so ist der ürt 
der Schnittpunkte der Tangeuten an denselben K^elschnitt der 
Kreis Ä',. 

Der /weite Satz sagt: Die Chnrdale ^' j^weier Ben1hninf?skrei8e 
liegt in der Mitte zwischen den Ik-rühruiigsisehueu, oder die lierülinuigs- 
ponkte 2>ii>s zweier doppelt berührender Kreise sind vom Halbienings- 
punkte a der Kreismitt^lpunkte o^o, gleich entfwnt; (7 ist die zu oi 
gehörige BerOhrungssehntf. 

Schneidet man einen Kegelschnitt mit einem beliebigen Kreisey 
dessen Hittelpunkt m auf dner Achse Üegt, so liegen die Hslbierungs- 
pnnkte Ji^' der sur Achse nidit nonnalen gNueinaamen Sehnen auf der 

1) Das ürt sfao ein Eireis, welcher seinen Mittelpunkt auf der Nebenaohm 
hat und durch die Bremipiuikte gebt, oder seine» ICttelpiuikt auf der HauptacbN 
hat und den Btenniaeii nonnal achneidet. 
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SU 0» gehörigen BerOlmmgiMehiie.*) — Alle Sehnen eines Kegelschnittoe, 
welche dturch eine Genute C (nonnal sn einer Adiee) halbiert werdra^ 
haben Symmetzalen durch deoMlbm Ptmkt a*)\ oder von allen durch 
den Ptankt von C gebendesi Sehnen wird diejenige in A' halbiert^ 
welche nonnal xa A'c» ist Wenn der Fnlkpunkt A' der Normale von 
einem Punkte a einer Achse auf eine Kurrensehno s in der an to ge- 
hörigen Berfihmngsscline C liegt, so ist k' der Hal))ierung8punkt der 
Sehne. Daher mufs A' auf dem zur Sehne s konjugierten Durch- 
messer liegen. Lälst man h' längs desselben fortrücken und ebenso 
die zur Achse normale Berühruno;ssehne m werden die nach den 
zugehörigen Mittelpunkten der BerühninirskTf iso ^erichtet^'n Uenideii A'w 
wegon des konstanten Verhältnisses »ko : nili alle parallel uud zwar 
nonuftl zur Sehne s sein, d. h.: Um für den Berührungskreis mit dem 
Mittelpunkt w die Berührungssehne zu bestimmen, bringt man einen 
Durchmesser mit der durch w normal zum konjugierten I )urehmesser 
gezogenen Geraden zum Schnitt; der. Schnittpunkt h' Uegt auf der ge- 
suchten Bertlhmngssdine^ ob die durch h' gehende Sehne die Kurve in 
reellen Funkien schneidet oder nicht*) 

Betrachtet man insbesondere die gemeinsame Tangente T aweier 
BerOhrungdnreise mit den Mittelpunkten in derselben Achse und er- 
richtet in ihrem Schnittpunkte A' mit dar Chordale C die Nonnale 
auf Ty Bo trilft dieselbe die Achse im Halbierungspuukte a der £reis- 
mittelpunkte o^^«» bo dafs C die m o gehörige BerQhmngssehne ist; 



1) Daraus lUfst sich aiuli eine KonHlniktiou der Schuittpunkte eine« Kejjfel- 
schTiiK« ^ mii eiiiPtn Knns, deesen Mitt*»lpunkt auf einer Achse liegt, ableiten. 
Kreis uud ive^el»cimitt beatimmen (^'ig. 17) auf der Achse eine Involutiou, durch 
deren Dopi)elpunkti' c/' die Weofa«el8ebnen der gesochtea 8chnit(gpimkte geben. 
Die Weefaaeleebnen lind beetimint, d» eie durch die SchniUptinkte «u resp. p^* 
der Kreise über eia resp f mit C geheu {C wird als die zu u gehörifre Be- 
riihmn^Hm'hne in belcunntcr Weise konstniierf Sind die Schuitt]>unkte imu jnnnr. 
IM) kann ein Fitar Wechselgehnen re«U bleiben; »^ind buidu Paare imaginär, so sind 
die beiden stur Achse Bormalen Sehnen reell, welche von G gleich entfent sind 
und durch ein Punktepaar der o^i^jiMi luvolnftou g^hen. (Vergl. Kiemtschik: 
60, Jahrg. 186» d. Sitzungsbei d Wien. Akad d W^=;0 

t!) D. h, lor alle Paare von doppelt berührenden h reisen mit der8ell)en 
Chordale C umhOUen alle Wecbeeleehnen der Berfibnmgäpuukte (und alle gemein« 
eebaftUcben &eietengenten, wie ipftter gezeigt wird) eine Paiabelf fOi weldhie C 
Scheiteltaugenti> und der gemeineame Hslbieningepunkt m je zweier Kreismitliel' 
punkte Brennpunkt ist. 

3) Diese bekaimto Konstruktion ergiebt sich projektivisch sehr einfach aus 
dem Satae: Wenn aicb zwei Eegelscbnitte doppelt berOhzen^ so eelmetden eich die 
Polaren eines beliebigen Punktes auf der Benihningasehne, wenn man als den 
beliebigen Pnnkt den nnendlioh feinen Punkt eine» Diameters wUüt 
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daheor muh h' der Halbieniugspunkt der durch T ansgescimittenen 
KurreiiMliiie ieiB*), d. h. die Symmetnle emer Eiirrensehiie T schneidet 
eme Adue im Httlbierungspunkte m der Hittelpunlcte jener Ernse 
welßhe die Kurve doppelt berOhreD und T mx Tangente haben. (Die 
BerfllimngqNtnkte dieser Kreise K^E^ mit T baben Ton A' eine Ent- 
femmig gl«c)i der Tangente Ton Ä' an den Ibnliefakdtekrds Kt von 
ond Kff weil dieeor durch die Sduit^unkte Ton nnd Kg 
gdien miiTs.) 

Betradktet man eine der gemeinschaftlichen Tangmten von Be- 
rflhrungstreis nnd Kegelschnitt, z. B. (Fig. 19) die in p^, so schneidet 
pie dio Chordale in d und die Berührungasehne des zweiten Kreises in 
2r.. so «luls ()p^ — ÖTj, <r]c'n'h dvr Tangente von Ö an K ist, d. h. der 
Krei» üWr jfijsr« schneidet /ü rechtwinkliij, oder ;>,' ist zu liarmoniscli 
konjugiert bezütj;lich A',; da Aj ein hclicliij^cr Berührungskreis dm 
Kegelschnitt«!» ist, giebt dies d^u Satz: Der Berilhmngspunkt einer 
beliebigen Kurventangente und ihr Sciiuittpunkt mit der Berühiiinga- 
aehne eines fijreises K sind bezäglich K harmonisch konjugiert, 
odor jeder der beiden Pnnkte liegt auf der Kreispolare dee anderen. 

Die Pohure Ton geht durch den Pol von P,; daher kann 
man die Tangente eine« Punktes p[ in sweifiusher Weise bestinimeii: 
Entweder bringt man die Polare von pl bezQglieh eines BerQhnings- 
knises mit der BartthmngMdme in zom Schnitt, oder man 
sucht SU p^tg den Pol beaflglidi Kg\ ist die gesuchte Tan- 
gente. 

Sind p^p, die Berührmi<^spnnl<te zweier Kreise Ä'jAj mit einem 
Kegelschnitte, also Ton der Chordale C der Bjreise gleich weit entfernt^ 

1) ProjektivUch läfät es eich beweisen auf Gnmd des SaUei«, liaik ein üüachel 
von rieh doppelt berOlirendea Kegelflchnitteii eine Getade in PonktepMuren einer 

Involution treffen, von welcher oin])o]^pelpiinkt aut'der gemeinHamen Hen'Uinin<rRSphne 
lii'^'t. und iliT andwf» der Beriiliniiis«»pnnkt cineg Keffelschnittes des Hüs« lu ls [ff : F.ine 
gemeinMchal'tlicbe Taogent« sweier Jbterühnuigskreise (Fig. loj berühr« dicr^r in t,^, 
lebneide die Karte in «, a, und die Berflhnmgaaehiiea 1\ I\ in ß^ und ß, . Die 
Ghordale C Uogt in der Mitfee iwiflchea den BerflknuiiiMehneD PiP«, ao dAfi ihr 
Srhnittpiuilvl h' mit der Tiuijji'nlc t'iitfcrut vtm /?, fJ, ist; of, a, inÜHKt*n nun 

Mowolil (i^tj als /i, /j hurnionisi-li tn'iinru; du ß,t^ - ß^t, ist, muffl h' »ach 
HalbieruugHpunkt von a^a, Kein, ob diese Punkte reell oder inmgiuär «Ind. 

Bei der Hybeiliel ULfst neb dies diiekt mit Hilfe der ÄRvmptoten beweiien: 
Sind (Fig. ll^ 12 >) a and «' die ächnittjjunkte von T mit den A»yttptoieu, so 
liegen taSh a in finciii Krois, nnd i's ist uoih' ufiJi' 7; fniicr liff,'«>n uii'h'a' 
auf einem Kreis, daher iwt «'m/i' = a d'h' ip, also ist o&a' ein gieiriiachenk- 
liges Dreien und tth* » a'A', d. b. die Kreiiberührungspunkte mit J liegen zu 
h" symmetariich, ebenso die Schnittpunkte mit den Asymptoten und daher auch 
die Sohnittpwkkie mit der HyperlML 
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PO schneidet p^p^ aus den Kreisen gleiche Sehnen aus. so dafs Fig. 19) 
Pilh ' PiQi ^ PiPi 'Pils ^- ^- Tangenten von p^ an uud von 
au haben gleiche Länge. (Der Kreis mit dem Zentrum o^ durch 
und der Kreis vaalt dem Zentnim durah j»^ admeiden sich auf 0). 
Die Linge diesw Tangenten bestimmt sich, wenn man durch eine 
Parallele zur Achse und dnrch eixM Pknilele zur Sehne pj>i zieht» 
irie folgt: 

(d. i. 'Ifis Produkt aus <lpr Entfernung x der Boriihrungssehuen in die 
EutlVi hiiml: 'l'T Kreismitt<'l})unkt*? I. 

i' ür (i«>n rtchuittpuiikt r dt-r Chordale (' mit dem Kegelschnitte 
ist daher die Länge der Taugeute an Ä'i oder A', gleich der Quadrat- 
wurzel aus dem Produkte der Entfernung der Berühruugssehnen CP^ 
oder CPf in die Entfwnung der zngehdrigen Ereismittelpankte a>Ot 

res]^. 0143^, d. h. • J, die Hälfte der früher gefundenen tiröise l, 

oder die Summe d«r Tangenten von c an A'^, und £f ist gleich /; man 
kann leicht zeigen, dals dies für jeden Korrenpnnkt gilt: Seien xx' 
die in einer b(di)'1ui^(^n zur Achse normalen Geraden x liegenden 
Knrrenpunkte*); da die Entfernungen jedes KreiBmitfcelpunkt«8 (auf 
einer Achsp) und der zuiff^hörifTf^n Berührungssehne vom Mittelpunkte 
der Kurve em konstantes Verhältnis besitzen (bei d^r l'arahid gli'ich 1), 
SD inufs der zu X als Berührunp^sfehne gehörige Kreisnutteljmukt ^ die 
Strecke OjO« in demselben Verhidtnisse teilen, wie X die Entfernung 
der Berührungssehueu PiP^t daher gegeben. Es ist also 

(Fig. 20): 

x^: 7f ^ (/, : (/ f, und : :r = : d «j, wo -f f j = 1 
ist; nach früherem ml die Taugente von x an K^^ gleich 

Yx^' dl = eiYa-d a= ffj • 

1) Der Punkt x kauu auf verBohiedeiie Weise bestimmt werden (Fig. 20): 

1. X und niid vom Halbieruugspunkte »^ der Strecke g1«ieh weit 
entfernt, 

2. DiM- n>'n'iliruii^'skri'if; (liiril) .r mit dem ■^^it.it^lll1^lkte | hat mit K^ eine ' 
Chordale gemein, welche in der Mitte zwischen untJ X Ht'gt. 

8. Der Kreis durch mit dem Mittelpunkte £ und der Kreis durch den 
getuohton Punkt t» mit dem Mittelpimkte o, haben eine Gkordale, welche in der 
Mitte zwischen P^ und X liegt, 

4 Auch ('ij^.McIil sidi die Lilnge der Tan;_'»«nte von X an Ä", au« de?n H]>:lter 
bewiesenen Satze, dalB die Länge der Taugente Ix von jedem Kurvenpunkte x 
an einen doppelt berfihrenden Kreis m seiner Entfenning von der Berfllimngmehne 
ein konstantes VorhUtaus beutet, also : ^ : «. 
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ebenso ist die Taii^eute vuu x an Ä', gleich 

und die Smnine der Tangenten i t gleich j/« • dj alio ISr alle Punkte 
der Klirre zwischen P| und konstant. 

Für die Knrrenpnnkte auTserhalb P|Pj ist die Difilatenz drr 

Tangenten an die festen Kreise K^K^ konstant, d h. der Ort aller 
Punkte, deren Tangenten au zwei teste Krei»e AjA« eine konstante 
8unime oder Differenz l haben, ist ein Kepelschnitt, welcher die beiden 
Kreise doppelt l>erührt.*) Die Berühruugüpuukte haben von der Kreis- 

diordale eine £ntfemnng 2 " i3 ™^ können leicht beetinunt werden, 
weil ne auf an und Kf konzentrischen Kreisen liegen mit den 
Badian V^f+P re^. Vrl +1^ 

Die Bdaüon l — Y*'^ mnfoimen nnd daraus eine 

KegelschniHseigenschaft herleiten: { : ar YdTi', nach frühem ist 
d : » konstant und swar : l^, wenn die Hittelponkte anf dar Neben- 
aclise^ nnd : a*, wenn sie anf der Hauptachse liegen; daher ist das 
Verhältnis der Enifemung jedes Knrrenpnnktes x Ton der BerOkrangs- 
sefane eines doppelt berfihrenden Kreises sn der Lange der Tangente 
von sc an den Kxm» konstant nnd swar 6 : e oder aie, jß nachdem der 
Kieisnüttelpimkt auf der Neben- oder Hauptachse liegt. 

AndrersMts ist { : yW: d (» i : e oder a : e); für eine gegebene 
komrtaiite Summe oder Differenz l der Tangenten giebt es bei einer 
gegebenen Kurve unendlidi Tiele Paare TOn BerQhrungkreisen mit kon- 
stsatem Zentralabstand. 

1) Diesen Satz legt Steiner ohne Beweis aeiuer Abhandlung: „Über einige 
neae Bes&nminigMuien der Kurren «weiter Ordiraiif ^' (Oei. Werke n, 4*6) m 

Grande. Oer Beweig iitt eaaljtiich leicht tu or)>rii)gi>ii und crgiebt sich aach 
durch räumliche Betracht ungon. wenn man durch «liMi Kf^'»»] schnitt ••im-i» Tlolution»- 
ItpjTf»! 'resp fin einschaüges iiotationuhyperboloid) legt und durch die Kreise 
Kugeln, welche diese Fläche längs Parallelkreisen berühren; die konstante Summe 
oder Dilferens der Kreietwigeiileii ist dttm gleich dem Stflck diier Eraengenden 
der Fläche zwischen den beiden Berflhrungspunkten, also konstant. 

Fitdlt r hat in <l*>r früher zitierten Abhandlung (Acta mathematica &) einen 
hehr interessanten Bewein in cyklugraphiscber Metbode gegeben. 

Seiet nSK den Säte foians, so ergiebt ikib nnaitlelbnrf dnb eine gemdaeBme 
Tangente der beiden Kreise die Kurve in iwei Ponkten. Mhneidet, weldie Tom 
HalbieniBgspunkte ihrer Zentren gleiche Abständf ha>»en; denn (Fig. IS) 
a, - «, f. t^jf, -f c(J.. <!ah«^r ci^t ^ a, . Der Halbierungwpunkt von a, ct^ ist 
daher identisch mit dem Uaibieruugnpuuktu von l^ welcher auf der Krciscbordale 
liegt, und ist der FaTapiinkt d«r Normale vom Äübierungepunkte der Kreiamittel- 
puiikte auf «, — 



Digitized by Google 



16 



BoDOur EkaOwua: 



Liegen die Puiikte des Kegelsclmittes iimerluilb der beiden Be- 
rOlirungskreise, ao behalten diMft ^tse üure Giliigkeit, nur treten an 
die Stelle der ^eistangenten die durch einen Eurrenponkt gehende 
halben kfiizesten KreiMehnea 

Bei der Parabel gelten die früheren Schlflsse nidit» d» sie keinen 
endlichen Mittelpunkt beaitaEt; es eiü^hren die al^leiteten Beziehungen 
eine Ideine VeiSndening: Die Gleichung P^xd gsStti (wegen ar d) 
über in l = 3e^ woraus unmittelbar folgt, dafs die Entfernung eines 
Kurvenpunktes r v<m der ßerührungsseline eines doppelt berührenden 
Kreisea gleich ist der Länge der Tangente von .r aa diesen Kreisj, und 
also auch die Summe oder Diflerenz der Tangenten von einem Kurven- 
punkto X an zwei doppelt berühremlf^ Kreise konstant, ft^mli«?h gleich 
der Entfemurif^ ilcr hfiden l^cHihrunir^Jsi'lmcn ist. 

Auf Grund dieser L'leincntar abgeleiteten Kegelschuittseigeuschaften 
sollen nun einige Aufgaben gelöst werden. 

n. 

Kniie m besUmmeiip wetehe einen Kegelwhoitt doppelt berUumi.^) 

1. Der Kreimütdpuiäet o ist gegdten. 

Der Radius ergiebt sich aus riof=a:e, wenn o auf der Neben- 

achse ein«r Ellipse oder Hyperbel liegt — aus r : Yof • of* ^bie, 
wenn o auf der Hauptachse einer EUipse oder Hyperbel liegt — aus 

r = Yq • 2dy wenn o auf eineor Parabelaehse li^ (Übrigens wurden 
gelegentUch eine Bdhe Ton Konstruktionen soleher Berühnmgskreise 
erwähnt*)) 

Liegt 0 auf der Kebenachsey so sind die BerOhrungskreise immer 
reeU; bei der Hyperbel ist auch immer die Berührung redl, bei der 
Ellipse nur für die Punkte o zwischen den Erflmmungsmittelpunkten 
der Scheitel der Nebenachse. 

1} Niemtschik: Bitzimgsber. d. Wien. Akad. d. Ww. n. Abt. Des. 
1873, 68. 

2) Vergl. auch Pelz: „Beiträge zur Bestimmung der Selbst- und Schlag>»chatten- 
grenze von FlU^-hen 2. Ordnung" (27. Jalir^bpr d L <) R. tira/., 187H. S. 7.) 

Pelz: „Zur wis8. Behandlung der orthog. Axonometrie" (Sitzungsber. d. 
Wien. Akad. der Wi«. 81, 90). 

Pelz: „Zum NomiBieiiprobltta der Eegehidiiiitte'* (Sitniiig»ber. d. Wien. 
Akad d. Wiga. S5). 

Pelz: „Zum Normaleuproblem der Ellipae ^Sitzungüber. d. Wien. Akad. d. 
WisB. Man; 1887, 95). 

Pelt: „Kbaetraklion d. Achaea ehier EUipie'' (Ol. Progranuu d. SealMihule 
in Teachen 1876). 
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Li^ 0 auf der HauptaehM, so erhilt maa 

bei der EUipoe: Fflr Punkte o innerball) der Krflmmungsmittelpunkte 
u^i' der Scheitel der Hmiptachse reelle Kreise mit reeUer Berührung — 
für Pnnkte o zwischen /i und f reelk Kreise mit imafnnärer Berühnmg 
— für Punkte o aufserhalh der Bretmpmikt« imaginäre Berührungskreise: 

bei der Ilyperhel: Für Punkte o aurserli;i!l> 'Ipr Krümmungsmittel- 
ponkte ^la' der Scheitel der Hauptachse reelle Ixr* isc mit rffller Be- 
rührung — für Punkte o zwischen uiul f reelle Kreise :nit iina 
ginärer Beriihrung — fiir Punkte o innerbalb der Brennpunkte uua- 
ginäre Berührungskreiae; 

bei der Parabel: Ist o mit dem Scheitel auf derselben Seite des 
Brennpunktes^ m «rhilt man imagififtine BerfilumngBkraisey sonat feelle; 
▼on dieaan aind die BerOhningapiudcte imaginir, wenn o iwiachen f 
mid dem Erflmmmigamfttalpmürte dee Sdieitab liegt 

Ih-r Kreisradius ist ycßehen. 
Zu r Bestimmung des Kreisniittelpuiiktes können dieselben Gleichungen 
wie früher benutzt werden j doch giebt es noch andere Koustruktiouen; 
X. B. ist bei der Hyperbel die Entfernung des Kreismittelpnnlttea von 

einer Aavmptote gegeben (^^r* — oder ^^r* + 6* ), wodurch dieser 
leicht bestimmt werden kann. 

Soll der Ki«iimittelpunkt anf der Nebenadiae liegen, ao moAi 
r > a sein; aoU er anf der Haaptadtae liegen, so ma& bei der Ellipse 
r < bei der Parabel r>q (d. i. Entfenrang dea Brannpnnktea von 
der Leitlinie) ftr reelle Ereiae aein. — Bei der Ellipse und Hypeibel 
treten die LOaungen paarweise aynmielriacli inm Mittelpunkte auf. 

3. EiN0 Tangenulte T des Eniaes üt gegeben. 

Der Bdmit^imkt ^ tchi T mit einer Aehae ist ein ÄhnHcihkeita- 
pankfc der geanehten Kreiae. Der JÜmliehkeitakreis E, mnfii durch 
geben und entweder die Brennpunkte entiialten, oder den Brennkreis 
normal schneiden, ist daher eindeutig beatimmi — Der Halbiemnga- 
pnnkt y der anf T Ton der Enrre ausgeschnittenen Sehne resp. wenn 
diese Sdine imaginSr ist, der Schnittpunkt h' mit dem an T konjugier- 
ten Durchmeeaer der Kurve liegt auf der Chordale der gesuchten Kreise 
und dea Ähnlichkeitskreises K,] daher sind die Längen der Tangenten 
Ton an die gesuchten Kreise und an K, gleich^ und die Berührungs- 
punkte von T mit den gesuchten Kreisen gefunden. Oder: Die Nor- 
umle in Ii' auf 7' sMihneidet die Achse im Ilalbieruugspunkte co der ge- 
.siiclitt u Kreismittelpnnkte n^n^, welche zum Ahnlichkfitskreis huruiouiseh 
konjugiert sind; ihre Entfernungen tou a sind daher gleich der Tan- 
gente You o an K^. 

Arohiv dw Matbmurtfk and Ttqririk. IZL Mht. IL g 
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Diese Eonetniktioii Texeegtr wenn T parallel einer Adue ist. 
Sailen in diesem Falle die Mittelpunkte A<ex gesnehten Kreise auf 
dieser Achse liegen, so ist der Ereisradius gegeben, wdche Aii%abe 

schon behandelt wnrde. Sollen die Kreismittelpnnkte «nf der zu T 
normalen Achse liegen, dann ist T die Chordale der g(^<nichten Kreise, 
welche sioh im Schnittpunkte von T mit der Achse berühren. Der 
Ähnlichkeitskreis wird wie früher bestimmt; der ITalbierungapunkt cd 
der gesuchten Kreisiuittelpunkte 0,0, (welche zu harnionisch kon- 
jugiert sind), ist der zu T als Berührungsseime gehörige Mittelpunkt 
und wird aus mco : mSy ~ : />■ (resp. c* : a*) gefunden oder durch 
eine der in den früheren Betrachtungen erwähnten Konstruktionen. 

Du die auf 7' auägüschnittene Sehne auch gleich /, der konstanten 
Summe oder Differenz der Längen der Tangouten (oder halben kürzesten 
Sehnen) an die za saehenden &eise, ist, kann aaeh die Benehnng 
xil^eih BOT Bestimmniig der Berfihnmgsselmen der gesnehtea üjreise 
dienen.^) 

Aaeh wenn T parallel einer Asymptote ist, kann die al^emeine 
Konstruktion nicht ▼erwMidet werden, weil n» nnsndlieh fem liegt 
Es giebt nur je einen Kreismittelpunkt im Endlichen auf jeder Achse^ 
weldier identisch ist mit dem Ifittelpnnkte des Ahnlichkeitskreises Kg% 

i) Auch folgende räumliche Betrachtung führt bei der Hyperbel für Kreise 
mit IBttdimakteit «of der Nebeaaclue som Ziel: Man mdit den Mittelpankt einer 
Kugel« welehe ein einMshaligee Botataouhyperbftloid llngi «inea Farallelkrcfoet 

und eine Ebene e berührt; das ist identisch mit der Aufgabe, in der Rotationsachse 
den Mittelpunkt einer Kugel sa suchen, welche eine Eraengende des Hyperboloides 
und die Ebene e berührt. 

S) Dieses Resultat Iftbt sieh aai^ ans dner andenn Überlegung herleitaa. 

1. Der Kreisnüttclponkt liege auf der Nebenachse (Fig. 21): Der %u dem gesuchten 
konzentrifirhc Krcia Jl^ inil (i< tn Eadins Ä, welcher durch die Brennpunkte geht, 
schneidet die Aflymptutuu iu dem runktepaarc 11', dessen Verbindungslinie die 
Tangeute im Berüh runga punkte p von K xoii der Hyperbel ist. Aua r : H-^ a-.e 
mstM^ folgte daTs'^pÖr— 9 ist; betraohteb man das rechtwinklige Dreieck oi»«,, 
so folgt aas on — r and 'no^ = ^, dafs o«, = R ist, d. Ii o liegt auf der 
Svinmctralen von ist also der Mittelpunkt des durch 8| gehenden JÜinlioh- 
ketttikreiBe» K^^. 

t. Der fireiadttelpunkt liege auf der Hauptachse (Fig. 82); Der so dem ge- 
•achten koaientrisohe Kreis Kf^ mit dem fiadins ü \/of- of^, weldier den Brenn- 

kreis tionnal schneidet, trifft die A?<ymptoten in dem Ptniktepaar 11', doj^^s*»« 
Verljiiuluiij^hlinif dit; Taii^cnto xm Hcrührungspuiiktp p von K mit Aar Hyjx'rbel 
ist wegen m 1 ■ ml ' = »n/ ■ oder wj l " ■ ml <^ m<p^). Au» r : Ji ~ b : e ^ cos 9 
folgt, dafa'poT » 9 ist; befcraehtet man das rechtwinklige Dreieck owSi , so fblgt 
aus on — r und no«, = tp, dafs 0«, = i? ist, d. h. s, liegt auf Ä^, und der 
gebuchte Mittelpunkt q ist der Mittelpunkt des duxoh ^ gehenden Üuilichkeits- 
kreises K». 
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d«r dmeh den Adueiuchiiit^iiiikt von T g«ht mid wie früher be- 
itimmi wird. 

Wild eine EUipie toh der gegebenen Gendea T in reellen 
Ponklen geseluiitteiiy eo sind die Kreiee mit den Mittelpnnkten auf der 
Hai^teehBe reell; wird sie von T in imagxiiSien Punkten geschnitten, 
so sind die Kreise mit den Mittelponkten auf der Nebenachse reell. 
Wenn T eine Ellipsentangente v^, ao fiiUen die Kreinnittelpankte 
pAarweise auf jeder Achse zusanunen. 

Wenn T eine Hyperbel in reellen Punkten schneidet, sind die 
Kreise mit den Mittelpunkten auf der Neben- und linuptiichse rcpll, 
sonst imaginär. Ist T eine }lv[terhe!tniiif»^nte. so giebt es je rmfo 
(doppelt zn zÄhlendeu) Kms nnt dem Mittelpunkte aul" der Haupi- 
resp. NebenadiiBe. — Ist T parallel einer Asymptote, so giebt es immer 
nur je einen Kreis, dessen Mittelpunkt im Endlichen auf der Neben- 
resp. Uaupta4^h»e liegt. 

Bei der Parabel erhalt man nur dann swei reelle Losungen, wenn 
die Parabel Ton T in reellen Ponktea geschnitten wird. Ist T PtoM- 
tangente, so fiülen die LSenngeo snsaaunen; ist T parallel der Hanpt> 
achse^ so liegt nnr eine Lösnng im Rndliehen. * 

4. Em PmM q des Krekes tsl geg^bm. 

Die Nomude dnreh q sn einer Aehae giebt die Chordale C der 
geanchien Ernse, welche die Achse in h schneidet Der Halbienu^ps- 
punkt m der gesuchten Kreisniittelpankte 0^0^ Bist sich nach einer der 
froher erörterten Methoden bestimmen, 7.. B. aus ma '.mh = e- .h* 
(resp. : a*). Der Ähnlichkeitskreis ^'eht durch 7 und enthält entr 
weder die Brennpunkte oder schneidet den Breimkreis normal.') 

Lie£^ 7 in einer Achse, so ist die zur Achse normale Gerade 
durch 7 iiucli Kreistiiugente, welcher Füll schon f'riiher l)esprochpn ist. 

Bei der Ellipne imd Hyperbel sind für Punkte q auTserhalb der 
Kurve nur die Kreise mit den Mittelpunkten auf der Nebenachse 
reell, — für Punkte imierhalb derselben die Kreise mit den Mittel- 
punkten auf der Hauptachse. — Fflr Korvenpnnkte fallen die Lösungen 
paarweise sosammen, nnd es liegt je ein Ereismittelpnnht auf der 
Hanpt- nnd Nebenachse. — Bei der Flurabel giebt es nur filr Ponkfce 
innerhalb der Parabel reelle Ljknmgen. 

5. Es sind Kreise zu konstruieren; wdohe awm Kegdschnitte 
CxC%f deren eine Achse in dieselbe Gerade G fallt^ (^eichseitig doppelt 
berCÜbren. Dar Ähnlichkeitskreis K, sweier solcher Kreise trennt die 



1) Die AchseuBcbnittpankte des Kreises A'i, welcher uornial schneidet 
md dmcb { geht, liegen auf den HalbierungntraUen des Winkeln fqf. 

2' 
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Brampunkte Ton und hannoniMsh, wenn G die Ebniptachae 
hmder Kegebdioitte iet — , geht dmch die Brennpunkte von Cj und 
wenn G die NebenaehBe Ton C, und C| ist — , enihllt die Brenn- 

punkto von T, und schneidet den Brennkreje Ton normal, wenn G 
die Nebenachse von (\ und die Hauptachse von ist; in jedem Falle 
ist der Alinlidüceitskreia K, eindeutig bestimmi 

Jedes zti K, hannoniseho runktepaar stellt die Mittelpunkte 
zweier Borilhninfr^kreise A', /ü 'lar, w^-lclu» sich auf «Icm Ahnlichkeits- 
kreise schneiden und ih'rcn ''hnuai* (' dir /imi I lall um iinj^pnnktc co 
von OjOj gehörige Berührung -s» lim des iatr. tl. n N u kegelachiiittes 
und bedeutet. Sollen zu zwei Mittolpiuiktrii OjO, dieselben Be- 
rÖhrungskreise bezüglich beider Kurven < \ und L\ gehören, so mulia 
die zum Halbierungspunkte a gehörige Berflhrungssehne C bezfigUch 
Cj und den Ähntiehkeitskreis in doisalben Punkten treffen, dar 
her identisch sein. 

Man bat also jenen Punkt » ran G su suchen, wdohem besfl|^iGh 
(7| und dieselbe Berflbnmgssdme zugeordnet ist: Sudit man die so 
einer beliebten Richtung R konjugierten Durchmesser D, und in 
beiden Kegelschnitten und sdineidet dieselben mit der Normale zu B 
aus a, so erhält man Punkte S^ und s, der zu ta bezUglich C| und 
gehörigen Berfihrungssehnen; sollen diese identisch sein, so müssen 5, 
und 9f susammeni'allen und z;war in dnu Schnittpunkt d von Dj und 
7)j. Daher geht die geRiichte Gc^rade C durcli den Schnitt von 7)j 
und Dj, ist also eindeutig bestimmt; (o liegt in der Nornmle zu Ii 
durch i. Die gesuchten, C\ und (\, doppelt berührenden Kreise gehen 
durch die Schnittpunkte von <' mit A',, und ihre Mittelpunkte sind zu 
iL« harmonisch konjugiert und haben von m gleiche Abstände. 

m. 

Kegelschnitte in heiUmmsn, welche iwei feste Knlse doppelt beffUumi, 
und «war simnetrlsch su denalben Aolue. 

Die Brennpunkte liegen entweder auf dem ÄhnUchkeitekreise K, 
der beiden gegebmen Kreise K^K^ odor auf ihrer ZentraUinie, und 
sind harmonisch koigugiert beaifiglich Die gemeinsamen Berührungs- 
sehnen der Kreise und des Kegelsclinittes sind normal zur Zentrallinie 
und haben von der Chordale gleiche Entfernung. Sind Pip[ die Be- 
rOhmngqrankte des Kreises und des Kegelschnittes, so schneiden 
sich die gemeinsamen Tangenten von p, und im Punkte ^^ der Zentnil- 
linie, und der Kreis K tlun li fjO, geht entweder durch die Brenn- 
punkte oder schneidet den Bremikreis rechtwinklig. Die Ghordale Ton 
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K. und K, geht dorch den EiiiT«aiiuttalpii]iki Dies giebt den Za< 
»mwtfmhimg swiacben Brampimkten und BeiühroiigBptiiLkteB, so daft 
die einen eich ms den anderen beetinunen linpon Auch wenn man 
den Enzrenmittelpiuikt m wihlt, find die Bramponkte und BerOhnuiga- 
pnnkie Ton K^K^ gegeben^ weil aidi K wom K, und der gemeineamen 
Chordale dorch in beetinunen labt Anch wenn die konelanfte Siumne 
oder Differenz l der I4b)gen der Kreiertangenten aller Korrenpunkte 
gegeben ist, lassen sich nach den früheren Betraehtongea die Be< 
rdlirungspankte und dalier auch die Brennpunkte finden. 

Stein or hat die Beziehungen der möglichen doppelt berührenden 
Kejj^olsolmitte zu den beiden Kreisen anst'ührlirh erörtert*); sie mögen 
in (Jörn lalle, dais die >H»itlen Kreise 4 reelle wiiieinsame Tangenten 
besitzen, angeführt werden. Weil die Bei üii mrigsgehnen von A', 
resp. Ä'j symmetrisch zu ihrer Chonlale liegen, wird es genügen nur 
den Kreis A", in Betracht zu ziehen ( vergl. Fig. 23): Unter den doppelt 
berülueudeu Kegelschniiteu kommt eine Farabd vor, deren Breiuipuukt 
f der Mittelpunkt des Ähnlichkeitekreieee ist; die zugehörigen Be- 
rdbrnngepnnkte p^p^ mit haben Tom ßrennpunkte f dieselbe £nt- 
femnng wie der Ereiemiitelpiinkt 0|. Yon dieeer BerOhrungssehne pp' 
der Parabel anegehend, entsprechen allen Berflhmngaeehnen, welche 
nidii anf der Seite der Chordale liegen, SUpaenf deren Mittelpunkte m 
die Zeuballinie ▼om nnendlich fernen Pnnkte bia som Halbieron^ 
punkte tc von OjO, erfüllen, und zwar jenen Teil der Zentrallinie, 
welcher nicht die Ahnlichkeitspunkte enthält (demnach ist anch der 
Mittelponkt dee grofseren der gegebenen Kreise Mittelpunkt einer soliden 
Ellipse, welche zur Nebenachse den Kreisdurchmesser be8it/t\ 

Den Berflhrungs sehnen zwischen pp' nnd der Chordale > 7it^proplipn 
Ihjpcrhdn iukI zwar: den Berühnmgssehneii zwischen den ßorühruiigs- 
pnnkten pp der Parabel und den Berührung8|>uukU3ii der äul'seren ge- 
meinsamen Kreistangenten entsprechen Hyperbeln, deren Mittelpunkte 
die Zentnillinie vom unendlich fernen Punkte bis zum üufseren Ahulieh- 
keitspimkt eriiilleu; — den BerührungsBelinen zwischen den Be- 
rührungspunkten der anfseren und inneren gemeinsamen Ereistangenten 
entflpredien Hyperbeln, deroi Hanptaclue normal zur Zentrallinie iet 
vtaA dieadbe swieehen dem anlaeren nnd inneren Ahnlichkeitspunkte 
trifit Brennpunkte eind die Sohnittpmukte der Hanptadue mit dem Ihn- 
Ueihkeitskreia. FOr den anfeeren xaA inneren Ahnliehkeiteponkt 8 nnd s' 

i> Ge«. Werke ii, 451, 457 u. tt*. Steiner leitet aie aus den verschiedenen 
Werten der konvtonten Summe oder Differeu ? der KrajatM^pantea eller Knunren- 
pookto eh; sie eigebea sich andi leicht ans dem erwUmiaii ZnMinmeiihaiige 
swisehen BreBapnaktea mid BertOmutgepmikteB. 
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als Kurremnittelpiinkb snf&llt dw Eegdidmitt in das Gendeupaar der 
Snfterai rwp. innoren Kreistaiigaitan. — Dan BertthrmigMwlmaii xwiaohen 
dett BerfUmmgapunkteii der ümmn Tanganien und der Ghordale ent- 
sprechen Hyperbeln, deren IGtldpnnkbe die ZenMlinie (welohe Haupt- 
achse ist) vom inneren ÄhnUdikeitspnnkte bis zur Chordale dnidikiifen 
— den Berühninf^sehnen, welche mit auf der entgegengesetzten 
Seite der Chordale liegen, entaprechen imaginäre doppelt heHikrende 
Kegelschnitte, deren Mittelpunkte swischen der Ghordale und dem Ual- 
bieninpspimkt w von o^o^ liegen. 

Hei den anderen Lagen der gegebenen Kreise, in denen nur zwei 
f>der keine reellen gemeinsamen Kreistangent4»n möglieh sind, werden 
diese Beziehungen kleine Verändern tigen erleiden, indem gewisse (irnj)j)en 
v(in Kegelschnitten ausfallen. VAiie. neu hinzukommende Gnippe ist her- 
vurzuhcben, luitniieh jene Ellipsen, deren Nebenachse die Zcutrallinie ist, 
und deren Brennpunkte auf jenem Teile des Ahulichkeitskreises liegen, 
welcher ioneriialh der beiden Kreise K^K^ sich befindet Für einen 
innexhalb K^K^ liegenden Ahnliflhkeitspnnkt s ate Eurremnitfeeipnnht 
fallen anch die Brennpunkie in den Punkt $\ die Ellipse rediudert sieh 
auf diesen Punkt s (oder der Kegdschmtli degeneriert in ein im^-' 
nires Gemdenpaar, das sich in 8 schneidet). 

Wenn einer der gegebenen Kreise den Radius Null hat, so 
ist sein Mittelpunkt o, ein Brennpunkt, weil dann beide Ähnlichkeita- 
punkie in 0^ Busammenfallen. Da yoransgasetzt wurde^ daüs die Kreis- 
mittelpunkte auf derselben Achse liegen, so ist die Zentrale Hauptachse. 
Die Kurve wird wie im allgemeinen Frille ans einem Rerflhningspnnkte 
oder dem Ktirv^nnnittelpuiikte oder diMii /Aveiten Brennpunkt»' oder der 
konstauten J^innme oder Differenz der T!lng^'I1t^'n i'resp. hnlhnn kürze.st^n 
Sehnend bestimmt — btatt des licrühruugsipnuktes von A'j kann aueh 
die /.um Kreise K., mit dem Iladius Nnll gehörige Berülirungssehne 
gegeben sein; es ist die Polare des lircnnpunktes der Kurve (die 
Leitlinie). Die Berührungsseime für Ky^ ist symmetrisch bezüglich der 
Ghordale, welche die Tangenten von 0, an JT^ halbiert^ dadurch ist die 
Auigabe auf eine bekannte surückgefohri 

Wenn statt dnes Kreises, nur der Mttelpunkt 0^ und die mgehdrige 
Berflhningssehne gegeben sind^ so la&t sich diese Aufgabe auch auf 
die erOrtortoi snirflckfklhr«i: bt der BerOhrnngspunkt von ge- 
geben, so bestimmt sich der auf li^tmde Berfihrungspunkt ja, ans 
cD/)j = oj;>i — Ist der Kurvenmittelpnnkt m gegeben, so giebt der 
Satz, dafs sich ein Kurvendurchmesser und die zu m konjugierte Nor- 
male durch Oj auf der zugehörigen Sehne P<, schneiden, beliebig viele 
Paare konjugierter Durchmesser, welche auf Grund desselben Satzes 
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nr Betthnnitmg der BCTflhrniigiiwihne toh verwendei werden kdnneiL 
— bt ein Brennpunkt f gegeben, eo gehSrfc snm Htlbiormigq^nnkte ' 
fon ele Berfikroogaeelme M die Ghordale toh f nnd d. k. 
die Gerade^ welebe die Tangenten von f m halbieft Dam» fibt 
ndi bestimmen^ da die Entftniinigen ron P^M nild der geenohien 
Pi proportional sind den Entfernungen von o^fi und o^. 

Im folgenden seien aufser den beiden Kreisen K^K^ andere Be~ 
stinuDungsstflcke des doppelt berührenden Kegelsclmittt s gegeben. 

1, Fift Knrrrnpntdf if isf i/inthfu.^) Der Funkt 7 mtiTs entweder 
innerhalb (»der aufsorhalb bi'iil'" Kreise liegen: im of-f'^ron Falle ist 
die gesuchte Kurve eine Ellipse, dereu Nebenaclise niit der Zentrale der 
Kreise zusanimenfällt. — Die Tangenten von (f au die beiden Kreissc 
Ä'jÄ, (resp. die kürzesten Seimen durch </ i li.ii>eii eine Summe / und 
Differenz A; jeder dieser Grölsen entspricht je ein doppelt berührender 
Kegeladmiti IMe Berflhrungspnnkte deteelben mit oder ergeben 
sieh ans l resp. so liegen s. B. die Berflhnuigspunkte von Jt| auf 

einem ra JT, konzentrischen Kreise mit dem Radins + P (resp. 
yf|+ X*), wenn q aufserhall) beider Kreise liegt, und mit dem liadius 
yr^ — l* (resp. V^r* — A*), \v.«nn q uinerhalb derselben lietrt. — Ist q 
auf der ('hordale C der lit^ideu Kreise gegeben, so vereinfacht sich 
die LosunjT. da <ler in q berührende Kreis den Mittelpunkt co hat und 
daher gegeben ist; seine Choidalen mit Kg nnd liegen in der Mitte 
swiadien den geeaehten BerflhmngeBdmen nnd der Geraden C. 

Ist q anf dem Ahnlidikeitriareiae von JTj gegeben, eo enthalten 
die Ttangentna der beiden dnrch q gebendm Kegehchnitte den inneren 
nnd Soäeren Ibnlicbkeiteponkt ron KiS^. — Die beiden dnrcli q 
gehenden Keg^leehnitte baben anfter q noch drei Punkte q^q^q^ gemein^ 
welche anf dem Kreise durch q mit dem Mittelpunkte a liegen; ne 
haben von der Ghordale C dieselben Abstände wie qJ) (Zwei dieser 
Punkte können anoli imaginär sein). Dies lifst sich auch anders ane- 

1) Steiner behandelt den allgememen FaU^ daft ein Kegebehaitti^nieht wird, 

welcher zwei gegebene Kegelschnitte Hoppolt l»erührt und durch fiiien fjrcrpHenen 
Punkt gebt {iie» Werkr TT, 4»0i; vergl. ancb Niemtschik (6D. und 71. Bd. der 
Siinmgiber. d. Akad. d. VViäii.). 

9) Sind die Punkte reell , so et|Hebt sieb foigende projektiTisehe Be* 

■timmunt' des Kegelschnittes: Die Wecbwls^ehiie 57, wird von Ä", und dem ge- 
suchten KegelschnitU' f\ in F'tinktepaaren einer Involution geschnitfini, von deren 
L>oppeIpunkten einer durch die Berührungssehne von und ausgescbuitten wird. 
Sucht man daher das Punktcpaar xx', welches eu qq^ und dem Kreise K^ gleichzeitig 
hammiiMili kotgngittt ist, se giebi die Nonsale snr Zeatrale durah x oder tf* eine 
gemchte Ben'ihrungssehne von A', ; man erbUt also zwei Kegelschnitte. (CfatOiUcii 
kann in derselben Weise benatzt werden nnd liefert dieaeiboi Bemliate.) 
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epreclieii : Je zwei Kegelschnitte, welche zwei g^ebene Kreise sy mmetiiBcli 
zur gleichen Aehso berfihren, schneiden sich in 4 Punkten, welche vom 
Halbiertmgspunkte m der Kreismittelpunkte gleiclio Eutfpmnng haben.^) 
Da man zu diesen Kegelschnitten auch ein gemein ;riTriPs fitiTieres oder 
äufseres) Tangentenpaar zahlen mufs, ist darin «Ifi {VüiuM nbwlfitete 
Satz enthulten: „a liegt auf der Symmutralu der durch euie gemein- 
same Kreistangente ausgeschnittenen Kurvensehne". 

V\ eun statt eines Kn i.ses Ä, ein Brennpunkt /" gegeben ist, tritt 
nur an Stelle der einen Kreistangente aus die Entfernung des Punktes 
q TOB f. Aach die Bestimmung der Jkoek mitgegebenen Punkte q^q^q^ 
bleibt dieselbe, weil die Oerade, welche die Tangenten yon f an den 
EreiB balbierl^ die Stelle der Ghordsle C Tratritt, und a die Strecke 
Oif balbiert. 

Diese 3 weiteren KnrTenpnnkte 9i8^9f lasaeii sieh such bestunmen, 
wenn statt der baiden Kreise nur die llfittelpiinkte OiO, und die za- 
gehörigen Berfibrungasehnen P|P| gegeben sind, wdl die Cbordale C 

mitten zwischen P| und P,j liegt. Zur Bestimmung des Kegelschnittes 
sucht man den in q berührenden Kreis; sein Mittelpunkt x teilt die 

Strecke o^o^ im gleichen Verhältnisse wie q die Entfernung der Be- 
rühmngssehnen Ä,arj.'*) Auch der Mittelpunkt m der Kurve lälst sich 
direkt bestimmen, da mo^ : w;r, mo^: wjTj ist; m mui's daher die 
Strecken o^^x^^ und o^x^ im gleichen Verhältnisse teilen')} mp ist dann 

1) Da «ich ftlr zwei Kegelscbnitte Cg C^t deren eine Aebse iu dieselbe Gerade 
G lUllt, immer rwoi Kreise bestimmen laseon, welche glpichzeitig und T, 
doppelt berühren, ist die Bestimmung der 4 Sehmttp unkte ssweier solcher Kegel- 
sehnitle Q und C, ermöglicht: Wie man «, den ICttelpankt des Kreises iS, auf 
welchem die 4 Solmittpiiiikte liegen, findet, «mie die Oerade 0, auf weleher die 
Halbierungspunkte der 4 Wechselsehnen dieser Schnittpunkte liegen, wurde gezeigt 
(IT Anffrabe ß). Alle Kepclrichnitt« durch die gesuchten 4 Punkte bestimmen auf G 
eine Involution, welche durch die beiden Sdmittpuaktepaare von C, und C, gegeben 
ist: Dm Panktepamr dieser InTolntion, welches m mm KiiUiierungspiuikte hat, liegt 
auf dem Kreise Jt durch die 4 gesuchten Punkte. — Das Fnnktepaar der Invo- 
lution, welchep dtirch C halbiert wird. lii'f,'f iiuf den m G normalon Scbiien F!^ S'^ 
der gesuchten l'unkte. — Die Doppelpunkte, der Involution und e, liegen auf 
den Wechselsehnen der gesuchten Fimkte; diese Wechselsebnen sind bestimmbar, 
da rie dnrdi die Schnittpmikte von C mit den Sreisen Aber «i« und gdien. 
(Vergl. Niemtsobik, 69. Bd. d. Sitsongsber. d. Akad. d^^Wies. 1869.) 

2) Oder mit Benutzung der Punkte q^q^q^: Auf einer Wechselsehne gg, ist 
durch und den Schnitt mit 1\ al» Doppelpunkt eine Involution bestimmt, 
weldierandi die Schnittpunkte von angehören; da dieee vom Fofspunkte der 
Konnale ans «i auf qq^ gleidi entfent sind, können sie bestimmt werden. 

3) Man zpirhnnt tlbcr Oj tt, und o,«, Ihnliche Dreiecke; auf der Vorhindnng«- 
linie der dritten Krkeu liu^t m. Oder 7.wei Parallele durch 0| und schneiden 
jP, und P, in Punkleu eines Duichmesscrs. 
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«in DorohmeMar der Enrre imd ichiieidei P, und in Pnnkteo 
md M dab Oi«, und a^a^ panllel aind und Bomud mr Biehting 
der Tugente in p. (Di«0 Aii%»be iifc eindeatig). 

Iii ein B«rfi]iraiigBbeu K, ein Knrrentpnnkt q und der Mtikttlpmikt 
m der Emre gegeben, so Vkü^ sich dies auf den bAtnehteten Fsll sorflck- 
fOhren, weil auch der zti K besflglich m sjmmetriselie Kreis ein Be- 
rflhrnngpkreis der gesachten Knrre sein mnls. 

3. Eine Kurt^entangente T kt geffebm. 

Man sucht den Berührungspunkt x; er hat die Eigenschaft, dafs 
auTser ihm auf T kein Punkt existiert, dessen Tangenten oder kürzeste 
Sehnen an die beiden Kreise dieselbe Summe oder Differenz besitzen. 
Nachdom dio Krelsinittelpunkte auf derselben Achse liegen sollen, mu£s 
T mit beiden Kreisen reelle oder iinajfinäre Punkte fjemein haben. 

a") jT schneidet keinen der beiden Kreise KyK^. Füllt man (Fig. 24) 
von 0, aul" J eine Normale nach Wj und trägt von >ii auf der Nor- 
male die Lange der Tangente an K^ nach beiden Seiten auf: 
» njt/j = ^j, so ist die Länge jeder Tangente von einem Punkte x der 
Geraden T an A'j gleich xd^ oder wegen ^ = xoi r\ — xn\ 

-f n^o] — rl = xnl + f\ ^ xd\. Ebenso bestmimt man ftlr den 
PniÜEt df, IKe Sanune oder die Diffineos l der Tangenten Ton den 
Punkten x der Geraden T an JE^ nnd ist daher gleidi xd^ ± xd^^ 
nm ist a; so auf 7 so bestimmen, daCi es keinen anderen Punkt aöf 
T giebty dessen Entfernungen von dg nnd d^ dieselbe Summe oder 
Differens beaitien; d. L es ist der Berabmugspunkt de^enigen Eegel- 
sdhnittes mit T zu finden, welcher und d^ oder d^ und d^ zu Brenn- 
punkten bat. Der gesuchte Berührungspunkt x liegt auf d^d^ resp. 
d^ d^. Die Zentrale der Kreise ist Hauptachse der Kurre. Die Schnitt- 
pTinkte «,«2 der Berührungssehnen mit T liegen auf den Kreispolaren 
von oder können aus der Beziehung xä^Ui ^90^ ^ xd^Of bestimmt 
werde«. ') 

h) T sehneidet die beiden Kreise K^ K^ Bestimmt man jene 
beiden Kreise XjXj, welehe die Schnittsehn) n von T mit K^K^ zu 
Durchmessern haben, so sind die Tangenten oder küraesten Sehnen eines 
beliebigen Punktes von T an K^ und Xj, resp. iT, und x, gleich. Alle 
Kegebchnitte^ webiie x, nnd x, doppelt berflhren, schneiden T in xwei 
Ponkten; wir suefaen jene, fttr welche dib beiden Sdinittpunkte au- 
ssaunenfatlen; da T eine Aze fttr diese Kegelsehnitte ist, kann dies 



1) Sei (Fig. 24) * äut Pol ven also xo^ .-ra,, ao ict A or, n,« <>» Aei«i|« 
und daher Hj«, • *^n^» ' <tk (| n, daher liegen itiXdi in ainett 
Halbkreiee. 
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nur euLtreien, wenn waS T ein Doppelpunkt der Kurve lieg^ d. Ii. der- 
Kegekehmtt in ein Gbndenpaar zerfallt, dessen Sohnittpookt auf T 
liegi Der innere nnd ftiiflnve Ähnlidikeitspnnkt Ton Xj nnd smd 
die gesuchtot BerOhnuigipunkte von T, 

Dieselben sind immer reell, audi wenn dan Geradcnpuar imaginär 
ist. — Die Zentrale der gegebenen Kreise ist Nebenachse der geeuohten 

Kurve. 

Hat einer der gegebenen Kreine den lludius Nidl, ist also ein 
Brennpunkt, ho ist die Lösung analog. Da hier die Zentrale einen 
Brennpunkt enthält, also Hauptachse sein mii($', erhält man nur Losungen, 
wenn T den gegebenen Kreis nicht schneidet. 

Pdr einen Kegelschnitt, welcher T zur Tangente hat und K^K^ 
doppelt berOhrt, lasaeu sich noek 3 andere Tangenten T^T^T^ be- 
stimmen: Bringt man T nnd die sur Zentrale symmetriaehe "langente 
mit' dem llmlichkeitakreise von K^K^ anm Schnitt, so sind die 
nidit aar Zentrale normalen VerbindnngBlinien der 4 Sdmiifcpnnkle 
aüch Tangenten desselben Kegelschnittes.^) Da es nnn bei gegebener 
Kurventangente awei K^K^ dopp^t berttfarende K^ielsehnitte giebt> 
läfst sich dies andi so aussprechen: Je zwei K< Igelschnitte, welche zwei 
Kreise (symmetrisch zur Zentrale) doppelt berühren, haben 4 gemein- 
same Tangenten, deren Sohniti^unkte auf dem Ähnlichkeitakreis Ton 
K^K^ liegen. 

1) Daratu eigiebt sidi eine projektivisdie LSbuh^ der Aufgabe: Alle Kegel- 
schnitte, welche 2 Gerade (7, in denselben Fdokten berühren, bilden eine Schar; 
die TangLiiten an dieselben von cinf m beliebigen Punkte x bilden eine Involution, 
von welcher ein Doppelstratii noch dem Schnittpunkte von gerichtet ist- 

Vnikili man ab x den Sohnitt sweier Taagentea «nf dnn Xhalfohkettekwl—, so 
ist durch diese nnd die Tangenten an die Involntion bestimmt, deren Doppel- 
strahlen die Zentrnle in 2 Punkten jr, t[ schneiden; die Polare von x, (oder x^) 
bezüglich K^ K'i''V't >lie gesuchte Berührungasehne dieses Kreises, (In gleicher 
Weise kann aucli K, benützt werden.) 

S) Dies giebt ein Mittel, die 4 getneiiisamen Tangenten nreier Kegelsehiutte 
Cj Cj, deren eine Achse auf derselben Geraden G liegt, n bestimmen: Alle Ecgel» 
sphnitti*. Avcl'-bt' 4 CJcrarlc lierührcn, Lüden eine PcViar; die zu G normalen Tan- 
genten schutiiiiea G in einer Involutioa, welche durch die Schnitte von C, und C, 
mit G bettimmt ist; durch die Doppelpunkte e, e, gehen die an <? nonnaien Dia- 
gonalseiten des Yieneits der gesackten Tangenten; diese sehneiden den JÜudieho 
keitskr fR JG (der beiden C, und doppelt berührenden Kreise), desuen Bestimmung 
früher (II, Aufg. 6) ge^eipt wurde, in 2 Paaren von Gepenecken de?» Viersoitfl« der 
4 Tanganten; das dritte Gegeneckenpaar liegt auf G und muls einerseits zu e^e,, 
andreraeitfl zum Exelse Kt bumoniaeli konjugiert sein, ist daher bestimmbar und 
kann auch zur Konstruktion der Tangenten verwendet werden , weil die vom 
Mittelpunkte des Kreises A', iiut die gesuchten Tangenten gerällten Notmalen 
diese in Punkten trelfen, welche auf der Symmetralc von li^en. 
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Sind statt der beiden Kieiee die Hittelpuikte 0|0^ und mgelidrigm 
BeiHhimigaeelhnen P,P, gegeben, so ist der BerOhrnngsponkt der 

Tangente unmittelbar gegeben; il«>nn die Normale von Oj wad T mub 
P, in einem Punikte cc^ des zu T koigngierten Durchmessers tr^en, 
und ebenso schneidet die Normale von o, auf T die Sehne Pj in einem 
Punkte cu desselhen Durchmessprs: rr, sclnu-idet daher T im gesuchten 
Berührungspunkte^ die Zentrale im Mittelpaukte dee gesuchten Kegel- 
schnittes. (Diist Anffrabp ist eindeutig.) 

Ist ein Berühruugskrcis Ä', der Kurvi'iunittt'lpiinkt m und eine 
Kurrentfingente gegeben*), so liifst sich die« auf die erörterte Aufpibe 
zuruckltihreu, da auch der iu A" bezüglich m ajmmetriache Kreis die 
gesuchte Kurve doppelt berühren muDs. 

S, Ei» tMtter doppdt heriikrmd» Kreis JT, i^t gegebe». 

Sein Mittelpimkt male auf der ZenMe o^o, liegen, da eonat der 
Karrenniittelpiiiikt gegeben und JT, nicht mehr wHUdfarlich wäre. 
Schneiden aidi die ÄJmliehkeitakreiae von KiK^K^ in 2 reellen Rankten, 
ao aind diea die Brennpunkte der geeaehten Kurre, nnd die gemeineame 
Zentrale G ist Nebmachse. Die Schnittpunkte Ton foif fo^, fa^ mit 
den Kreifäcn Ä' /ü A'j liegen auf der Scheiteltangente. — Im andern 
Falle ist G Hauptachse nnd die Brennpunkte trennen die 3 Ähnlieh- 
keitekreiso gleichzeitig harmonisch. 

Ist statt des dritten Kreises der Mittelpunkt und die zugehörige 
Berühnmifssehnp P, gegeben, so benutzt man C und a zur Bestiii luiiing 
des Kurvemuittelpunktes; zwei parallele Gerade durch und a 
schneiden Pj nnd (' in Punkten eiius Durchmessers u. s. w. 

Sind ein Kreiä und 2 Mittelpunkte OjO, mit zugehörigen Be- 
rührungssehnen Po P, gesehen, so bestimmt man einerseits wie früher 
den Kurvenmittelpuiikt, Hudrerseits P, , welche Gemde i j Pj in dem- 
selben Verhältnis trennt, wie die >St recke o^o^ u. s. w. 

4. Das VerflätMs der Adum ist (jegebm. 

Dann iat auch a:e reep. h:e gegeben; die Brennpunkte ergeben 

sich au» dem Ahnlichkeitskreis mit Hilfe der Gleichungen '>i/ = »"i • - 

IV. 

Die frillureii AuiLralnn lassen nicli auch lösen, weun die beiden 
gegebenen Kreise zusammenfallen, d.h. ein Km:^ K und aeinß lie- 
rühningsselitie P mit der zu suchenden Kurve gegeben bind: 

I Niemtscbik I^st diese ipemelle Aaf^^abe durch rilumliche Betnohtniig 
im 6^. Bd. d. Wien. Sitsongsber. d. Akad. d. Wiss. IL Abt. Hör. 187 
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1*. Em Kwvaipmikt q ist gegeben. 

Der SU q gehSrige BertOurungskreia K' IMA sich eindeatig he- 
Btanunen, da seine Chordale mit K von P und q gleiche Entfemimg 
hat. Siiid die Schnittpunkte pp' von P nnd K reeH, so läfot sich 
der Kreismittelpunkt o' finden, da der HalbieiTm<:^spiiukt von oo' aui 
der Symmetrale von pq liegt. — Auch kann man direkt die Tangente 
T (h ä Punktes q finden, da ihr Schnittipankt mit P auf der Kreia- 
polare von q liegt. 

Legt man durch q eine beliebige Gerade X, so läfst sich der 
zweite Kurreiiptinkt x auf X bestimmen, weil <l!" Entfornunf^on all» 
Kurvenputikte von F zu ihren Tangenten oder kürzesten lehnen an K 

ein konstautt'^s Verhältnis besitzen: 

Ist q (Fig. 25) innerlialb K, und schneidet X die Sehne P in 

den Kreis Ä" in 1 und 2, so mnfs Yql • q2 :qa = Yxl • x2 : xa sein; 
zeichnet man über 12 als Durchmesser einen Kreis, ao müssen die 

Endpunkte der zu 12 normalen Sehnen in q and x aof einer Geraden 

durch u liegen.') Daraus folfft, dafs zu k bezflglicb qr und bezüglich 
12 derselbe Punkt ß hamionisch konjugiert ist; ß liegt auf der Kreis- 
polare von cf; um also x zu finden, bestimmt num zu 7 den harmo- 
nisch konjugierten Punkt })ezüglich a und der Kreispolure von «. 

Wenn q aufserhalb A liegt und X den Kreis K schneidet, kann 
man (f und X als Mittelpunkte von Kreisen auffiissen, weleho K nor- 
mal schneiden, und deren lladien (das sind die Tangenten von q und 
X K) sich verhalten wie qft'.xn, d.h. cc ist ein Alinlichkeitspimkt 
dieser Kreise; der zweite Ahiiiichkeitspunkl /i niuXs daher (vergl. Fig. 13) 
ZU a bezüglich K harmonisch konjugiert sein, d. h. ß liegt auf der 
Ereiapolare Ton a, und die Euirei^niikte qx wetden dnrcili k and ß 
httmoniacb getrennt. 

Wenn q anlkerlialb K liegt und X den Kreis K nicht schneidet, 
katm man q und » als Mittelpiin1[te von Selsen anffiMnen, welche 
(Fig. 26) dvrelk 2 Punkte d und d' gehen, und deren Badien (das sind 
die Tangenten von q und x bji K) sich verhalten wie qa : xa, d. h. « 
ist ein Ähn liAk eitspuntt dieser EreiBe; der zweite Ähnlicdikeitspiinkt 
ß wird aus «dß^90^ erhalten; daker liegt ß auf der Kreispolare 
Ton a.*) 

Han erhSlt in allen Fullen das gleiche Besoltat: ;e ist su 9 har- 
monisch besft^ch des auf P liegenden Posktes «c von X nnd der 

1) Niemtsch ik leitet dieielbe Konstruktion durch iftomliehe Betrachtung ab. 
8) VergL Fig. 2i. 
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Polare von rr.') Halt man X fest, so sind die Schnittpuitkfce aller 
Kegelschnitte, welche K in deoaelbea Punkt n bfnlhraii, hannoniaeh 
konjugiert zu u and ß\ rdckt q nach ß, so fällt nneb r nach ß, worauf 
wieder folgt, dafs d»»r Kegelschnitt dieses Büschels, welcher X berührt, 
•^♦^int n Rrribnnv^^pimkt »n der Kr'uspolare von er bat.*^) Diese Be- 
trurlituiiuru sHjii *^-A\\7. iiMabhängig daTou, ob P den Kreis iC in reellen 
oder irnagiiiareu l^mkteii scbiieidet. 

Wühlt mau X durch den Pol 7t von P (Fig. 27 }, su iullt ß mit 
X zusammen; dann schneiden sich die Polaren von ^ und j auf P und 
zwar im Pole y Ton q^x, oder die Kegelschnittatangenteu in q und x 
aehnaidaa aieli aitf in^ qxa* «ad kamoniBeli; d. k „fOr jedan 
Puxiki y Ton P treffen die Tangenten an einen Kegelsclniitt dee 
BMbela die Polare Ton y in Ponkten, weldhe durch n nod P har- 
moniach getrennt wetden'', und „ffir jede Geiade dareh x iat der Pol 
beafl^di aller Kegeilachnitte dea Bflachela ideatiaek mit dem Pol be- 
sttglieh dea Ereiaea K**, 

Eine Kurventange»^ T id gegeben. 

Sind die Tangenten v<m M wa, K reell, so schneiden sie T in 
Punkten eines Ähnlichkeitskreises K»; der gegebene Kreiamittelpiuikt o 
und der zu T gehnrigo sind zn K, harmonisch konjugiert n. s. w. 

In jedem F-ille ist es aber »'infacbor, zuerst den Berilhrungspunkt t 
von T als harmoniscli Von [iiL:M"rt zu P bezflglicb A' zu bestimmen'), 
woraus sich dann die ßreunpuukte konstruieren lassen. 

1) I'iegt q inshpsnndfrt^ auf dor Tcrliiiidnnffslinie von o mit <lt'm Pole « der 
(ieraden I\ iHt aUo ein S( lieitcl der ^e8iK')iteii Karre, BO wt der xweite Schoitel 
hanuoilioch kuujugiert zu q besüglich J' und n. 

9) Dab der Beridmugipuiiki ß auf der Pülaie von « U«gl, kana man «uoh 

direkt au« obigen Betrachtungen ableiten: Nach Fig. S6 erhält man die Schniti- 
pnnlct«^ eineH beliebigen KegelsohTii^tcs deti Hüsibels mit X, wenn man durch a 
eine Gerade zieht, sie mit dem Kren»« über 12 zum Schnitt bringt und dufch 
diese Behaittpaiikto die Nonttln auf X fiUli Soll X Taagettte einer Knm 
wotdcD, also die beidea ScknittiNiiikle von X mit dar Kwe luauuoMiifldleii, so 
mura dieser BerOhrangspaakt auf d«r BerdkmagM^uie dar Taagcntsia aus « an 
den Kreis flber 12 liegen 

Nach Fig. ^6 liegen die Schnittponkte eines beliebigen K^eUcbnittea des 
BOediels mit X aof beisea, wekhe Our« Mittelptuikte auf ard haben nnd ud laat- 
iiioiiisch trennen; eoU X Tangente eiaer Kurve »ein, m mufs der erwähnte Kxtaa 
X berühren; dab*'- l-ei't der Beri!hnTnf«!pimkt auf der Normale diinh (/ zti ctd. 

Nebenbei ist dien der bekannte äatz: Alle Kegelschnitte, welche zwei Gerade 
in denselben Punkten berfihrai, schneiden jede Garade X in einer Involation; 
ein Dopi»dliNuikt liegt aaf der gemeinaamea Berflkmagnekne; im aadenn wird 
X von einem Kegelschnitte des Büschels beiAbTt. 

3) Schneidet 7' dif Tunj^enten von p nnd p' in den Punkten er nnd «', so liegt ( 
auch auf der Verbiaauagälinie von n mit dem Schnittpunkt von ap' und u'p. 
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Auch kann man weitere Tangwiteu der Enrre finden: 

Man aucht nmsfc (Fig. 28) auf einer beliebige Geraden X durch t 
den sweiten Korrenpunki als harmonisch konju^it^rt bezflglidi u und 
seiner Polare A. Sowie die Tangente in t doreh den Pol jf von %i 
geht, enthält die Tangente in den Pol von xt^\ nun sind :tt 
und nnH daher*) aiK'b 'leren Polo // und //' barmoniseh konjugiert 
zu u und A. Die beiden Kurveutangenten yt und y^t^ müssen sich 
demnai-h in einem Punkte r der Geraden A sclmeidm, woh-lso die 
zu a bezüglich der Punktepaare yy^ und tt^ harmonisch konjugierteu 
Punkte enthält, d. h. die durch einen beliebigen Punkt x gehenden 
Tangeuten eines doppelt berühiendeu Kegelschnittes (\ werdeu durch 
die YerbindiuigsUme x» and den Schnitt a der Polare X von x be- 
zflglich t\ mit P bannoniseh getranni Da nun a der Eireiapol von xn, 
also nnftbhSngig von C, ist, erhält man die beiden S&tm: 

Die Polaren eines b^ebigm Pnnktea (d. L die BertÜmingaaehnen 
der Tangenten ans s) bezflgUcb aller dm Ereia K in denaelben 
2 Funkten berflhrenden Eegelacbniüe achneidein aieh in einem Punkte tt 
der gemeinsamen BertÜirangBaeluie; a liegt auch anf der Kreispolare 
von X. — Die Tangentenpaare aus x an alle den Kreis K in denselben 
2 Punkten beriüurenden Kegelschnitte werden durch die Geraden xn 
und xa harmonisch getrennt; dabei ist tc der Pol von pp' und a der 
Pol von X7( bezüglich K: xa i^i daher die Tangente des doicb x 
gehenden Kegelschnittes der Schar. 

Wenn x auTserhalb K liegt, werden auch die Tangenten an K 
durch X7t und rcc harmonisch getrennt; wenn x innerhalb K liegt, 
schneidet jedes i angentcnpaar eines Kegelschnittes den Kreis Ä' iu den 
Eckpunkten eines Viereckes, dessen Gegenseiten sich entweder in k 
oder «nf xtt aebneiden. Dieae Beachtungen gelten unabluingig davon, 
ob p und p' reell oder imaginSr atnd. 

Es iat demnach möglich, durch jeden Punkt x der gegebenen 
Tangente T die sweite EarrentangeDte za konatroieren; iat x in»- 
beaondere der Schnittpunkt tou T mit P, so mnTa T| und T harmo- 
nisch konjugiert sein zu P und %. 

3". Ein dopj>eU herührmder Kreis K' isi gegeben. 

Nachdem dann zwei Kreise K und A" und die BerOhrongaaehne 
P von K g^ebeu sind, ist dies ein schon behandelter fall. 

4*. Da^ Verhält» is der Arfifrn iai gegeben. 

Dann kennt man auch a ; e und 6 : e. Liegt o auf der Nebenachse 

1) Wenn man zu jedem der 4 barmoniacbeu Strahlen -xt, jrf, , »a, A bezüg- 
lich de»< FTrei^es A' den harmonisch konjugierten Strahl konatnuert, erhUt man 
wieder eine harmoolsche Grruppe: «y, «y^, na. 
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der gMuchten Kurr«, so cnihilt der Kreiß fllwr die Brennpimkle^ 

und diese habmi von o die £ntferaung of = r • ^; daraus kuiineu sie 

eindeutig bestimmt werden — Lie^rt o auf der Hauptachse der gesuchten 
Kuxre, so ist die Länge der Tangenten oder halben kürzesten 8ehne 

von 0 in den BrennkreiB bertimmW; 1 « Vof'ofi r • |; der Bromi- 

kreia lehneidei dah» den sn K konzentriBchen Ereia Kz Biit dem 
Badiiu X Bonnel oder neeh einem Dmrehmeeier, and dft er anek den 
Knie St fiber oif nonnal eehneidet» ist er eindeatig bestimmt^) 

Auch können die Schnittpunkte der gesuchten Knnre mit einer 
beliebigen Geraden X direkt mit Hilfe des SetMe konstruiert werden, 
de£i fttr alle Kurrcnpunkte das VeriiUbiiB von / (d<>r Lange fihrer 
Tangenten oder halben kürzesten Sehnen an K) zu ihrer Entfemmig 
von der Berührungssehne /* konstant ist, und zwar r : a oder r : je 
nachdem der Mittelpunkt von A' auf der Hauj)t- oder Neljenaehse liegt. 
Suclit man auf einer Geraden X die Kurvenpunkte, so ist das Ver- 
hältoiä von l zu ihrer Entfernung von a, dem Schnittpunkte der Ge- 
raden X und ]', gi'gelien; es sei f. 

Wenn die gesuchten Kurvenpunkte muerliitlb K liegen, muls X 
den Kreis K schneiden; dann errichtet man (Fig. 25) über den Schnitt- 
punkten 1, 2 einen Kreia St nnd legi dnrek « eine Gkxade ao dafe 
ig $ uA. G aehneidet den Erda St in iirei Ponkten, welche anf 
X projiaiert die geanehten EnrT«iipnnkte (x und q) geb«L 

Wenn die geauditen Enrrenpunkte «ofaerlialb K liegen, ao kemi 
man aie ala Mittelponkte von Kreiatti anffiuaen, welche K nonnal 
schneiden und a sowie den auf der Polare von « gelegenen Punkt ß 
ZU Ähnlichkeitspunkt^n haben. Alle Kreise mit Mittelpunkten anf X, 
welche K nwrmal aehneiden, haben (Fig. 2t)) die Normale /) von o anf 
X ZOT gemeinsamen Chordale, also auch die gesuchten Kreise und 
deren Ahnlichkeitskreis A", über aß. Legt man durch « eine Gerade 
G, so dals sin t ist. so mul's (r von den gesuchten Kreisen hv- 
rührt werdt'M; l»ringt man dt-mnucli (r /um Schnitt mit /) in d, so ninü 
die Längen der Tangenten von d an die gesueliten Kreise und den ge- 
gebenen K, gleich, so dalH nmn die Berührungspunkte derselben mit 
G und durauü ihre Mittelpunkte uuf X Üudeu kann, welche die ge- 
anehten Konrenpunkie {q und jc) darstellen. 



1) Im ersteren Falle liegt der Mitt«l])uukt des Iireuiikrei»e» ttul' der Chordale 
der beiden Kreiee JT^ und ft; im «weiten FaUe vertaindet man die Endpunkte des 
zu ox normalen T)urcbnici«8er8 von mit o und «r; die HalbiemngHtnihleB dieeer 
Verlnadiiiigslinien enthalten die Btennpunkte. 
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Diese Eoiutniktion wfc nnabhingig daTon, ob X den &eii K eehneidet 
oder mdbt; nie iet »ber mimt^di*, ireom 1 ist; darum eei noch 
eine Eoiufaniklioii angegeben , weldie in jedem Falle durebfthrbar iet: 
Wenn X den Ereie K nicht sclmeidet (Tig. 26)^ liegen die gesucliien 
Enryenpunkie auf dorn Kreise^ desBen I'unkto von d und a £iitfenum- 
gen besitzen, die in dem gegebenen YerhäUaiisne f sieben. — Wenn 
X den Kreis K schiieicl(!t, kann man ebenso den Satz henuty.on, dafs 
der Ort allor Punkt*», der(^n Tangenten an einen Kreis K zu ihren 
Entfernungen von einem Pnnktt' « in einem constanten Verhältni!?sc £ 
stehen, ein Kreis ist Will mau davon keinen Gebrauch machen, so 
konstruiert man über den Schnittpunkten 1,2 von X mit K einen 

■ Kreis K^^ und errichtet im Schnittpunkte a von X mit F eine Nor- 
male Ä auf X; die gesuchten Kurvenpunkte auf X sind dann die 
Scheitel eines Eegelechmttes C, welcher dem Exeie JT^ so doppelt be- 
rOhrt, dab Ji die gemeinBaaie BerflhmngBBclme ist; snTBerdeni leffttr 
diesen Eegelsehnitt C noch das VerhSltnis d«r Adisen g^eben, da s das 
YerhSltnis einer Halbadise mr ISxaenfcrizitftt dieses Eegelsehnittes C ist 

• Daher kuin man, wie oben, den Hittelpimkt von C und danns die 
Scheitel finden. 

Qeht die Gerado X durch einen Berührungspunkt p der gesuchten 
Enrre mit K, so läfst sich der «weite auf X liegende Enrranponkt x 

aus dem bekannten Verhältnisse y.i )> • xq : =» « finden, wo ({ der 
Bweite Schnittpunkt von X mit K ist. Denn es ist xqixp^ 
dieser QleiGbung entsprochen zwei Punkte x^x^^ welche pq hannoiiisek 

trennen. Der innerhalb pq liegende Punkt Tj wird analog wie in 
Fig. 20 gefunden: Eine Oerade G durch welche mit X den Winkel 
qci ^tg f ) cinschlieist, schneidet den Kreis üIxt pq in einnin l'iinktp, 
welcher, auf X projiziert, den gesuchten Puukt u'i liefert; / i rii^iebt 
sich aus dem harmonischen Verhältuisse. Da alle Kurvenpunkte ent- 
weder innerhalb oder aufserhalb vou K li^en, wird j^er Aufgabe nur 
einer dieser Punkte x^^ oder genügen. 

V. 

Auch eine Reihe anderer K^lschnittskonstrnktionen lassen sidi 

auf Grund der entwickelten Beziehungen durchführen: 

1. Qegtiben sind ein dojypelt herührmder Kra» K mü Bmäanmgs- 
punkt p, sowie zwei Kurvenpunkte a^a^. 

Der auf der Oeraden 'i^<k, h'egcnde Punkt y der Rerfihnmg^^sehne 
P ist (zweideutig) bestimmbar, weil ti^y uud sich wie die Tangen- 
ten oder kürzesten Sehnen von uud au K verhalten. Die beiden 
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LdsunifcTi für if sind zu "i"» und A' harmotiisch konjuiriert. Die Yer- 
biudungsimie von ;* und »/ trit l»! die wsuchte B«*n'iliri i ii'^vsohne P n - w- 
Die p:ef?ebenen l'unkte mütweu entweder beide umerhaib oder beide 
aaüierhalb von K liegen. 

2. Gegeben sind ein doppelt herühender Kreis K mit BerühmngspiAnkt 
p und eme Kwrventamgmte T mU Benthruttgspunkt t 

Auf der Oeraden pt werden durch K und den m t gehörigen Be- 
rthrnngikrelB K' gleidie Sethnen aiMgwr.hnitten; dadoreh ist eJn Ptanki 
Ton (eindeutig) bestimmt und K' gegeben, da aein ICttelponkt 
aaf der Noimale m i wn T Hegt 

Oder: INe Polare toh i beaOglieh K eehneidet T in einem Punkte 
der gesuchten BerfÜmmgaaelme P, welche auch durch P geht. 

Oder: Konstruiert man die zu T bezflglich K harmonisch konju- 
gierte Gerade durch so schneidet dieae die Knistangente des Punktee 
p in einem Punkte tc der Kurrenachse, welche durch o geht 

3. Grgrhm sind n'n doj^rlt berührender Kreis mit emem BeräknmgB' 
punkte p und zuvi Knrrt^rfnniicnlen T^ und T,. 

KoTts-tniiert mau duR-h dt-u Schnittpunkt r von T^T^ jene beiden 
Geraden XX', welche zu JiJ, imd zu K harmonisch konjugiert sind, 
so schneidet die eine (X) die Kreispoiare von t in einem Puukte von 
I\ die andere {X' ) schneidet die Tangente vuu p in z (dem Pole von 
P). Da X und X' ihre Rollen vertauschen können, ist die Aufgabe 
sweidentig. J, und mfiaeen K oitwed^ beid« in reellen oder beide 
in imaginären Punkten eehneidem. 

4. Qtgebm sind em dopptU harShmder Stm K mit ekum St- 
f&mm^pmdde p, em Kimaiputiki a und eme Kurventangenie T. 

Je nach der Lege von a und T gegenüber K mub man mehrere 
FBDe untenwheiden. 

a) Der Eurrenpnnkt a liegt innerhalb JT; dann miils der Berüh- 
rungspunkt t von T auch innerhalb K liegen^ aleo T den gegebenen 
Kreis K in 1,2 schneiden. — Zur Bestinunung von / fuhrt ilie KiL'-m' 
lehaft aller Kurrenpunktc, daTs die durch eie gehenden kürzesten Seh- 
nen von K zu ihren Entfernungen von P ein konstantes Verhältnis 
besitzen; also niufs (Fig. 29) : a =- : r < : ^ sein, und dah«?r ist 
cS'j : ap ^ s : xp und : ^ s r rr/; die erste Uieiciiung liidert Trägt 
man s in .r (deni Schnittpunkte von pa mit T) normal zu T aui" und 
zieht vom Endpunkte eine Tangente an den Kreis über 1,2, so erliält m.'ui 
/üiolge der zweiten Uleichung t und g (^zweideutig i ; dadun li ist L* be- 
stimmt Die Aufgabe ist uumoglich, wenn T zwischen a und jp liegt. 

b) Der fiorrenpunkt a liegt aoleerhalb und 7 ecfaneidet den 
Eleu: Jebet feetm an die Stelle der kttraesten Kreisaehnen durch die 

Anklr 4« VMtonMik md Ihytilb ULMIn. IL S 
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Kurvenpunkte die Kreistangeuteii, und es mulk (Fig. 30) i| : f? ^ : r 
— Z : I sein, und daher ist :ap — l: jji \md h 'tp ^ l : xtf. Die erste 
Gleichung liefert l; um nun mit Hilfe der zweiten Gleu^liung / und y 
zu finden, errichtet man in x (dem Sclmittpuukt^i von pa mit T) auf 
T eine Nonnale und sucht in dieser einen Punkt a-,, so dafs die 
Tangente von a^i an den Kreis über 12 gleich / ist; diese Tangente 
schneidet T im gesnchten Berflhningspunkte i, wdl dann die zwdte 
Gleichung erfüllt isi Kan erhSlt entsprechend den beiden Tangenten 
ans «I swei Ldsongen fttr t-^ gleichseitig ergiebt sich y und danns P. 
Die Angabe ist nnm%Ueh, wenn q (der zweite Sehnittpnnkt von op 
mit K) und x das Ponktepsar ap trennen. 

c) Der Koirenpnnkt a liegt anlserhalb K, nnd T scheidet den 
Kreis A' iiiclit : 

Wieder geht man (Fig. 31) Ton der Beziehung 7j : « 7, : r = ? : | 
aus und erhiilt die Öleichimgen l^: ap = l: xp und l^:ty = l: xy. Die 
erste Gleichung liefert /; da für alle Punkte von T die Längen der 
Tangenten gleich den Kntfemaugen von einem Punkte d (oder d') sind 

nndy wie frflher geaseigt wurde, tdy = 90» sein muA, kann die zweite 
Oleichnng «och in der Form geschrieben werden idity'^li xp, d. h. 
der dordl d gehende Kreis mit dem Mittdpunkte t und der Kreis Kg 
mit dem Centnun x und dem Radius l mQssen y zum Ähnlichkcits- 
pnnkte haben. Daher liegt ij auf einer Tangente aus d aa und ist 
dadurch (zweideutig) bestimmt; P ist die Verbindungslinie von p und y. 
Die Aufgabe ist nur möglich, wenn q (der zweite Schnittpunkt TOn Öp 
mit A) und x das Ponktepaar ap trennen. 

5. Gegeben sind em Berührungskreis K und drei Kw'vengmkte 

fhf «4> «8- 

Der auf der Geraden a^a^ liecjendo Punkt y der lierflhrimgssehne 
y* ist bestiaiuiUar, weil a^y und a^y sich wie die Tangenten oder kür- 
zesten Sehnen von und o, an A' verhalten. In derselben Weise be- 
stimmt man deai auf oder ä~a^ liegenden Punkt g der BerOhmngs- 
sehne P. Nachdem man ftlr p und g je zwei Lösungen erhält^ ist P 
Tierdeutig bestimmt.^) Die 8 gegeb^ien Punkte müssen entweder alle 
innerhalb oder alle anfserhalb K liegen. 

6, QtffAm wnd em Seruknuigshras K, Juw* Kunei^pmkie a^<% und 

Zuerst bestimmt man wie früher den auf aji^ liegenden Punkt 0 
der BerOhrungssehne P; bringt man dann a,a^ mit 2* in a; raun Schnitt^ 

1; Di^e iMmug bat Fiedler in der IViiher ziticrt4?n Abhandlung; durch 
rftaaüidM» Betraditung abgeleitet 
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so wird wie in 4. der Berülirungspuukt von T, sowie der Schnittpnnkt 
y der Tangente T mit der Berührungssehne P bestimmt. Da man Jür 
y and z je zwei Ldsnugen erhalt, ist die Aufgabe yierdeutig (vergL 
Fig. 32 imd 33). 

7. QtgAm skid em BenSrnrngdsra» K, eine AnvaaftM^efife T mU 
Smäiirut^fsgpmiH i mtd ein Kmvaipmilä Oj. 

Der Sehnit^niikt y der Tang^te T mit der Berflliningsseluie P 
liegt md der Kreispolare von t Auf der Geraden 4i|( wird der 
Sehmt^niikt mit P wie in 1. beetiniint; dadurdi ist P (sweideatig) 
gegeben. 

Man kann auch auf beliebigen Gferaden X durch Oj den zweiten 
Schnittpunkt und den Schnit^onkt M mit P finden: Liegt inner- 
halb K (Fig. 32), 80 folgen ans s' : t = s, : «, = s : ^ die beiden Glei- 
chungen $' : ff( ^ Ä : Ttf nnd : a^z — s : rz\ die erste Gleichung liefert 
S\ nach der zweiten Gleicliuug bestimmt mau den Schnittpunkt ~ von 
X mit P Iiis jent n Punkt, welcher «, r im VerhiUtuisse s, :s t«'ili i/.w^ei- 
deutig), und daraus o,. — Liegt a^ aiiiserhalli K (Fig. 33), so t'ulgen 
ans r : T = : ff, ^ / : I die beiden Oh iehungen l : ty = l : xy und 
lg z — l : dZ. Die erste Gleichung liefert l; uach der zweiten be- 
stimmt man den Schni^punkt g von X mit P als jenen Punkt, welcher 
«1« im YerhSltoiase : { teilt (sweideatig), and darauH o,. (Entweder 
soeht man merat den anf der Errispolare von § gelegenen Ihukt fi 
nnd bestimmt so dab ^Oteß «ine hamomsehe Gruppe bilden, oder 
man benntst die Eigraseliafl^ dals Oi nnd liittelpnnkte Ton Eveisen 
amdy welßhe K normal admeiden und daher D, den auf X normalen 
Ereisdorchmesser von K, zur Chordale besitzen, und fCLr wdche f ein 
Ahnlichkeitspnnkt ist. Bringt man daher die Tangente % aus z an 
den Kreis mit dem Mittelpimkte a, zum Schnitt mit D und errichtet 
im Schnittpunkte d die Normale auf % so trifft diese die Gerade X 
im Halbierungfpuntte o von a^n^.) 

Insbesondere kann X panilKl zu T gewählt werden (Kig. H4), 
Dann ist m gegeben durch die Gleichung : — : aj<er= tg 9>j mit 
Hilfe von z bestimmt man wie früher a^,. 

Oder X kann durch den Punkt y gehen (Fig. ^iü); dann bestimmt 
man zuerst den auf X liegenden Punkt ^ der Polare Py von y; «j 
und der zu suchende Punkt <^ sind harmonisch konjugiert zu yß. 

Um die Tangente m fl| an bestiwwenj sncht man xnerst den 
Sehsittponkt g von a^i mit P; die Tangoiten von nnd i admeidm 
sieh aof der Kreispolare P, von ir (Fig. 36). 

8, OegAm smd ein Barühmngskms eine KiurveHkmgeiUe T, mU 
Bervh n ui^piuikt ig und eine Kunfentan^enie Tg, 

Ä* 
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Der Sdmitlpiiiikfc der Tangente mit P liegt anf der Krds- 
polare tcd ii\ dar Borlllmiiigspiuikt yoo. eowie der Sehnlttpimkt 
Ton 7} mit P werden irie in 4. beetimnii 
Oder iDMi rocht dnrdh den Sohnit^nnkt x von Tj^T^ jene Geraden, 

welche zu 2\ T", und K hannoniedi konqngiert sind, und bringt eine 
derselben mit den Kreiepolarai von x zum Schnitt; der Schnittpunkt 
gehurt der Berührungsseime P an (vergl. Aufgabe 2 a). 

9. Gegeben sind ein Berithmtigskreis K, ein Kurvenpunkt a und 
gwei Kurventangmten T,, 71. 

Man sucht jene (JeradoTi (]urch den Schnittpunkt x der Tangenten, 
welche /u diesen und A' hurinonisch kuujugiert sind (Aufgal)t' 2a) und 
bringt eine derselben mit der Kreispolare von x zum bclimtt; der 
Schnittpunkt y liegt aul' der Berühnmgssehne P. Nun sucht mau auf 
ya den zweiten Kurvenpunkt und wie in 4, den Berühnmgspuukt einer 
der gegebeneu Tangenten und ihren Schnittpunkt s mit P. Nachdem 
fOr y und g je swei IiSeiingen Torhaoden sind, ist die Aufgabe vier- 
dentig. 

10. (hg^bm smd em Btrwhnmgäarm K md äm KuneiUaiigenien 
^1» 

Man ancht fitr den Sehnitfepnnkt x Ton T^T^ diejenigen Oeraden 

XX, welche zu Tj^i und K harmoniaeh konjugiert sind, ehenao fflr 
den Schnittpunkt y von T, die entsprechenden Geraden YY*\ der 
Schnitt einer Geraden X mit einer Geraden Y ist der Pol jc von P 
und also vierdeutig bestimmt^ oder: Eine Gerade X zum Schnitt ge- 
lirrtelit mit der Kreispolare von .r j^iebt einen Punkt der Berilhrnngs- 
sekne P, und ebenso eine Gerade Jf zum Schnitt gebracht mit der 
Kreispolare von «/. 

Auf diese AutVabe lälBt sich auch die folgende zurückführen: Ge- 
geben sind ein Herühningskreis A', die Kuneuachse und 2 Tangenten, 
weil daxm auch die zur Achse sj'uimctri scheu Tangenten gegeben sind: 
Durch den Sdmittpunkt x von J^J, geht ein Ähnlichkeitskreis K,, 
welcher anch die Schnittpnnkte der Halbiemngaatrahlen tod TjT, mit 
der Achse mthilt; dann kann mau einen aweiten Berflhrung.skreia K 
bealämmen, deaaen lÜttriponkt o' harmoniaeh an o heaüglioh vA, 
und welcher sich mit K auf admeidet n. a w. 

Oder heatimmt man^ wie froher, den auf der Polare Ton x liegen- 
den Punkt « der BorOhrongaaehue P, so iat dieae g^ben, da aie anf 
der Axe normal steht. 

Die schon früher erwähnte Aufgabe, bei welcher K, der Kurven- 
raittelpunkt m und eine Tangente gegeben sind, lafist sich auch auf 
diesen Fall zuräckfühien: mo ist die Kurreuachse, und die zu J^^ 
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pmUele Korre&tuigenfce UUkt sidi mittdst m bestimmen. Da 7^ 
mid pamllel noA, alio x imendlieh fem ii^ liegt ce auf dem m 
normaleii Ereudoxelimeaaer D, und swar ist « einer jenor Ponkte, 
welche K und T^T^ ^eidueiiig lunnoniecli trennen. Die BerfÜminge- 
selme 7' geht doich a imd ist za mo nonnal; die Berflhrangq^oiikte 
Ton liegen auf mo.*) 

AoliMr den im Torheigeliettden b^rochenen Kegdechnitten, wdeke 
Bwei feste Kreise symmetrisch zu derselben Adue berührt u, giebt es ancfa 
noch andere Gmppeu von Kegelschiiittm, welehe die Kreise symme* 
trisch zu verschiedenen Achsen berühren.') 

Die Beziehungen, welche zwischen einem Kegelschnitte und zwei 
doppelt bcnihrcnden Kreinen. deren Mittr-lpuiikte in verschiedenen Achsen 
liegen, hesteheu, lassen sich aus den vurstehenden Betrachtungen leicht 
ableiten. 

Einen geiiehenen Ketrelschnitl mit dem Mittelpunkte m iiml de» 
Axen a, h mögen zwei Kreise K^K^ doppelt l)eriiliren. und zwar liege 
der Mittelpunkt von A', auf der Nebenachse, o, aul" der Hauptachse. 
^1 lg. 37.) Die Berübrungssehnen P,Pj schneiden die Achsen in den 
Punkten und »^^ dann ist «nx, : XjOi = : a* und o,.t, -.^t^m^Vz a\ 
d. h. P| nnd schneiden sich in einem Punkte y der Zentrale i\o^, 
so daft c^y i e^y — a* 1 6* ist. 

Bezeichnet man die Teile <»,|f und o^y, in welche y den Zentral- 
abstand il — 0^0y teilt, mit y^ nnd y^, m folgt y^id^ a*n^ ond 
y, :e|ä=ft*w*. (Dabei kann y aoch aufserhalb o,o, liegen.) 

Zwischen den Brenjipiiukten nnd BerOhrnngskreiBen bestehen, wie 
bewiesen wurde, die Beziehungen: 

r* : f/j/ - ^ o* : e* nnd v\-o^f • o^f -= ft* : 

Nun ist Oyp « öji»* + und o^f ' o^f — ± {o~m^ — e% also 

üj* ± o^f- o^f — Oji»* + o^m* — «P oder 

± l!! . oder ± - rf« oder 1 ± d; 

«• *i yi y. yi Ä * 

d. h. y i-t I I NI wiliiviirlu'lier l'imkt der Zentrale o,Oj, sondern gehört 
dem Pmikt^'paaie yj au, welches die gegebenen Kreise gleichzeitig har- 

1) Dieee LAtviig hat Niemiichik durch iftnndiehe Betraehtnn^ abgeleitet 
t) Dies crOrtert Steiner auafBhrlich in | 8 seiner Abbdlg. „Neue Beitim* 
miugsarten der Konen 9. Ordanag etc.^ (Ges. Werke H, 4XA o. C). 
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monmch trennt ') Es giebt also auf der ZmtnJo (I*>r beiden Kreise 
üfj nur s^oi Punkte y und von denen jeder die £i^(Mischa{t httt^ 
dab aswei durch ihn gehende, zu einander normale Geraden Berührox^^ 

sehnen eines K^K^ doppelt herilhrenden K^elschnittes sind. Diesen 
Punkten nntsprprhpiid vmtersclieidet man zwei Gruppen doppelt he- 
rülircnder Kegelschnitte und ullt- KegelsK^hnitte der (Jruj)pe 

haben mit Ä", und A'j Beniii niii^ssehnen, die sich im Punkte y 
schneiden, jene der Gruppe C^z Berührungssehnen, die sich in z schnei- 
den.*) Solleu Kegelschnitte dieser Gruppen existieren, dürfen sich Ä", 
und ifj nicht schneiden, weil sonst die ruukto y und z nicht reell 
sind. Die Eigenschaften der Kegelschnitte beider Gruppen sind analog, 
weshalb ee genügt, jene der Gruppe zu besprechen, wobei y jeuer 
Punkt des m K^K^ gleidumiig hannoniecben Punktepaares sein soU, 
welcher innerhalb des EreiMB gelegen ist 

Der Ort der Mittdpiinkte aller nnd BymmetnBch la ver^ 
Bchiedenen Aclumi berfihrenden Eegekdinitte ist der Kreis flbw 0^0^ 

Die Berflhmngssehnen aller Eegelachnitte der Gruppe C^y mit 
und JT« schneiden sich in einem festen Funkte y der Zentrale 0,0^. 

Für alle Kegelschnitte der Gruppe C^y ist das Verhältnis der 
Quadrate der Achsen konstant, und zwar verhält sich das Quadrat der 
Hauptachse zum Qtiadrnt der Nebenachse wie o, f/ : o^f/, wo o, der auf der 
Nebenachse liegende Kreisinittelpunkt ist. Für die Kegelschnitte, deren 
Nebenachse durch i\ ^eht, ist r, : o^f n : konstant, oder '»,/ ist tur 
alle Kegel.schnitte der (»ruppü C'\?/, welche A', symmetriscii der Neben- 
aclise doppelt berühren, «rleich, d. h. die Brenni)unkte dieser Kegelschnitte 
liegen auf eiueiu kreise Si^, welcher kuuzeutrisch ist mit jenem der 
gegebeneu Kreise^ dessen Mittelpunkt auf der Nebenachse liegt. — Ebenso 



1) Denn konstniiert man (Fig. 38) zu den Kreisen Ä", Ä", , die nii h 
BchlielBen sollcti, das hfndf haniioniwch trennende Punktepaar 'dor Kreis über yz 
muTa und A', rechtwinklig Bchneiden, sein Mittelpunkt iitigt in der Chordale 
von A,A',), »0 geht dvrdi y die BarfllmiigiMliiie der Tangenten Sna jr an 1^ 
mtd dwdk g die Berfihmngssebne der Tangenten «os y am JC^; daher i§t 

^ = t), * nnd = 0.» oder 4- ^ o, z 4- o.b ^ d. Konstniieri man 

zu zwei aich einuchlicraenden Kreisen (Fig. 39) die harmonisch konjugierten 
Punkte y imd so beilimmen die Tangeuten von t an beide Knise dieaelbe 

Benlbninp^sehno durch v; daher ist -^^-"0,*, -^^-«ou« oder iJ- — jJ- 

■» Oj Ä — 0, 5 = ö. 

S) Dasn konmum als dritte Gruppe Ca; die früher beafnoehenen Kegel- 
aehaitte, deren BenihrnngsaelmeB sich im unendlich femt-n Pimkte x der Nor- 
male 7Tir Zrntrak- srlinciilor' 'iiul es iet xys daa beiden JücMsen 
Polardreieck (Stein er, Ges. Werke II, 46S). 
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folgt aus : [ o^f- o*f — h : c, dals ^ uj/ • o^f, tl. i. die Taugent« oder 
kürzeste Sehne durcli an alle Brennkreise dieser Kegelschnitte kon- 
■tttit istyd.lL alle Breimkreiae dieMv Kegdschniite achneiden einea 
Mm. Kreis ft, leditwiiiklig oder nach einem Durchmesser, ft^ ist kon- 
sentriseh mit jenem der gegehenoi Kreise, deesea Mittelpimkt auf der 
Haaptadise liegt, xmd wird auch toh St^ rechtwinklig oder nach einem 
Dnrchmener gesehnitten. Liegt s^ anf der Nebenachse, eo «rhSlt das 
VerhSltnis der Achsen den reziproken Wert, und es Tertansdien die 
Kreise und fi, ihre Rollen: ist der Ort der Brennpunkte dieser 
Kegelschnitte, und ^ wird Ton den Bn^nnkreiseu rei^twinklig oder 
nach einem Durchmesser geschnitten. Aus den P'iguren 38 und 39 
lädt sich eine ein&che Konstruktion dieser Kreise und Üt^ ableiten. 

Die Radien der Kreise sind nach froherem 1/ V d'O*» und 



• d. h.: wenn m innerhalb o^o^ iiegt^ gehen die Kreise 

durch den Schnitt der Normale in # auf OjO^ mit dem Kreise 

fiher 0^0,; — wenn e aufserhalb o^o^ liegt und zwar auf der Seite von 
Oj, so schneiden sich dii' Kreise ^jjfg auf dem Kreise über 0^8 in der 
Normale durch zur Zentralliuie. 

Auf Gruiul dieser Beziehungen sollen Kegelschnitte konstruiert 
werden, welche zwei gegebene KtmI^i symmetrisch zu verschiedenen 
Achsen doppelt berühren, wenn noch andere Bestimmungsstücke gegeben 
sind. 

1. Gegtf>en iat der Mittelpunkt des Kegelschnittes. Derselbe iinils 
auf dem Kreise über 0,0^ liegen; daim sind die Lagen der Achsen ge- 
geben; die dazu normalen Berührungssehnen gehen durch aus diesen 
oder mit Hilfe der Krdse und ft, lassen sich die Breampnnkte be- 
stimmen. 

Wenn sich die beiden Kreise aosschliefsen, giebt es nur Hyperbeln 
(sowohl in der Omppe Cp ab C*Jt), weil y swischen o^a^ liegt (abo 
die Berflhnmgssehne swischen o nnd m). Wählt msn m anf der 
Polare Y des Punktes y besilglich beider Kreise, d. l der Normale 
durch t zu ^lO, (Fig. 40), so degeneriert die Hyperbel in ein Geraden- 
paar, weil sich in den Schnittpunkten «lO, des Kreises über o,o, mit 
Y je eine innere nnd äulsere gemeinsame Kreistangente treffen, deren 
Berührungspunkte mit A", oder Kj uuf einer Geraden durch tf liegen.') 
Da in diesem Falle auch die Brennpunkte mit m identisch sind, folgt 

1) Der Schnittpunkt sweter solcher Tangenten liegt auf J\ weil T die 
PoImw Ton ff ist, und maS dem Kreise Aber o^O!|, weil die Hnlbierangsstrablea der 
TuigenteB dwcb Oi und gdien nltsien. 
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daraus wieder, dais die zu und konzentrischen Kreise 
wfllebe die Breimpiiiikto dnr Et^elsclinitte enthalteiiy durch die 
Schnittpunkte a^a^ rou T mit dem Kreise Uber o^o^ gehen. Durch 

wird der geometrische Ort der Kurvenmittelpunkte in zwei Teile 
geteilt: Liegt m auf dem Teile, welcher enthalt, so liefiert nur 
Brennpunktey also geht die Kebensiehse durdi 0,. — Li^ m auf dem 
Teile, welcher <l| enthält, so geht die NeheiiachBe durch 0^. 

Nachdem fOr alle Hyperbeln das Verhältnis der Achsen ^eich 

]/Oiy : Ofjf, also konstant ist, nnd die Winkel und 4p|, welche die 

ÄSjmptoten mit den Achsen einschliefsen, für alle fiyperhehi gleich; da 
nun die Achsen durch zwei feste Punkte o^o^ gehen und sich auf einem 
Punkte m <1ps Kreises fiher o,Oj »chneidw, müssen alle Asymptoten 
durch zwei feste l'unkte dieses Kreises gehen; dieselben liegen 

auf der Normale zw o^o., durch y, weil sich in dieser die Qeraden- 
paare der degenerierten Kegelschnitte treffen (oder auch wegen 

tg9i : ig^)^ = ^ : s || Dies gilt fOr beide Hyperbe^pmppen 

▼on (?ff. 

Wenn sidh die Kreise einschliefsen, liegt y aufserhalb o^o^, daher 
giebt es nur Ellipsen. Die Hauptachse geht immer durch den 
Mittelpunkt des eingescWossenen Kreises, weil für den Mittelpunkt^ 
welcher auf der Nebenaehse Hegt, "/ < r sein mufs, oder weil (weffen 
a>h) y dem Mittelpunkte näher liegen mufs, durch den die Haupt- 
achse geht. 

2. (rpfff^mi ist ein Hmnipunkt des Kegelschnittes. Derselbe nmJ's 
auf einem der oben erwähnten Krei?«e ^jß« liegen; die Verbindun«?s- 
linie mit dem Mittelpunkte des iindcreu dieser Kreise liefert die Haupt 
achse. — Schlieüsen sich die Kreise ein, so kann der Brennpunkt nur 
anf jenem Kreise fi| oder ft, li^en, wdcher cum einst^efsanden 
Kr^se Kl oder Kf konsentrisch ist. 

$. QegAm ist der Bmämmg^pmtkt p eitles Ereisea mü dem 
ta mäiendtn Kegdaämüe: Die Verbindniigslinie mit $r und die dasu 
Normale durdi y liefern die beiden BwOhnmgsBehnen, zu welchen die 
Achsen parallel sind. 

4. Q^Aen sms ^.qfinplofeNridMHH^ Da die Asymptoten durch 
zwei feste Punkte ß^ß^ gehen, ist eine Asymptote und daher der 
Mittelpunkt auf dem Kreise Ober o^o^ gegeben. 

5. Gqfcbm isi ein Kurve^ipunkt p. Das Verhältnis der Entfemung 
des Punktes p von der Berührungiaehne P, mit zur Tangeute 

oder halben kürzesten Sehne durch p 901 Ki ist konstant und zwar 

gleidk Yo^ff : o^«^ = o,/3g : 0^0^, wenn auf der Nebenachse liegt Da 
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Ober Sniie, welche KegelMdmiMb dopfwlt bedUmn. ' 41 

die Berührungssehne P durch y geht, ist sie bestimmt als Tangente 
m den Kni^ donom IGttelpuukt p isl^ und dmmk Badio» * in« d«in 
angegebenen YexUilfanaae bestimmt werden kuiiL 

SeUiefiMn neh dia gegabenao Kreise ans, so mnls p aafiMrhalb 
der beiden Kreise liegen; sdilieCNn sie siek ein, muls p imiet^b des 
einen and aolaerlialb des anderen liegen. 

€• Cfegebm iti eine KwveitiangmU T* Dieselbe mnis einen Kreis 
in rt^ollen^ den anderen in imi^nSren Punkten schneiden; dann 
ist der Mittelpunkt von auf der Hauptachse und daher das Yer* 
haltnis der Entfenrang * aller Knryeapankte von Pf sa den Längen 
ihrer Tangenten an gl«M>h Yoiy : 0,0, o,/J, : 0,«^ e; fBr den Be- 
rührungspnnkt t Ton T muTs der Schnittpunkt |f| Ton T mit der 
Polare des Punktes / bezQglich Ä', auf P, liegen. Da nun ftir alle 
Punkte von T dio Länjren der Tancrenten an gleich ihren Ent- 
fernungen von einem festen Punkte (/ sind, so ist ( Fig. 41) jr : td — f 
» sin 9 : sin Nnn ist am <p =^ fj : yy^ und ain i> ^ d '.dy^, daher 

n (f«/, d. h. das Verhältnis '^^^ ^ e • ^ ist gegeben; fk liegt daher 

anf einem Kreise, dessen Mittelpiinkt anf äff liegt, nnd welcher 
hsmonisek trennt Man eriuUt für ^ swei LSsungen; damns eigeben 
sich P|, P| und daan normal die Achsen. 

Diese Konstruktion ist annbhaiigig davon, ob sidi die Kreise ein-- 
oder aosschlieben. 

Wenn ein Kreis den Kadins Null hat, also ein Brennpunkt gegeben 
ist, muls die Nehenschse durch den Mittelpunkt dc^i anderen Kreises 
gehen; dann ist y der zu f harmonisch konjugierte Punkt bezüglich 
K^. Liegt / innerhalb von Ä,, so erhält man Ellipsen, sonst Hyperbeln. 
Es lassen sich auch hier dieselben Methoden zur Begtiunmintr der 
Ketrelsehnitte. wie im allgemeinen Falle anwenden, doch iiihrt auch 
ein anderer We«? zum Ziel, 7. R.: 

Ein Kurvmpunld p ist t/r;/f hni. Man sucht den Mittelpunkt x des 
in p symmetrisch zur Nebeuach»« herülirenclen Kreises. Die Beziehung 
px : xf ^ a-. e ^ r^:o^f liefert als geometriseheu Ort liir x einen Kreis, 
welcher pf innen und aulsen im Verhältnis : oj teilt Das VeT' 
haltnis der Tangente l von p an JIT, zur Entfeninng der Kreisraittel- 
ponkte ist konstant und swar h : e (gleich Tangente Ton f m zvl 
^Oi); das giebt als geometrischen GM fBr x einen Kreu mit dem 
Mitfcelpnnkto — xo^ ist die Nehenaehse. Weui f ionerhalh liegfc, 
tritt an die Stelle der Tangente Ton p an JTj die halbe kOrseste Sehne 
dnrob p. 
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42 R^DOLT ScKfknuB: über Kreüte» wakslM Segebchnitte doppelt berOhren. 

Mm Knnctiiangente T ist gegeben. FtXLi man von f auf' T eine 

Normale, so liegt der Fiifgpnnkt n im Scheitelkreis der Hauptachse; ftlr 
den Kurvcniiiitt^lpunkt m erhält man als geometrischen Ort i wpirpn 
nm : fm ~ a : e - r, : o,/) einen Kreis; aur^erdem liegt m aiii* dem 
Kreise über of. Diese Konstruktion gilt, ob /' innerhalb oder aaber- 
halb iCj liegt. 

Afmerhtng «ähtmd der Rmrekittr: WUmnd dei Dmdces ward« ich uf 

die Arbeit von Sporer: „Über Kreise, welche einen Eegelsctmitt doppelt be- 
rühren" (Z.'itschrift f. Math, ti Physik 41 . '_M0 — 220) nufmcrksam fromarbt, die 
ich leider ül)erflehen hatte. Ich twlauro, in meiner eystenialischen Zmammen- 
stelloog und elementaren Ableitung jener Eegelüchnittäeigenschaften, welche leur 
LUeong der Ani^gaben in II — Y dienen, den Hinweia wa£ einxebte Analogim mit 
Bewdaen von Sporer («. B. bei der Hyperbd) nicht melir im dnidaen nach- 
holen SU kiJnnen. 
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Ken« Ableltimg d«r Kngelftiiiktioiieii. 

Ton M. Hambitboeb in Berlin. 

Die Qleichang 

a) ^^-^J^-^B^-^sl*'^ 
wird befriedigt dordh 

wo f eine wüDcfiiliche Fonktion bedeutet mid die Konatenten «, fif y 
der ^^™g"»g 

(3) «» + /l»4-y"-0 

genügen. Soll die Funktion f homogwi vom Grade in Xfif, ß lein, 
■0 mnft 

sein, also, indem man 
setzte 

welelie Gleichung integriert 
giebt Also itellt 

mit der Bedingung (3) eine homogene Fonktion vom ft*^ Grade in 
XffffM dar, die der Gleiehung (1) genflgt, und die man nach Thomson 
hmnoniiche Funktion Grades nennt 

Berieht man }r in die Konstante hinein, so kann man V aneh aof 
die Form bnngen 

wo ce nnd ß die Bedingung 

TO etiUlen hsiben. Hieran setsen wir tf^ieoeX, ß^imnX (i-^y~- 1) 
nnd erhalteu mit We^assung der Konstante C 

V =- (ix cos i, -f ly sin A + g)*. 
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44 M. HjUiBUBOEB: 

Denkt man gich diesen Ausdruck nach den GoBinus und Sinns der 
Vielfachen von X entwickeli^ eo erhilt man, wenn n eine poeitiTe ganze 
Zahl ist: 

fF— Jg+ ^iCosA -I- ^, cos 2a + h ^„cosnit 

l +Äi«mA + i^8ui21 + ... -|-2J,Bm«Jl, 

also einen Ansdrnck von 2« + 1 OliedenL In dieeem ist jeder der 
Eo^fizienten Af B eine ganze homogene Funktion n^" Grades Ton t 
und genügt für sich der Gleichung (1), ist abo eine harmonische 
Funktion n*^ Qiades. 

Denn, da ^V^O, so folgt 

0» -f z/^, cosA + ^AfCO§2l + • " + ^A^ cosnX 
H- ^B^ sin A 4- ^B^Btn 2A + • • * + sin «A, 

Multipliziert luaii nuu mit l os rX und integriert nach A zwischen den 
Grenzen ü und so erhält man wegen 



J 



nnd 

Itr 



cos rA • oosäA -= 0, wenn r =^5, 



^ cosrA'sin^A — 0 

ftr jedes r nnd 



folgUeh 

In derselben Weise ergiebt die Muhipiiliatiun mit hUirA nnd In- 
tegration zwischen 0 nnd 2x, dafs JB^=^0. 

Es handelt äich darum, die Funktionen A und B auf die einfachste 
Weise darzustellen. 
Es ist 

»« cos A + iysin A + ä — ^(»« + y)e** + |(»a; — y)e-^* + #. 
Fuhren wir nun ein: 

(»« + y)«*' = «, (»■« — y)«^ — f>, 

so ist 

«f> — — ap* — y* — — r", 
wenn + + iv* — r* gesetzt wird, und man erhSlt 

ixf^^l + iysinA -J- iSr ^ | u + ^ ü -|- #. 



Digitized by Google 



Nene Abldtoag der Kngelfiiiilttimieii. 46 

Je nachdem wir mm « durch u oder u durch v Mudr&ckoi, cf^ 
halten wir 

coeA + »y Sinz + # - 4- - - ^((e + *)• - rO, 
folglieh 

F- (i>eoe 1 + >y nn 1 + «)» - ~ir- •((» + #)* — 

Die Entwickehmg nach Potenzen von u oder v giebt die Darstellung 

in den Fornn'U 

K=a_,u-" -f o_(,_i)ir-<»-*) + h a_iM-» + «o + «»i** + «»m* + • • 

— «—«IT-" + a_(»_i)»-t"-*> -i + a-iv~^ + Oo 4- «1 V 4- a^v* + 

-4- v' 

Die JSnetBiuig yob v dnich aeiaen Wert in « : 9 ^ und 

die Vergleichimg der Koeffizienten gleich hoher Potenzen TOn Ii in 
▼ontehoider Identität giebt swiaehen den a die Beaaehung 

folgt 

ay -I- a_,tf-' - a,[{ix + y)V^' + (ix - y)'c-'^'}, 



aleo 



- «0 C»« + + (»« - y)'c-^'} 

- +2a.{(i* + yy + (•« - y)^}eoaal 

«Ml 

1 =** 

+ (»-c + y)' — (»« — y)*} sin «iL 



»■=1 

Die Vergleichung mit (4j giebt 



(5) { 



ist der KoefBsieiit toq in 
oder Ton in dem Anedmek 
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also 

wo bei der DüTeraitiatioii r ab konstant ansnuehen ist. Dnrcli (5) 
und (6) sind die barmoniidieii Fnnktioiieii it**** Grades und 
dwcgestellt 

Ans diesen erbUt man die Eogelfonktioneti gleichen Gfndes, in- 
dem man x, m durch die PolorkoMdinaten aiudrftckt and r — 1 
setsb. Fflhren wir also ein 

a: — ein cos % »■ sm sm 9, »» cos 

dann wird 

(ix + y)' — iF sin'^ (oos $9 — » sin sq>), 
(ix — y)* — sin* ^ (cos -{~ * sin «9), 

mitbin fOr r » 1 

— 21*0« sin' d- CO« «9, 
2 sin* ^ sin 49. 

Die dnzige dieser Kogelfonktionen, die Ton 9 frei ist^ ist 

die wir iilsu hier gleich in der Jaco bischen Form erhalte. Wir he- 
zeicbtKMi sie üblicher Weise mit P,(r) = P„(cr)s^). 

Aas (tij folgt dann, indem wir r = l setzen: 

a _ ; ■-— («-CO«*) 

' (» + «) 



nnd d^i niM »^rb 



(8) 



4 = 2t* ain''9' ^ cossop, 

* (» + »)! «!*• 

* (n + «)! da' ^ 



Die explizite Entwickelong Ton (7) giebt 

P (e\ l'8-6 «(»-!) tt( n-l)(«--2)(n- 3) \ 

"'^ 1.«.«...» V 8 (2« — 1) 2.4.(an— 1X8»»— ») 

den bekannten Ausdruck f&r den Koeffizienten yon in der Ent- 
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N«M AUflituig d« KngvIfimlttioMB. 47 

wickdimg ron (1 2<Kir + nach iteig^iiden PoteoMn ron «f 
und daraus 

*** LlLJL— ÜL^V*«-* _ (« — g) ^» — * — 

1 (w - *)(w - ^ - -s - 2)(» - I? - S) _ \ 

Bin' - -Pv (C08 

80 erhält man vermöge (7) ond (8), whuu wir voii dem koustanteu 

Ml 

Faktor 2f* ^^_^^^^ absahen, in den AnsdrÜckm 

(cos J\i (cos -ö-) cos 9j P„,j (cos ^) cos 2<p, • • ; Pn,n (c*^8 ^) C4)8 n^, 

^«,1 #) sin 9, (cos ^) sin 2% • • •, P«^ (co« t^j sin 

2» + 1 KqgelfatlIrtioiMm GndeB. 

DiMe Anadrfli^e dnd von eiiMader linear unabhängig, denn eine 
Gldchnng 

««P.+^SP... ooästp +^ß,Pn,,aiRSip « 0 



«^1 1 



IcSnnte nicht bestehen^ ohne dafs =- «|— = »/^ " A • • ' = /^k =0 
irSre, wie eine Multiplikation mit eo»r(p oder sinrg; und Integrration 
nach <p zwischen 0 und 2x ergeben würde, mit Kttcksicht darauf dafo 
die Pn,M nicht identisch Terschwinden. 

Dafs nicht mehr von einander nnabhangige Kugelfunktioneu 
existieren, erkennt man daraus, dafs nicht mehr als 2« + 1 harmo 
nische Funktionen n**" Grrades von r, y, z vorhandeti sein können; 
denn eine beliebige homogene Funktion V Grades enthält 

(M + i)(M -f 2) s^onilanten. Die Bedingung ergiebt, da 

Tom (i»— 2)**» Qrade i»t, - Oleichungen zwischen den Konstanten, 

80 dab blols i!L±iI^i^ - - 2« + 1 unabhängige Kon- 

stantem ttbrig bleiben. Die allgemeinste Kngelinnktion w*** Grades ist 
also 

«,P, +2(«,eo8«9) -f- ^,sin*^)P„,„ 
«^1 
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48 M. EäMnmamt Neu« Ableitung d«r KiigflUiuiktioiieii. 

wo Uq, ((^y ■ ■ -f a„, ■ ■ ß„ willkürliche Konstanten bedeuten. Aub 
der oben erhulienen Beziehung 

folgt mit Hülfe von (ß), wenn man r -> 1 setsty 

welches der Jacob i sehe Satz ist. 
Berlin, dea 22. Febnuur 1900. 
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über den Kouyeigenzbereick der Ber&oullieclien Eeihe. 



Von G. MiTTAQ-LErPLER in Stockhobn. 

Schon im J^hre 1694 *)y also mehr als swaniig Jahre^ ehe Brook 
Taylor*) die nach ihm beuannte Bmhe Teroffeiiilichte, hat Job. Ber- 
nonlli die folgende Formel angegeben: 

/•(«) - fio) ^ r{u) . u - /"(«) + /*'"(«*) 

Ein berfihmter Sata ron Canehy') erlaubt nna, den Konvergena- 
bereich der Taylorscheii Reihe festzustelleiL Ea liegt daher nahe, sieh 

die folgende Frage vorzulegen, (iiebt es einen Konvergenzbereich der 
Berne ulli scheu Reihe, d. h. einen Bereich von der Art, dass die 
Beihe für jeden iui Imiem von E gelegenen Bereich gleichmäfüig kon> 
vergiert, dagegen für jeden auTscrhalb /> liegenden Jhinkt diveigiertV 
Was ist in dieBem Fall der Kcroich E? 

Die Aufgabe ist ganz eleiiR-iitar und läfst sich ohne SrhwicriL'kcit 
löäüu. Demiocli hat me ein gewisses! Iiitfressc» wcguii ihrer Be/.ieiiung 
7-11 den Lehrsätzen, die ich kiirr.lieh bewiest'U habt« in meiiitMi Ail)eiteu: 
„Sur la represeutatiuu auai^iinue d une branche uniforme d'uiie fouc- 
tion monogene''.^) 

Ich will anidichat die Bernoallische Beihe in einer ^aa anderen 
Pom achreiben, die ihre Beaiehimg zur Tayloreehen Reihe in das 
rechte Licht letst 

Schreibt man 

1> Acta Knid 1«t'l p 43)* Opera T. I p !2r,v 

2) Methodus incromcntormn directa et inversa ^^Londini ITläj. Wegen der 
fiexiebniig^ nriscfaen den Reihen von Taylor und Bernoulli veigleiche die 
Arbeit von Alfred Pringsheim: Zur GeBchichte d«i Taylorsehen LehiMties. 
Bibl. m»th. Dritt« Vi^l/r l, p. 433 etr 

3) Cauchj: Cours ti iinalysc de lecole rojale polyiecbnif^ue. Prem, partie. 
Ajial. Algebr. Paris 1821 Chap. g 2 Theor. 1. p. 2»6. 

4) A«ta maih. 8t, 48— 6S; 84, 183-904, 206— S44. 

AwMt dw MUMniaHIr vU ghyilk. ULJMha. JL 4 
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O. MiTTAa*L8rPLn: 



SO hat man 

+ ^4) - F(g) - F'(z + u)u - + m)^; j + + iOrrsTs-"-" 
oder, indem man z ^ u = x setzt: 

F(x) - F{0) - F'(ic){x -e)^ r\x) + r\x) 

ICifhin 

F{d) - Fix) = r{x){z ~ x) + F'\xf^/^* + F"\x)^'--^'^' + • ■ ., 

was nichtfl Ändarea ist als die Taylorache Reihe. 

Man kann sagen, dafa diese Reihe die Taylorsche Reihe ist, wenn 
X als konstant imd z als veränderlich betrachtet wird, dafs sie dagegen 
di(^ Rornon Iii sehe Reihe darstellt, wenn t als konstant und x als 

Terimderiieh betrachtet wird. 

Wenn man x als konstant ansieht uml z als v»^ränderiich, so ver- 
langt die Konvertiten/, der lU'ilu', dals die Konstanten F(x)^ F(x), 
F"{j), . .. der Bedingaug von Cauch^ unterworfeu sind, nämlich dais 

die obeve Grenze der Grenzwerte von | y^^F^*^{x) j endlich aoi.^) fie- 

zeichnet man diese obere Grenze mit ^ , so ist bekanntlich der Kou~ 

vergenzbereich der Reihe der Kreis mit dem Mittelpunkt g^x und 

dem Radins r^. 

Meine Anfp^ahe ist es nun, die Konvergenz der Reihe zu uuter- 
snchtn unter der Voraussetzung, thii's z konstant ist, während x sich 
verändert. It-li nehme an, dafa die Kunstauteu l'\z), F'(s), F"{z), ... 
der BetlinL^unfj; von ('auchy unterworfen sind, und konstruiere den 
Hauplsteru -.1 nat dem Mittelpunkt der zu diesen Konstanten -j ge- 
hört. Femer schreibe ich die Bernoullische Reihe in der folgenden 
Form: 

r^,^^^,)d.-^-^)+r\z+x-z)ti^^^^ 

Indem man sieh auf dieselben Erwägungen stutzt, die ich Acta Math. 
24 p. 191 — 192 gemacht habe, si« 1d man leicht^ dafs diese Reihe den- 
selben KonTergensstem besitat wie die Reihe: 

F(0 + 2 (a? - #)) - J'(it + a? - *) + 

F'{z + {x-z))^^+ F"{z + x- ^)^'^^-^ F"\z -^x- zf^\-^ 

1) Sur Ift tepT^aentalioii etc. Prem. Note p. iS, Aeta Math. tt. 

2) Sur la representation ete. Prem. Note p. 48, Aeta Math. 88. 'Svr la re- 
pr^ntation etc. Seconde Note p. äOO, Acta Math. 24. 
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Dtesen Stern erbili mui cof die folgende Weiae. Man denke «di 
einen Veklor l der Ton dem Punkt g ansgehi Beechiiokt man nvn 
den Veiktor auf eine Unge r nnd Tenteht unter r eine Unreidiend 
Ueine podtiTe Zahl, so kann man eireichen, daaa ein Kreia vom 
Radina r, der von dem Sndptmkt dea ao beeehtinkten Vektors ala 
Mittelpunkt beschrieben wird, za dem Gebiet Ä gehSri Es sei ^ die 
obere Otmuce Ton r, Läfst man nun don Vektor I eine ganze Um- 
drehong um den Punkt x machen und giebt ihm in jeder Stellung die 
Linge die dieser Stellnng entspricht, so erhalt man einen Stem 
welcher der KonTergenzstem der BernoniliBchen Reihe ist. 

Man setze jnim Beispiel 

log(l + ar); 0. 
Die Taylorsche Entwidcehmg giebt 

iog(i+a:)^2^(-i)-f;pi. 

« — 0 

Der Kourergenzkreis hat den Mittelpunkt ^ — 0 und geht durch den 
ainguLüren Punkt i ^ — \. 

Die Bernouliische Entwickelung giebt 

Der KouTergenzstern der ebeufaU» den Punkt x « 0 zum Zlentrum 
hat, besteht ans dem Teil der Ebene x mar Rechten der geraden Liniey 
die auf der reellen Achse aenkreeht ateht und durch d«i Punkt — \ 
läuft 

Man aetie awmtens 

^'(;r)-(l+ar)*;*-a 

Die Tajlorsche £ntwickeluug giebt 

(1 + - 1 + V««-!!!««!!.«) --a«-^^ 

mit demselbtti SonTergenikreis wie im vorhergehenden Fall 
Die Bernonllische Entwickelung giebt: 

1^ -^» (i-t-g)a-*(-a>)>. 

Folglich: 

. (H- ,)-. - 1 + V ' ■(-■)■■(«-(> - '» ( -^y 

»■•1 

4* 
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G. MrrrAo>Lam.sB: 



oder, indem man dM Voneiclien Ton a in das entgegengeselate rer- 
waod«lt, 

Der Eonvergenzsteru ist derselbe wie in dem Falle vou 

J'X«) = log (! + «). 
Wir liaben gesehen, dafs die Reihe: 

F(e + 2(.T - g)) ^F(js-^x-z)-\- F\z + ar - r) + 

denselben EonyergenBiteni £ besitat wie die Bernonllisehe Reihe. 
Setafc man |(sp — n) an Stelle von x — z, so erhalt man 

f (X) - J-f ±i) + f + ri^" (^) • 

Indem man wieder b als konstant nnd x ala Terftnderlieh annimmt^ 
erMlt man offenbar den EonTergenzstem € diesw nenen Reihe ans 
dem Eon¥ei|^iZBteni B der Bernoullischen Reihe, wenn msn dem 
Vektor l in jeder Lage die Länge 2^ statt ^ giebt. 

Es verdient herrorgehoben m werden, dafs dieser Stexn €, wie 
H«T Phragm^n*) Tor knnem gezeigt hat, augleich der EonTergenz- 
Stern des Ausdmdcs Ton Laplaee^ ist: 

der in den letaten Jahren der Gegenstand so mannigfidtig^r ünter^ 
snehnngen anerst von Herrn Poincar^f) nnd dann von Hem Borel^) 
gewesen ist 

1) Comptea Rendu» Paris. Tome 182 p. 1896—1899. 

2) üeuviea. T. VU p. 12i etc. 

3) „Sur lea dquations Unfaires avx diCförenlielle« ordiftaires et anx diff6- 
renoei finieB.'' Amer. Joamal of Uath. 3. 

„Sur le« integrales irr«^gnli>^rns dn? t^qiiations lin«?aire8." Acta Math. 8. 

4) „Fnndpmpnts^ de la tht-orie (ieH Bi^riea divergentes sommables." Journal 
de Math, (ö; sJ. — „Sur les sc-rieü de Taylor adiuett«ul Icur cerclo de con- 
vevgeiioe oonmie coupnre.«« Journal de Math. (6) S. — „KAnoire was le« o^ee 
divezgeutes." Annale» de r£cole Normale (3) 16. - „Levens rar le« i^riet 
divergentes.** Paria 1901. 
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Man kann die Bernoulli-TajlorscUe Reihe in der Form eines 
GreniMBdraekf «shxeSbm: 

F(m)-F(x)-^ lim VFW(x)(±piL)'. 

Wir haben geaehen» 6m&, wann jnao eine der beiden GroJaen x^t th 
konatent, die andere ala verSuderlich bolaraehiet, aieh immer ein Eon- 
vevgenzatem ei^ebt, dafa aber dieaer Stern in den beiden FSÜlai aehr 

iwscbieden ist. 

Dasselbe gilt von andern die Bernou Iii-Taylor sehe Reihe als 
speziellen Fall umfassenden Grenzausdrückeu, die ich in früheren Ar» 
beiten gegeben habe. Aber ich habe noch andere Öiemzanadrücke 

gebildet Ton noch allgemeinerer Art und gültig in einem Stein, den 

ich mit dem Buchstaben AM bezeichnet habe. Wenn man in diesen 
Ausdrücken die Gröfse x als konatant anaieht, so gilt der Ausdmck in 
dem Stern A mit dem Zentrum x. Wenn man dagegen z als kolutant 
anaieht, so mit der Ausdruck in dem Stern A mit dem Zentrum z. 

Der Beweis, den Bernoulli für seine Entwickelung giebt und der 
auch für die Taylorscbe Entwickelang gilt, iat hochat einfach and 
natürlich. 

£r schreibt die Identität hm; 

r(x) - r(x) + r'ixXx - - - #) + 

+ r 'ixßf^^ F-'isf^-^ F'-^fi^ F-Xxf.^% . . . 

und folgert, indem er nach x integriert: 

F(x) - f W - 

rw ''7-'? - F-(x^^+ +••• 

Um dieser Beweisföhrong die notige Strange an geben, genügt ei^ ein 
ReatgUed einzuführen, indem man setzt: 

F{x,z)^Fiz)-F(x)^ 

Fixf:;''' - ryc)^—"- f"\x)^^~^'' . • ^F-ix)^^^'*- 

-L Ji Jr. J!* 



1) ich hatte hl jeder meiner drei ersten Noten in den Acte Math, «neu 
andern (henaansdrack gvigebea. 
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54 C>. HmAo-LinuK: Ober den Konveigenxbereich der BemoaUiicben Beihe. 
Mmi erli&lt alsdann durch Differantiation nach x 

und, da F{z,z) = 0 igt, 

F{x,z) - ^"iiirf>"-"*'? - F^'^\g + e(x - r)); 0 < © < 1.') 
Sioekholm, dfln 22. Min 1901. 

I i Vrr)^l. z. R. ToHhanter: ATiealiM onthedUIerentwlcelcnlva. Cambridge 
and London 1864. § 109. 
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Sur les termes complömentaires de la s^rie de Taylor 
dns k Cauchy et ä Lagrauge; 

Par H. E. Phbaomän a Stockholm. 

Dans une note interessante publi«^ dans ce nionie Ueoueil, 
M. M i ttajf-Leffl pr, en parlant de ia serio tüte de Hernoulli, fait 
observer que c'est luti.ilyse ni^nio dp lierntmlli mp retrouTe dans 
la denionftmtion ni<Hi»«nii' la jiIms sim|ilp tip la t'onnnle de Taylor. 

Le t<?nup ptmiiilt'iiu ntaiie on ohtient ie pius aiaement de cette 
maniere est ctdui »ju un duit ä ('auchy. 

A ce snjet, il y a lieu de faire la rpiiiarijue bien Himple qui suit^ 
et qui met en pleiue loini^re la superiorite que posscde cette expressiou 
de GsQchj eur eelle de Lagrange.') 

Le terme eon^ß^metUemre de Caueky däermine toujours U vrai 
rof/on de eonveiyenee de la sdrie de Taylotj tandis que celai de 
Lagrauge, comme il est bien coima, donne Boavent im rayoo de 
conrergeiice trop petit 

En effet^ sapposouB que la sArie de Taylor 

F {z) - F {i) + F' i^x) \M-£)-^ j^-' (js-xy-^--- 
conTorge poor 

et cihoiaisaoiifl arbitrairemeiii nne qnantit^ r positive et inferienre k q. 
Je dis que le tenne compUmentaire de Oaaeliy tend tmiformtfiiietit 
▼eta a^ro pour 

I # - « I < r. 

En e£fet. BOUS ponTone ^erire le teime eompl^entaire de Oanehj 



1) Iba veigleiebe hienni auch die Abluuidliuig von A. Priagsbeim: JÜhet 

die notwendigen und hinreicbpnden Bcdin^'uuK. u de» Tayl orRohpn LefalMitzp« für 
Fanktionen emer leellen Variablan" in Math. Ann. 4S, 103, 1898. Be«L 
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56 E. ruRAUMEN : Sur les tcrmes comple'mentaireä de la serie de Taylor etc. 

Paisque la ^>«'rie de Taylor converg» ponr — x\KQt ^ ^^''^ 
sürement, en choiBiBsaut ^| de mani^ que f < 9i < ^: 

1 9l I * 

M eiaat «ne certaine quantit^ finie. On en eonclat anraitdt 

I^WI<i^L-i-| 

et de mftme 

(c'eat le raiaoiiiieiDeiit bien connn de la Ui^rie des fimcHous majoramtes). 
On a, par consequeni^ 

<j^ziu^-[i;zf^) -(— )• 

Gr ctiia e»t, pour — ^[ ^ ^*» inleriour a 

expfaMioii dont la limite, pour ft infini, eBi sero. 

CVst im raiflonnement qn'on est aecuiitimip ä employer dana plimieun 
caB particiilierB; toniefois 11 «lenible qti'oji n'ait pas remarqu^ jusqnlci 
que le mcnie raisonnenient sapplique aa CBS g^n^ral. 

On peut etudier de la mem« maniore Texpression du terrno 
complonK ntniro dne a [>agrange. On arrive ainsi aa resultat suiTant 

qui mörite tl etre eiionc«': 
Si la Serie dr Tayior 

F(g) - Fix) + F' {x) {s^x)^ ^^f - + . . . 

amvergc j}our \s — .v < p, l'' termr amiiilrmcninirr de L<t<jranyc 

■ , • U — xY (•<•<!) 

tend vers eero du moins pour 

l»-«l<¥^- 
Stockholm^ 22 mm 1901. 
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Die Bedeatimg des D^AlumbertscliBii Prinzip«« für starre 
Systeme und Gelenkmedunismen. 

Von Kabl Heun in Berlin. 

r)i*' nachfolgenden lit lmchtungpii iÜH r Ja« D' Al^^m hertscho Prinzip 
bescliräukeu sich auf Systeme, denen eine endliehe Anzahl vuu Freiheits- 
graden zukommt. Deshalb konnten auch die ,,Bedingungsgleichungen'', 
wdche die kineÜBehan Differentialgleichungen er^imsen, prinzipiell 
auflgeedilossen werden. Der kvdhmmg Clifforde (Clements of 
Dynanuc'^ entsprechend, sind nämlich die voUeiaitdi^ Getdwindiff' 
heitst^steme an die Spitae der £ntwickelangen gestellt, wodurch 
»gleich die Bedeutung des Lsgrsngeschen Systems der Kinetik be* 
sonders klar h^ortriti 

FVeilich hat der Yer&sser der „M.'i anique analytique" gerade 
diese Bcdingongi^eichnngra in den allgemeinen £ntmckelungen 
Sjirtematisch eingefilhrt^ aber ans den Zusatsen SttT zweiten Ausgabe 
seines Werkes geht deutlich hervor, dafs er in seiner Ideencutwi* kelung 
üht'T diese formale Darf tolliingsweise hinausgegangen ist und in der 
analv ti^ licn l'oniiuHening der (Tt,<flut'in<1'>ql'ntssyaU'me die wesentliche 
Autgabe der Mechanik gohunflenor Svstt'iiic ■■i kannt hat. 

Erst duroh die thatsächliche Ausftilunii>^r dieses kiiH-matischen 
Orundgedankcii.s erhielt «las D' Alembertseht- l*riu/.i{» in Vcrlnudiing 
mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten eine weitreichende Leistungs- 
fihigkeit, während es ohne denselben ein Schematismus geblieiben wire, 
der als solcher nur in denjenigen FZUen ausgereicht hStte, wo die 
SjstentTerbindnng unmittelbar klar vor Augen lag, also das Ge- 
schwindigkeitssystem T<m vornherein bekannt war. 

FOr die gebundenen Systeme ist übrigens die Angabe der Mechanik 
mit der AnfstdQni^ der ezfdiaiten Bewegongsgleichungen keineswegs 
erledigt — es bleiben noch die Bestinunnngen der Reaktionen in be> 
liebigen Querschnitten der Teilsysteme, in den Gelenken und den 
stützenden Lagern als eine nicht minder wichtige Problemgruppe 
(Jünetostatik) zu behandeln. 
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58 Karl IIeun: 

Diese zweite Seite des D'Alemberteelien PHiuipi war in der Tor> 
liegenden Arbeit ma so mehr hexronuheben, ab die Dantdiiingen der 

allgem einen Mechanik dieselbe meiet nur oberflächlich streifen. Und 
doeh ist der Techniker oft in der L^e, auf die Spannnngsgleichiingen 
. grdfseren Wert legen an mflaaen als auf die genaue Erforschung der 

Bewegnng des Systems. 

Zu allen Zpitcn haben die Anwmdunf)S(fehiete auf die rationelle 
Mechanik eineu doutlich erkennbaren EinfluTs ausgeübt. Zuerst war 
es die Astronomie, welche besonders die Kinetik de^ freien Punktsystems 
in der erfolgreichsten Weise gefürdtM-t hat. dann die Physik, die schon 
soweit und in so eigenartigem Sinnt« uuf ilie Kinetik der veränderlichen 
Systeme eingewirkt hat, dafs man recht wohl von einer „physikalischen 
Mechanik^ redai Inmn ■ — und in der neuesten Zeit sind es mannig* 
fache interessante Probleme der theoretischen Maschinenlehre, die un- 
verkennbar SU einer tiefer gehenden Bearbeitung des D'Alembertschen 
Prinzips als der natürlichen Grundlage der Kinetostatik auffordern. 

In der nachfolgenden Darstellung des D'Alembertschen Prinsipes 
und seiner Folgerungen haben wir ohne Ausnahme die gerichteten 
kinematiachoi und dynamisch«) GrSiaen ab Vektoren aufge&fst und dem- 
«itspredbend auch fftr die Rechnung die Algorithmen des j^inneren" und 
des ^uTseren" Produktes zweier Vektoren benutzi Diese Operationen 
haben sich schon so weit eingebürgert, dafs wir hier nur die Bezeich- 
nungsweise anzudeuten liabcn und im übrigen auf die zahlreichen 
Schriften (u. a. A. Föppls „Einführung in die Maxwellache Theorie 
der Elektrizität") über Vektoranalysis verweisen können. 

Wir bezeichnen jeden Vektor durch einen über den betreffenden 
Buchntaboii iresetzten Querstrich. Danach ist das ^isasste" Produkt de- 
finicrt durch die Gleichung 

55 . o&ooB(5|ä\ 

Das .,äufsore" Produkt ist durch eineu fortUufenden Querstrich be- 
zeichnet; da es einen neuen Vektor darstellt. Setzen wir 

so ist e senkrecht auf ä und und seine GrOfse ist bestimmt dnreb 
Hieraus folgt auch, daCs 

5a — — a6 

sein muis, da Hin(^ja) = — siu^aj6j ist. 



* 
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Die Bedeutung des D'Alembertacbea Pruuupes für starre SjKteme etc. 59 



F8r tamiie Produkte gelieii die Bdatioiieii 

ä>^ — «Öd — (ca (vgl. FoppLSiBliaii. 8.35) 

imd 

«7(0^ =. (äc) . h - {ab) . e (ib. S. 27). 

Quaternäre fVodukte trc^ien hier nur in der folgenden Verbindung auf: 

äbcd — {ac){bd) — {bc){aä). 

Das Rechnen mit diesen ein&dien Hilfsmitteln hat vor den ge- 
wShttlieheai analytiflchMi Koordinatemnethoden den nicht hoch genug zu 
scbätMEndMi Vorteil eines ununt^rltrochen anechaolichen Einblicks in 
den naturgemafsen Proxefs der IVoblemlosang, indem an Stelle des 

schomatischen Rechnens mit arithmef iRchon OroPson oin vorwiegend 
konstruktives Denken tritt, wi'lches den unz«>rsplitt('rten pcometri^flien 
und mechanischen Grimdbegriffen Schritt 1^ Schritt im iiaume 
folgt 

A. FtoimiiU0ni]ig6B des Prinilpae. 

1. Die Voryetdw^ie des ^riimpes^ — Christian Huygens hat in 
seinem ^orologinm osdUatradnm'' (1673) zum erstenmal mit Erfolg 

ein schwieriges Problem der Mechanik gebundener Systeme behandelt, 
indem er das Oscillationszentrum ftlr das zusammengesetzte Pendel in 
eigenartiger Weise durch Anwendung des Prinzipes der Erhaltinij/ der 
Energie bestimmte. Seine indirekte LSsungsmethode dieses wohl zuerst 
vom Pater Merten ne grstoUton Problems sagte dem Ges(}ini;uk der 
Zeitgenossen nicht zu und veranlafste einen wissenschaftlicheu Streit, 
der sich bis ins 1^. .lahrliundert hineinzog. In diesen Zeitraum 
(16M1 — 170;Vi fällt die Vorsfosclni'hte des D'Alembertscheu Prinzipes. 
Jacob Bernoulli sehlug zut ist v'ww direkte Lösung vor, nachdem er 
aui" den glücklichea Gedanken gelvunnuen war, den Vektor der ein- 
geprägten Kraft (Schwere) fQr jeden materiellen Punkt des Pend<^ in 
xwei Komponenten En zerlegen, Ton denen die wste die elfektive 
Hassenbesehleuuigung herrorrofl^ v&hrend die andere die Reaktion in- 
folge der SystemTerbindnng darstelli Diese letzteren Vektoren halten 
sieh in ihrer Oesamtheit das Oleichgewicht, da sie den thatsadiliehen 
BewegongsiQstand des Pendels nidit beeinflassen koonen. Aber man 
erkannte in dieser Periode noch nicht die grofse Tragweite dieser 
fundamentalen Überlegung, glaubte rielmelir in jedem besonderen 
Falle einea Sjstemproblems eigenartige KonstgrifFe anwenden m 
mflasen, am zu den Bewegnngsgleichungen zu gelangen. 

Viplleiebt ist e«i als ein glücklicher Umstand für dir Entwickelnng 
der Kmeiik anzusehen, dai's die Sjrstematisierung derselben nicht so 
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60 



früh eintwfc. JedenfiillB entgiiig maii den Nachteilen, weldie eine vor- 

zeitige Answahl und Festlegung einer allgemeinen Methode auf die 
freie Entfaltung des originellen Denkens nnd auf die Bildung einer 
lebendigen Anschaunng der BewegniqpTorginge im konkreten Falle 

nur zu oft ausgeübt hat. 

Newton wflrditrt in seinen „Prinzipien" (lf)S7> die Kinetik ge- 
bundener S\ Stenn deren erste Entwickelungsphase ihm docli ans dem 
Hn y rjensscbeu Werke bekannt war, kaiun der Beachtuiif^. ^ulem er 
sich anf freie Punktsysteme baschränkt, geht er dem dynamischen Be- 
griff der SyHtenireaktiou prinzipiell am dem Wege. Dagegen hat er 
die Bedeutung seiner „lex tcrtiu* iür die Mechanik der Maschinen 
(c£ Principia, Leges motus, Schülium) im Hllgemcinen richtig erkannt. 
Da er jedoch das BernoulliMdie Prinxip der Vektorserlegung für ge 
bundene Systeme keineswegs aniiziptert hat» so mflssen die Versuche 
der Englander (Thomson u. Tait, Perry), ihrem grofeen Landsmanne 
die Entdecknng des D 'AI em bertsehen Prinzipes zu imputieren, als 
gänzlich verfehlt erachtet werden. Man sollte überhaupt bei der Be- 
urteilung der Leistungen Newtons in der Mechanik stets im Auge be- 
halten, dafs er mit der formalen Begründung und speziellen Erforschimg 
der BewegnngBgeseixe freier Punktsysteme (I'laneteuproblcm) gerade 
genug zu tiiun hatte, nnd dafs diejenigen Aufgaben der physischen 
Astronomie, welche sieb auf gebunden«' Systeme (Präzession des 
Äquinoktien^ be/ieben, zu ihn r Bewältigung Hilfsmittel verlangten, die 
ihm durchaus nicht zu Gebote standen. 

2. Die aUijcmeim Anffassun;/ tk.-* I'rni:'/>is durch D' Ahmbert. — 
Das IH. Jahrhundert bild»t einen ganz eigenartigen Absehnifct in der 
Geschichte dcH mteUektueileu Fortschreitens der Kulturvölker. Die 
naiven gntndlegenden Ideen lagen hinter ihm — soweit gefordert und 
verbreitet, daDi die führenden Geister nun die YeTpflichtung auf sich 
nahmen, diese Ideen von dem beschrankt«! Boden ihrer Entstehung 
loszureilSien, ihre Tragweite nach sllen Biohtongen zu erforschen, sie 
zu systematisier»! und so auf ßm. vorhandenen Fundamenten ein 
uns den ans femer Zeit ZorQckblickenden — in seinen AnfSogeu 
bescheiden erscheinendes Gebäude der exakten Wissenschaften aufzuffihren. 
Aber grofsartig ist diese geistige Architektur des 18. Jahrhunderts dennoch! 

Die Baumeister sind ilirer liohen Aufpibf tretflich gewaiihsen — 
gründlich ausgerüstet durch die rasch aufstrebende Mathematik, nm- 
sichtig und weitblickend dank der zabireieben wicbtijjen Entdeckungen 
in Afitroncmie und Physik und von einer Begeist<'run^ nnd Liel>e für 
ihre Saelie iliirch.druntren, die ihren Ticistnngen für aUe Zeiten das Ge- 
präge einer iebensroUen Klassizität autgedrückt hat. 
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Die fiedeatoag de« D'Alembertachen Prinup«« fOr itene Sjttame etc. 61 

Mitttti in diesem Jahrhuuderi mutigen Schafifeus sieht D*Alem- 
b«rt All Fliiloflopliy HaÜieiiwiiker und Phyrnksr hak «r mit emtatm- 
lidier Enei^e die WiBsenachail durch sahireiche Ahhaadlnngm 
hereidmi — aber seine bedeutendtten Leistnngeii li^^ auf dem 
^eaeUen Gebiete der Hecbatiik. In dem „!huUe de Ihfiiamiqvuf* 
(1743) hat er die Grundlagen der Kinetik gebondener Syeteme gelegt 
und damit die Ideenentwickelong, die von Galilei so erfoIgr(>ich ein- 
geleitet war, zu einem bpstimiiit^u systematischen Abschlufs gebracht. 
Die unbeschrankte Giiiigkeit dee BernouUischen Gedankens der dy- 
namiachen Vektoncerl^ong f&r unfroie »Systeme war non erkannt imd 
wurde in der Form eines spezitiseh kinetischen l^rinzipf^s dor all- 
gemeinen Bewoiiungslehre als unfehlbares Werkzentj zu iiiumli- «^elej^. 
Dieses prinzipielle Kezept lautet in D'Alemberts'j Fassung (Dyna- 
ioik S. 58): 

,^an zcrley* iHr jetUm Kcrjtct ( Jil" ssrnpnnktf ) r'mtii fniujten ße- 
weffuttgen (Impulse) a, b, i- cti. m je zwei aiulnr. a, u; b, p; c, y eU. 
derart^ äafs die Körper, trenn man denselben nur die Beueißiwßm 
a, b, c de, eingeprägt hätte y diese Beuwgangcn, oAne sidt ffegenseitig zu 
hmdentf Aättm beteaikfm hSmien; und dafSf wenn man Henseibm nur 
die Beieegungm a, ß, y ein. eingeprägt hätte, das System in ümA« ffe^ 
Uiebm wäre," 

Wirkt alao aof den Maaaenpnnkt m des SjptemB ein anJaerer Im- 
puls hf welcher reo der Rnbe ana die Bewegungsgrofae m'v herror^ 
bringt, so entsteht infolge der SyatemTerbindnngoi die Reaktion r. 
Es ist demnach 

(1) Ä - mi + r 

für jeden Maasenpunkt des SyatemSy und die Reaktionsimpidse r, r", r" etc. 
halten sich in ihrer Gesamthmt das Gleich^wichi Beaitat das Sjatem 

▼or dem Auftreten dar Impnlae h bereits Geschwindigkeiten, die dnrch 
das Symbol t-^ beseichnet sind, dann ist 

(2) - tj-f r 

f&r jeden einaelnen materiellen Punkt» und die Resultante alter Reaktionen 
r ist nach wie vor gleich Null. Die letste Gleichung Termittelt den 
Übeigang toh der Kinetik der Impulse nur Kinetik der stetig wirken* 
den Eritfle. Ffir das Zeitdement dt mulii der Impuls h Ton dersdben 
GröCraiordnung unendlich klein iiein, also gleidh dh. Dementsprechend 



1} Wogen der bequemen ZugftagUchkeit litleren wir mich der deutschen 
Ansgahe von Arthur Korn in Ostwalds KlsMlkeiMHnnlniig. Leipiig 1899. 
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62 Kabl Hsm: 

iat auch r durehj^df m erseteen. D«r zugehörige Geeehwindigktiit»- 
znwachs o — wird gleieh dp, and wir erludten die Belati<»i 

dh = mc/ü + df. 

Wir setmn ferner 

bpziehpn also die stetig wirkenden Kräfte k und s aiü die Zeiteinheit 
und gewiiiueu so die Grimdgieichimg iür die d^iiaiuische Dauerwirkung 
in der Form 

(3) *-m^,'+i. 

In [iezug auf das vollständige System lüilteii sich die IJeaktioneu wiider 
da.s Gleichgewicht. D' A lein hert hat diescu Uherguiig für gaiiz selbst- 
verstäudlich gehalten iiud liebt ihn deshalb gar uicht begonders hervor. 
Mau darf ihm daraus aui'h keinen Vorwurf machen; denn <lie prinzipielle 
Vorau.ssteUung der Iinpuisauffassimg ist jetzt wieder ganz modern ge- 
worden und hat auch .den allgemein anerkaimten Vorzug gröfserer 
AniduuilieUrait als die umniHieniKre Betncihtiing der stetigen Bewegung. 

Umerer Sehreibweise der Gleidiumgen (1) und (3) liegt offenbar 
der äats toih PanUelognumn der Impnlae und &ilfte za Gnmde. 
D*Aleml>ert benntEt als statische ArinzipieiL aufserdem den Satz des 
Hebels und aadeutungswMBe das Brinzip der yirfeaelleii Gesdiwindig- 
keiten in einer Fflssung, welche deutlich erkennen lafst, dafs er die 
Tragweite der letzteren nicht einmal in dem Umfange erfafst hat, wie 
Jacob Bernoulli (1717). Seine zahlreichen Beispiele haben ans 
diesem Grunde einen etwas einförmig elementaren Charakter, wenn 
auch ihn! Be<leutiini^ für die damaligen Zeitverhältnisse nicht unter- 
schätzt werden Ifirf. Der interessanteste Teil de.s Traite, nilmlieh din 
mathejiiatiscLe T.i li indlung der St()rs^e.st>t/,e, mula von der gegenwartii^en 
Betrachtung ausgeschlossen werden, da die vollatändige Durchiührung 
derselben physikalische Hypothesen verlangt. 

3. Die allgemeine, fmnuik Kliminatwii Ucf Umktiomn durch 
Layranye. — D'Alembert sagt in seinem Traite (S. 57): 

j^d* «e«fc mteft Afcr bcf/niiyen, die Bmegung der KSrper m he- 
hande^, wdtAe anf eimnäer in hdii^riger Weiae stofsen, oder sotdier, 
nfMe auf einmider durtA Fade» oder UMhiegsame Stabe Züge anaäben. 
M teerde mteih um eo lieber a» dieten Gegensiand Aatten» äle ms Insker 
die grofsten Geometer nur eme säir kleine Zahl von Prchlemen dieser 
Arl gegd»e» habe» md ick, wie idt haffOf durch die aUgcmeinc Methode, 
icdc^ icJi darlegen teerde, alU, die mit der Kechenkiinst und mit den 
Primipien der Mechanik vcrtratU sind, m den Stand s^ge, die achwiaig- 
■ ^en FroUeme dieser Art ß» lösend* 



4 
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Die Bedeutnqg d«t D'AleubertwÜMB Frimipw Mr itemi Sjttenio etc. 63 

Dieser kühne Ausspmcb kann ^ar leicht Anlafs zu Mifsveretand- 
nisseu Lu Betreff der LeistuugsiUkigkeit der D'Alembert scheu Me- 
thode geben. Bei allen einfacheren, d. lu l«iebi fibenehbaren SjsfcMii-' 
▼erbüidiiiigeii konnte «r selbstreratindlidk die ReekÜonen f oder F eli- 
minieren — da in dieera Fülen die eiementanten statieciien Prinsq»ien 
anneiGhten — und gelangte auf dieaem Wege sn den tdnetiachen 
Düferentialgleichnngen. Hätte er aber nnr statt der duikretm Ibsaen- 
pnnkte {corp») bd eeineo Fadeooi- und Stabrerbindnngen itane Systeme 
Ton endlichen Dimensionen betrachtet, so wären ibm die Grenzen der 
Leiafeangsfähigkeit der ihm za Gebote stehenden statischen Hilfsmittel 
nur zu bald zur Erkenntnis gekommen. Aber den wichtigsten prinzi- 
piellen Schritt zur Begrilndung der Kinetik gebundener Systeme hat 
er doch gethan. Gerade weil er die Aufstellung der Bowegnngs- 
gieichuugeu solelier Systeme aui «'iu reiii sUitlsrhes Prohlvm aligemrin 
y.nruckgefiihrt hatte, so setzte er damit der Meelmiiik seiTier Zeit 
ein ganz bestimmte« Ziel, dessen Tragweite er treibst nicht gekannt 
hat, uäiulieb die systertuUi.sdir Axstnltimv/ liir SUitik gebundener 
Systeme, die von seinem jüngeren Zeitgenossen Lagrange mit wahr- 
haft erstaunlichem £rfolge betrieben wurde. 

Auf der Idee Jobann Bernonllis ireiterbanend, hat Lagrange 
daSf^Prinzip der Tirtaellen GeschirindigkeiteD'' als die aUgemeinste formale 
Grandlage der Statik aller materiellen Systeme gesebalFaL Die Aut- 
arbeitnng dieses inndamentalen Frinsdps in Büekaidit auf staitre 
Systeme, Gel^iksysteme ans starren Gliedem, Fadensystsme, feste^ 
elastisehe und flüssige Kontiiraa hat diesen geniabten Förderer der 
Mechanik von seinem 24. Lebensjahre bis zu seinem Ende (1813) be- 
sehäftigi In seinen gesamten Werken nehmen diese Leistungen freilich 
einen verhältnismäfsig klrnnsu Baum ein, aber sie lenohten wie ein be- 
sonders kostbarer Edelstein ans dem reiche» S(;hatze seiner Schöpfungen 
hervor. Die „Meranique anahßiqm'' (17SS| wurde das „scirntific pocm'^ 
für Hamilton und wird es bleibeu, so liinge luiin die Mechanik 
nach Leonardo da Vinci als das ^^i'aradies der Mathematik*' be- 
trachtet. 

Der Kernpunkt in dem Lagrangescheu System der Mwhanik ist 
die scharfe imd zielbewufste Auffassung des Begrüts der htöyiicluM 
Chtdmindigkeit (oder des hiermit ^eichbedentenden Tirtaellen Be- 
wegungseienMiites) eines beliebigen Massendementes eines wobldefinierten 
materiellen Systems. Soweit es gelungen ist, solche möglichen Ge- 
aebwindi^Eeiiisysteme aar maihematisehm FormuUerunff an brii^^ 
soweit bttt die Medianik positiTe Resultate ensielt — darüber hinaus 
liegt alles im Dankein. Kennt man den eindentigen, ToUständigen 
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Aasdniek fOr das virtufille Bewegungselement 8sc eines System pmiktes 
mit der Hasee m, desBeo Ort im Rfttime durch den Vektor x besimmt iefc, 
so besteht lllr das Gleichgewicht eines Impnls- oder Kriiftesystans 
resp. k nach dem Pkinzip der Tirfeodlen Verschiebungen die Gleichung') 

2;/^^i . -0 oder 2:Z-,d.i, -0, 

wohi'i sich ilit' Suniiiiiitidueii über das ganz»' Svst*Mn erstrecken. Nach 
Austührmi^ der ..iiiiiüren" Vektorprodukte zerllilll jede dieser Gleichungen 
in ein iS^ hUjiu von ebenso viel«»» unabhängigen statischen Relationen, als 
in den Öj- von einander unabhängige l'aranietcr resp. Öystemkoordinateu 
vorkommen; denn wir haben im Sinne Lagranges TOransgesetzt^ dafs 
dx eindeniig mathematisdi formuliert ist 

Ist die Anzahl dieser Parameter, fOr das gamse System genommen, 
eine unmeRuhef so wird die Tirtuelle Arbeit nur für ein wohl- 
definiertes BcmmdemerU des Systems ej^üsii ausgefSlirt, und man 
eilialt im aUgmeinen partielle Differentialgleidkungen als Bedingungs- 
^eichungen des Gleichgewichts für ein Kraftesystem, welches zu jedem 
Ilaumelement fef^tgelegt sein muss. Die inneren Spannungen fidlem aus 
den kinetischen Gleichungen jetzt nicht mehr heraus. 

Lagrauge hat allerdings in seinen statischen Entwicklungen 
nicht inmier den voUstäntiifjrn Ausdnick für 6.r im Auge gehabt, 
sondern gerade in seinen :illgeiiieiiieteii AiisiU/en iml hesoiulerer Vor- 
liebe vielfach li«-f/infii(ii;/s(/lii(h(inf/<ii l>fiiut/.t. Hier soll aber, wie 
schon bemerkt, von iillen h<»l<)ii()ineu UtHlinguiigen ;aistlrii( klich abgesehen 
werden, während lucht holouome Einschrünkiuigen der Bewegungen — 
ungeachtet ihrer grorseu Bedeutung für die Kinetik realer Bewegungs- 
vorgänge — von der gegenwärtigen Betrachtung des D'Alembertschen 
Phnzipes ausgesehloBsen werden. 

Mit Ettcksidit auf diese engere Auffassung nehmen die kinetischen 
Gleichungen die Form an: 

Zrdx — 0 oder £»dx 0, 

wofür man wegen der Gieichungeu (Ij und {ß) auch schreiben kann: 

(4) £(h-mv)äx - 0, 

(5) 

Diese Gleidrai^n bilden in dem Lagr angesehen System die Grund- 
bgen der Kinetik der Impulswirknngen und der stetigen £niffcwirkung. 
Die spezifische Leistung Lagranges, namlidi die Dureharbeitung dieser 

1) Der Fall der üngleiobang wird hier und im folgenden auageMhloaeen. 
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Fundamenidgleichnngeii fOr diejemgen Problemgrnppen, welche liier 
mklut berfioksichtigt werden aoUeB, fiodet in Abwdiiutt G eingehendwe 
ErSrteraiig. 

4. Das D^Älemberiadie Jhrmgip hä Poisson. — D' Alembert ao- 
wobl ele eadi Ltgrange betten ab nichstee und wiehtigfrfce« Ziel die 
Oewinnnxig der J)iffmnik>tgki*AiMgen det BewtgiMMf im Auge» wlbrend 
ihnen die Beatimmnng der Beak&men ein Problem von onier- 
geonlncter Bedeutung war, das sie zwar nicbt in allen Fällen ver- 
nachlässigten, aber doch unter aUgemeumi Gesichtspunkten nicht 
weiter verfolgten. Die immer mannigfacher werdenden Anwendungen 
der nitionellen Svstonmiechanik nivifst** jedoch die Mathematiker im 
Laufe der Zeit darauf aufmerksam machen, dafs auch ditsp anfangs 
veruHchlässigte Seite des D Alcmbertschen Prinzips — die Kine- 
tostatik — für die Praxis ebeuso wichtig sei, wie die Bewegungs- 
erscheinungen als solche. Nun hatte La^range die Anwendungen der 
Mechanik aal' astronomische Probleme ganz besonders bevorzugt, 
während ihm die technischen Anwendungen fem lagen, wie ja auch 
seine prinatpi^ Ignorierung der Flaefaenreihung in der pSHeoemique 
wtafytiqu^ gor Gentige zeigt. 

Poissou hatte gUidifiüls ein groIiNa Interesse filr astronomische 
Probleme (Stomngstheorie, Pkasession und Nutation), aber er betrachtete 
doch die Ansbildnug der mediamaekm FkjfsSk als die Haoptsulj|pibe 
seines Lebens und war dadiireh von der systematischen Weiterbildung 
der allgemeinen rationellen Mechanik schon frühzeitig abgelenkt. Da^ 
neben hat er sich mit grofsem Erfolge auf spezifisch praktische Probleme 
geworfen und in dieser Richtung den Gnmd gelegt für die „Mccantque 
u}>]]iiqnri^\ die bald in Poncelet ihren eifrij^sten und geschicktesten 
Yfrfn't»>r fand. Aueli Poissuus sehöner Arbeit über die Wirknnjj des 
Schusses euuT Kamme auf die verächiedeueu Teile ihrer Lai'ette 
(J. Polyt. eah. 21) wcdlnn wir hier gedenken, \im anzudeuten, wie 
seine Tendeuzen — im \ ergleich mit den i^ag rangescheu — schon 
eine merklich andere Richtung genommen hatten. 

In Foissons yß^raUi de Mecanique'^ (l^il) finden wir daher eine 
AnffiuMung des D'AIembertscben Prinzipes, welche die Bedeutung der 
Beakticnm (innere Spannungen, Auflagerdrücke der bewegten System- 
teile) scharf her?oiiiebt und namentlich bei dm praktischen Problemen 
den wesentliefaen Einfloss der Beümn^ berftckaiehtigt 

Die tahlmcfaen Lehrbficher der rationellen Mechanik, welche auf 
Piiissons Tfuifr folgten, bieten nichts Bemerkenswertes in Besngauf die 
Formulierung des D'Alembertschen Prinzipes. Selbst das vortreffliche 
und in mancher Richtung aufserordentliob gründliche Ijehrbuch TOn 

▲rokiT tet MMhtmatüi oad rtgriik. 2U. iUUu. IL Q 
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Routh (Rigid Dynamics) giebt die Bterootype Anffitssiing wieder, an 
welche sich eine brieflifbe Aiislassong Airys über das Pnnsäp an- 
schlieisfcy die aber eachlich iiiehts Erhebliches enthalt. 



B. Die kbumatlMliett und dyiianiaoliei Omndb^gilffa. 

5« KinemaHs(^ Kombmaiumm mU effdelwm Elemenk». — Die 
Gnmdbegriffd der Kmematik des Punktes sind: der ortsbestimmeiid« Vektor 
desselben, welchen wir mit x bezdduien wollen, die tcMale ZeitderiTierte 

dieses Vektors — ^. welche das analytische Mafs der Oeschwin- 

dij^ktut darstellt, und die totale Zmtderivierte des Geachwindigkeitsvektorsa;, 
dx ' 

nimlich -^^x^'W, welche die Besehleiinigiing der Pankfebewqg^iing 
genannt wird. Wir bilden nun die skalaren Funktionen 

P— und £==|i;ir. 

P nennen wir die Polfonktion oder die determinierende Funktion 
des Vektors x. E ist die Energiefonktion (für die Masseneinheit) oder 
die determinierende Funktion des Vektors x. Aus den drei Grössen 
X bilden wir femer drei ,yinnere'' und drei „äussere'' Prodokte; 

dann erkennt man onmittelbar, dals xx ^ xx ^ — 2B und 

kx <= ,' wird. Das äuisere Produkt xx ist ein Vektor, welcher auf 
dt 

X und X senkrecht steht und die Grnfse xx sin {x\x) besitzt. Man 

iit'init diespn \'('ktor iu der Kineniutik ilfi« Pnnktos die doppelte 

Süktoreugeschwiudigkoit des Vekturs x, wir /.leiien jedocli hier — mit 

Rücksieht auf seine Verwendung in der Meclianik der gebundenen 

Systeme — den Namen „Jdtjmeut der (Geschwindigkeit" vor und be- 

. ^ jlf 

zeichnen denaelben mit Jf«. Dann ist selbatrerständlich xx =^—^' 

Die dritte Kombination durch äufsere Produktbildung ist xx. Dieser 
Vektor steht auf der (ieschwindigkeit und der Beschleunigung gleich- 
zeitig senkrecht und hat die Gro£ae xx9,\si{x x). Seiu skalarer Wert 
ist Jinch, wie man ohne weiteres erkennt, gleieh dem (Quotienten v^:r^, 
■wenn der Hanptkrüniniunifsradins in dem lietrettenden Punkte d»»r Bahn 
mit r, tH'/.eichnet wnd. Er ist Ins jetzt kiTiemutisch nur Somuff 
in Betracht gezogen worden. Da er noch kernen Namen ( ilialteu hat, 
so Wullen wir ihm seine Anonymität auch femer bewahren und den- 
selben im folgenden mit dem Syuihol />' kennzeichnen. 

Die direkten Kombinationen der kinematischen Qnmdelemente sind 
also in schematischer Zusauimeuätelluug: 
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1) 

2) 
8) 



XX = 



JfMKMV Produkt«: 

dt' 



- rl*P 



XX — 



dE 



dt 



Äußere Produkte: 



1') 


XX 








' 


3) 




U. 






\xx. 



6. JCinami^tsefte KmämaÜonm mU wrtueUtn Et/meiikn, — Die 
autopteehflndeii kmenuitiBcheii KombüutioneiL mit dem Tirtoellcai Weg- 
elemeat bilden wir nur mit «1«; nicht mit 9^Xf d» wir die „astetische 
Einetik", von weldher nur die rndimeniftrateii Gnmdbegriffii aiugebildet 
aind, Ton dieser Betrachtung ausschlielsen. Unier dieser Einschiinkiuig 
Voromt alBo zunächst das skalare Produkt xdx in Betracht. Seine 
Bedeutoug ist der systematischen Kinematik geläufig. Wir setzen 
x/ix ^ d' A,'^ dann ist A, diejenige Funktion, welche nmn fiir die 
Massen» inheit die „Aktion" cIps hewpgUrhpn I'unktes genannt hat. Dir» 
Symbole d' und d' be/.«ichii<'n lucr uml im folgenden Differential-, 
resp. Variationsausdrück«', wi'K-lie im alli^fiiuMiuMi nicht das vollstaadige 
Differential, resp. die volLstiiuditr*' \ ariution flcrjenigt^u Fauktioiieu sind, 
auf die «ich die betreffenden Symbol« be/it'ht»ji. Durch eine einfache 
Differentiation der vurhergebeuden itelation nach der Zeit findet man 
Bon die fblg^de Idenftifit: 

Ux^^^{d'A,)-dE. 
Hierin itt netOrlich 

9E^ xdk. 

Wir nehmen nun — der Vollständigkeit wegen — auch die den 
diolaren Produkten entspret luMuleu Vektorpi mlukl*' hinzu. Das äufsera 
Produkt xöx steht auf der Geschwindigkeit und dem virtuellen Weg- 
element senkrecht und hat den absoluten Wert j-fl/ sin (dä- i"). Setzen 
wir r ^ d'S^, SO folgt duTch Differentiation nach der Zeit t die 

Identität: . 

xdx = ~(d%) - .,:dx. 

Hiemach haben wir das folgende Schema kinematischer Kombinationen 
mit dem Tirtuelleo Wegelmnent äx: 

n. 

1) xBx^rA,, {') 

2) xdx''^^id'A,)-dE 2') 



xöx 
xöx 



dt 
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7. Dynamische Kombi nutioneti mit tffektivm Elementen. - Die 
entsprechenden dynnmisclim Grundbegriffe sind der Impuls h und 
die dauernd wirlcnnd« Kraft /.•. Pas innere Produkt jch kann 
«las eleineiit:ir(' ,.\ ii ial des Impulses'" bezeichnet werden, indem wir di»* 
Nomenklntiii von ClHusius mit einer unbedeutenden Abänderung auf 
Moiiuuitiiukräite (Impulse) übertragen. Wir setzen rh = l'V Der 
analoge Begriff für zeitliche Kräfte, nämlich .rA", ist iu der Mechanik 
eingebürgert. Wenn wir xk ^ Vt setzen und Vi als „Virial der Kraft'' k 
btz«iclmeiiy so indem mr, wie es bwuts fiblich ist^ nur das Toneiclkeii 
der Ton Claasins so benannten Gröbe und lassen den von ihm ein- 
gefülurten Faktor \ weg. 

Dem flblichen Spraehgebranch entsprechend, bedeuten die Pk^odukte 
ih^Lh and xk = Lt die ,,Iieistimg" des Impuls«! h xaA der danemd 
wirkoiden Kraft k. Die änfser^ Produkte xh ^ Mh und xk ^ Mk 
sind die ^^omente'' Ton % nnd k in Bezug auf den Anfangspunkt des 
Vektors ä. _ _ _ 

Die „auJaearen'' Vektorprodukte xh = JV* imd xk = Nk sollen im 
folgenden nur gelegentlich betrachtet werden, da ihre mechanische Be- 
deutung noch nicht '^enflijend imtersueht ist. (terade aus diesem Gnmde 
ein])t'<'hlen wir sie hier aber doch der Heachtuiifi;. Denn es liat sich 
bei der Entwicklunir der systematischen Mechanik sclioii wiederholt 
herausgestellt, dalk iormale Konzeptionen, die nntangs als uimütz an- 
gesehen wurden, später eine grofse Bedeutung tsrh leiten. Ich erinnere 
in dieser Beziehung nur an die von Schweins eingehend betrachteten 
Fliebmomentet, die nachher als Yiriale dutdi die Arbeiten von Clausius 
und Tvon Villarceau zu allgemeinem Ansehen gebracht wurden. 

Die Zusammenstellnng der dynamischen Kombinationen mit effek- 
tLTan kinematischen Elementen ^iebt demnach die fo^^rade Übersidit: 

UL 





Fflr Momentankr&fte: 




Für Zeitkraftc: 


1) 


xh - F*, 




xk = Fi, 


2) 


xh<= 




= I», 


8) 


xh - Mkt 


so 


xk Mkt 


*) 




4') 


xk — Nit, 



8. Dynamisriie Knuihlnaf/Di/m mit dem virlufllot W(;f*icmeni. — 
Unter dieser Rubrik sind die „iiLuertn"' l'rodukte h-dx^^ö A^ und 
/. • dx d ' Ai du: vviclitigsteu, denn sie definieren die virtuelle „Arbeit^' 
für Momentankräfte und Zeitkiifte. D aneben wollra. wir a ber au ch hier 
die entaprech«iden lufseren Produkte h'Bx S'Si, und k ' dx = ö'8k 



Digitized by Google 



Die fi«d«q|iiiig des D'Alembertacli«Q Prinsip«« für «torre S/ateme e(o. 69 

mit suffQlirat^), da sie bei der aäaüadien Betraclitiing der System- 
neduauk Ton NutMoi lind. 

Wir, erhalten alao die folgende Zneammeiurtelliiiig: 

IV. 

Far HomentenkräAe: Ffir Zeitkiüfte: 

1) kdx~rAA, : 1') k'dx^ö'At, 

2) jTdi-d'Ä. .20 ITdx-^d'St. 

Die im Torstehenden angeführten kinematischen und djuamischen 
Komblmtioiien hfld«D in bestimmter Umgrenzung ein fonrndes Gerippe 
der aystematiBchen Mechanik des Punktes. NatOrlich kann man naeh- 
trigUeh nicht wflnseheit, dab sidi die Mechanik nach einem solchen 
schematiaehen Fh)gramm Iwtte thatrachlieh entwickeln sollen; denn dies 
bielse die Pedanterie vor Biehtsehnor des Fortschrittes machen, was 
einer gesunden Entwicklung prinzipiell zuwiderlauft. AnJercrseitB haben 
wir jetzt, nachdem die Statik und Kinetik in einer hochansgebildeten 
Entwicklung^haee Tor uns li^^ wohl das Recht, die Frage zu stellen, 
wie sich die aus mannigfacUen und häufig mehr oder weniger zulalligen 
Bedfirfnissen hervorgegangenen GrundhpijTiffe einem künstlichen Schema 
unterordnen lassen. Seihst scheinbar abgeleL^enere allgemeine Sätze der 
Mechanik, wie das Theorem von Yvou Villarceau für frfi<» Punkt- 
systeme, haben in einem solchen Schema eine bestimmte Stellung. Der 
angedeutete Satz ist nichts anderes als <lie Formel 2) der Übersicht J, 
nachdem die Summation über das ganze l'unktsystem auagetülirt ist. 

Für uns hat die Aufstellung der obigen Schemata einen ganz 
bestimmten Zweck. Wir wollen diesdlben nimlich nnmittelbar auf die 
D'Alembertsche Gmnd|^eichung, welche die Zerlegung des djna- 
misebai Ydrtors ansdrQckt, anwenden und dadurch Verbindungen 
awisdien den fundamentakn kinetische Relationen offen legen, die 
sich auf anderem Wege nicht so ungezwungen darzubieten scheinen. 

C. Mgemdira Folginrngsn am don D^Al«iiibertseli«ii FMnslp. 

9, YiriaisätMe für g^ndene Systeme. — Durch die Operation der 
y^inneren'' Prodnktbüdungen folgt ans der D^Alembertschoi Impuls- 
gleichung 

h = mi + r 

1) Die Gleichuog d'S^^ =^ 0 enthält in ihrer Auweudung auf das starre Sjstem 
die roUfltladjgsB nnd huueichendea Bedingongeii tOx alle atkUu^im Oleiohgewiebti- 
fonnen. Sie leistet also hier dasselbe, wie die Oleldning der TiitaeUen Vetscliie- 
Iwngeii tf' =« 0 für das PotitiamgleichgewiekU 
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unmittelbar 

(6) xli = wscx + xr. 

Wir srnnmiereii jofast Aber alle MaBsenpninkte m doe Systems und setzen 

Stnxx = P, £xh = V*, Sir ^ Yr. 

Dann wird 

und man erhält die für alle Systeme gültige Folgenmg aus der Gleichung (6) : 

oder in Worten iiusgcdnii kl; 

Für jctlrs fiihundene System tut dir Difprcnz d(r Syntcmvirialc der 
Impidse und Jirnktiotteti gleich der voliatäHdtgm Derimertm der Folr 
funktion nmk der Zeit. 

Für ein staiTts um den Anfangspunkt ilei- Vektoren .' rotierendes 
System ist offonbar I* konstant. Folglich gilt in dipsem Falle der Satz: 

Bri dein rotiermdiu sfurn n System, auf' wtliliis nur ImpuUe /cirknt, 
/,sY das yiri(jU aller Jmp'dsr (jlnch dem Virial aller Eletnetttaarcaktknien^ 
wenn beide Viriale atif den f'isfni Pind:f hfzogen werden. 

Ganz in derselben Weise behandeln wir die D'Aiembertsche 
Gleichung für 2ieiikräite: 

Ii = »»je + s 

und erhalten zunächst 

örk = mxx + ocs. 
Set^n wir jetzt für das ganze System 

so folgt mit RAcksicht auf die 01eichimg (2) des Schemas I: 
(8) T.-V.-^-2E, 

welche für freie Systeme, aLo für = 0 in das Tlu-oiem von 
Ytoh Villarceau übergeht. Für gebundene Systeme besteht demnach 
der allgemeine Vmalsats: 

Das Virial der auf ein Sgstem wirkenden ElemefiUirkräftc, vermindert 
um das Virial det entspredtmden Mementaneaktummf id gleich der 
gweUm Derimertm der MffdiSrigeH Pt^knhliion fMoft der Zeit, vermindert 
um die doppeUe Energie des Sifstema. 

Fttr einen am einen festen Ponkt rotiersnden Edrpw ist P von 
der Zeit imabhaugig. Mithin gilt hier der Satx: 
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Die doppdie fttMe^Me Bntrgk emes rvUereitäm äanm S^sims ist 
skts äet Diffmn» der auf dm festem RteiH heeogenem VkriaU 

der BmMUmm vmä der^änfkem Kräfk, 

10* Die Lmkmgsiheoreme für gebmtdeiie S^sUme. — Die hiat in 
Betraclit kommflndeED S6iM rind tehoii in der ersten BntwiclKlimgs- 
periode der Systemmeehitnik entetaiMleny werden alao hier mar des 
ZnsammenliangeB wegen ansuftbren sein. Ans den Gnmdgleichnngen 

Ä — mx + r und k = m'i -j- s 

folgt dnrcli Multiplikation mit x nnd Sommation fiber alle Hassen- 
punkte des Systems 

£kk => Emxx + SXT und Zxk =■ £mxx + Sxs. 

Nach dem D'Alembertschen Prinzip ist aber 

£xr 0 und £^8 - 0. 

Setaen wir also, den frfliieren Bezdchnungen entspredieud^ f&r das 
ganze System 

£xh La nnd £xk — Lt, 
so erhalten wir die bekannten Leistongsformeln: 

U^2E und U = ^- 

Die Leistiug eines ImpiilsBysteni% welches anf ein ruhendes gebundenes 
System wirkt, ist gleich dem Doppelten der erzeugten kinetischen 

Energie, und tlii' Leistung eines zeitlich wirkenden Kräftesystems wird 
durch die auf die Zeiteinheit beaogene Änderung der kinetisdieii 

Energie gemessen. 

11. Die MomeiUenäiUe. — Wir mnltipliaieren die Gleichungen 
h = mx + r und k = mx + « 
mit dem Vektor x und erhalten 

xh^mxx-\-xr, xk '^mxX'^äes, 
Die Summation Aber das ganxe System ergiebt: 

M* - M. - und M* - M, - 

Für ein freies starres System ist Mr '» und M, ^ 0. Man hat 
also f&r die drehende Bewegung dmelben die bekannten Qrondgleiohungen: 

Mi - und Mjt = 
Sie sind der analytische Ausdruck des Prinzips der FUushen- 
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12. Zwei emaloge Satte ßr «im tfynamitd^ Vektor M. — Wird 
die finÜMT« Fh>diiUbÜdimg mit dem Geschwindigkeitsrektor z waa- 
gttfilhrt, 80 gewinnt man die Oleiehungni: 

£a:h » £xr und £xk 2^mä;x + Zxs, 

oder, wenn 

. SmJex = B 

gesetzt wird, 

N*-=N, und Nt-N, = B. 

Der Übersicht wf^on fteUen wir die aügemeinen Folgemngen in 
de» michstehenden Tabelle znaammfln: 



Für Momcntankxüfte. 
iP 
dt 



2) L*»2E, 
4) N*-N, = 0. 



V. 

Für Zeitkräfte: 
1') V*^V,«'^*^^-2E 

4 ) Na - N. = B. 



D. Die DifferentialgleielLiingen der Bew€igii]ig. 

13« Die £a^raiijre-Jff^am»{^o»M/M! Form des D* Älemhertaiiim 
Prwurips für hnpidee und Zeükräfle. — Ans der Qnmdgleichüng für die 
Zerl^ni^ des eiogepi'Sgteii Impiikee 

folgt durch Mult iplikation mit dem virtuell»!!» V\ Cgrlement Öx und 
nackfolgende 8unuuation über olle Massenpunkte det» tSystemt»: 

ÜhöS = Smidx + ZrÖx 

oder 

d'A« ^ d'A, + ö'kr. 

Da nach dem Prinzip der TirtoeUen Verechiebungeti d'A^ — 0 isl^ 
BO erliält man die Qnindgleichimg der impulsiTm j^wegong in der 
jponn 

(9) d'Aft » d'A.. 

Für seitlicli wirkende Kräfte bildet man den Ansdmck 

2^k • Öx =^ 2^mx • di + 2»« • dx 
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oder nach Gl. \2) den Schemas 11 

(10) d'A»-^/d'A.)-dfi, 

da £$'dx^O ist 

Die Oleidumgen (9) und (10) mnd als formale analytiaehe Ana* 
drfleke dea D'Alemberttchaii PrinaipB anaiuelieii und rfihren beide 
Toa Lagrange her. Aueh der aus der Gleichung (10) durch Inte- 
gration nach der Zeit t liervortjehende Ausdruck war Lagrange (MÄJ. 
anaL 2. ed. Bd. 1, Ö. HOT— Hio) vollständig geläufig' und wurde von 
ihm der Ableitung der Eulerschen Gleichungen für den rotierenden 
Körp*>r (MfV. anal. Bd. 2, 8. •_>:^s - 240^ zu Gruud.- tr. legt. Es seheiut 
mir notwendig, dies hier ausdrücklich henrorzuheben, weil man die 
Int^^ralfonuel: 

(11) [a'Aj; - + d'A*)d< 

immer noch als „Hamilton sches Prinzip'' bezeif Ii ii pt oV> woh 1 >1 a m ii t o n , 
der die Mecauicin»' ansdvtitjue sehr fjenau kannte, nn mmI^ "i i[i4efa1len ist, 
die Autorschaft für dieselbe in Ans[)nTrh zu ufliün n. Sein Verdienst 
})esteht' in der Aufstellung und Verweuduug der „charakteristischen 
Funktion" und <ler Erkenntnis ihrer Bedeutung für die formale Dar- 
stellung der kanoniHchen Integrale, wenn eine Kräftefunktion existiert. 

14. Analoge ) rktorformdn, in wtUJten <l'> lu 'iläiontu nicht eli- 
miniert situL — Für Impulse erhält mau durch äulsere Multiplikation 
der Grundgleich ujig die Relation 

• dx » £mx ' dx £r • dx 
oder in muerer Beseiclmtuig: 

(12; d% = a'S, + <J'S.. 

Ebenso folgt aas der Gleichung: 

£k'dx^ Emx 'dx+ US' dx 
mit BOckBicht auf die Gleichung 2') des Schemas II der Ausdruck 

d% - ^/d'Sp) - Hmx^ -f d'S, 

oder durch lnt^p:ation nach der Zeit t: 

(13) [d'S,]^ =/[*'S» - d'S» -I- Zmx . dx\di. 

*• 

Die mechaiiisehe Bedeutung dieser Formel, welche i6k bisher ntir 
an einlsehen Beispielen, untersucht und auch in Lagrangesehe all- 
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gememe Koordiiialeii tmufoimierb habe> mögen hier nneroitert bleiben, 
da ieh hoffe^ in der Fortoeteimg dieser Arbeit ftber das D'Alembertsehe 
Ihinsip BingebendenB mitieileii xa kSiineiL 

Ift. 8if^me mSgtidier Oesckwimäigkeitm. — Unter einem ToUatSndigen 

System der moglicben Qesdiwmdigkeiten eines beliebigen materiellen 
Komplexes Tersiehen wir die Gesamtheit der analytischen Ausdrücke fiir 
x oder — was damit gleichbedeutend ist — fUr die virtuelle mit den 
SystemverbuKlimp^eii verträjjlichen Yorschiehunfjen ^.r, welche man durch 
Berflcksichti^ung der eöektiveu Elementarhewe^mgen aller Massen- 
punkte gewinnen kann Dh wir uns hier auf die einfachsten materielieu 
Sjstem^ttuügeu (starres System und (leleuk ketten) beschränken, so 
liegen uns diese Geschwindigkeitssysteme prinziiiiell in fertiger Gestalt 
vor, wenn auch vielleicht in einzelnen Fällen noch luauches nicht ge- 
nügend durchgearbeitet ist 

Zor DsanteUimg der Oeadnmid^fiitssjtfeeme lUr sille nmterielkiL 
Systeme mit einer endlichen Ansahl Ton Freiheitsgraden giebt es swei 
wesentlich Terschiedene W^e, die sich historisch, im Awschlnfs an dos 
Fehlem des starren Körpers entwickelt hoben. Euler, Olsirant and 
D'Alembert gewsimen gleidisam dmrch eine exakte intnition fDr das 
rotierende stanre System den kinematisclien Begriff der Moraentsoaxe 
mid der zugeliorigen Kotationsgesch windigkeit. Beide Vorstellungen 
vereinigen wir üblicher Weise jetzt in der Konzeption eines einzigen 
Vektors der in die Richtimg der Momentanaxe fällt und in seiner 
Läncre ihe (rröfse der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit B dar- 
stellt. Die unmittelbare Anschaunnfj lehrt dann, dafs für jeden Punkt, 
welcher nm den Vi ktor ./ von dem festen Punkte 0 in bestimmtem 
Richhmgsämue absteht, die üleichong 



besteht. Beaiehen wir die RotaÜoitfibewegimg auf einen beliebigen 
AnfisE^p^nnkt C> der Ton dem Bezugspunkte der Vektoren i om c ab- 
sieht^ so können wir dem Punkte C die Translationsgeschwindigkeit 6 des 
Systems zuschreiben und erhalten an Stelle der Gleichung (14) die folgende: 



Diese Gleichung enthält den vollständigen analytischen Ausdruck des 
GesehwindigkeilsiTatems fOr einen freien diarrm Körper. 

Dasselbe ist durch die Angabe der beiden kinematischen Vektoren e 

(IQ _ 

und tf festgok j^t. Setzt man 6 = ä -jj, so dafs m einen Einheitsvektor 
vorstellt, der die Richtung der Momentanaxe bestimmt, so wird 



(14) 



(16) 



« — c + 6(x — e). 
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Hierfür schreiben wir im folgenden meistens 

indem wir w • df) dß setzen, also die Amplitude als Vektor ansehen. 
Alsdauu ist <ier allgemeine Ausdruck lür die uiügliche £lementar- 
bewegung des freien starren Systems: 

(16) dx^de + t9(x - c). 
Kommt nur die Rotation in Betradil^ lo wird 

(17) dx^WT, 

wenn wir den Bezugspunkt 0 mit G mflammenfiftnen lassen. 

Lagrange hat «ich mit der uinnitkelbar aus der Anschauung 
folgenden Ableitung dieser Formel nicht begnügt, sondern dieselbe 
noch auf andere Weise zu gewinnen gesucht. Eine eigentümliche und be- 
sonders bemerkenswerte Methode hat «r iu 1. Bd. der ^6bmjl analytiqne'' 
S. 159 — 165 aagewendei Hier geht er Ton der VoisteUiing aus, dafs 
jede in ein«n starren System beliebig angenommene Knrre doppdtar 
Krflmmnng in sieh fuiTeränderlich bleiben mnls, d. L irgend drei in- 
finitesimal benachbarte, auf einander folgende Punkte dieser Eture 
mfissan in starrer Orientierung an ^nm^ bleiben. Auf diese Weise 
erhalt er ein System Ton Difierentialgleieliangen, dem die Komponenten 
Ton dx genflgen mflssen. 

In einem „Bijdrage tot de toepasaing Tan het beginael Tan 
D'Alembert, oTereenkomstig de rekenwjjxe Tan Lagrange^ hat 
Yerdam (1864) diesen Gedankengang ansfUhrlieh daigestellt 

Interessant ist auch die Gewinnung der Gleidrang (17) durch 
Negation der elementaren Defoimationen eines als Teiftnderlieh TOr- 
gesteUten infinitesimalen Df^ArsUs. Ndunen wir denselben — der 

Einfachheit wegen — als reehtwinklig an und betrachten ix^^ 9x^ dx^ 
als die rechtwinkligen Komponenten von ho folgt aus der Negation 
der Längenändemngen nach den kinematischen Qrundgleichuz^en der 
Eiastizitfttstheorie: 

^^-^«-^^ A*-^»-^ 

und aus der Negation der Sehiebungsdeformationen des ISIementar- 
korpers: 

4''.+4<'^-o. 4'*>+äk*^'''"' k'^'+k"^-"' 
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Die Integmtioti dieser Gleichimg eargiebl ohne weiteres: 

= + dd, • arg — döj ■ x^, 
dXf = dc^ + JÖ5 • — döj • a:,, 

worin de,, tfc,, dcj, <5^j, r^7^^ dO^ die InteiEfrationskoneitaiiten be- 
deuten. Die 80 gewoimeuen Ausdrücke aiud mit Gleicliuug (16) für 
e — 0 ideniiselL 

Diese Methode ist in die meiBteii Lehrbficher der Elaatiätäts* 
theorie flbergegangen. 

Über die gebränchliehste Art der Herstellimg der Gleiohimg (17) 
durch Differentiation der Formeln für die Koordinaientransforaiation 
nadi den neun Kosinna der Aehsenwinkel ist hier keine weitere Be- 
merkung notwendig, da sie in alle DanteUungen der Mechanik aaf- 
genonunen ist und immer wieder reproduziert wird. 

Das charakteristieche Element in dem Ausdrucke x -^Wx ist der 
Vektor tf, also ein rein Jcinematischer Parameter, der unmittelbar nichts 
über (lio La^r des Syf'toTn-^ aussätet, und der aufserdom ungeeignet ist 
für die {in aly tische Kestlegunfr des KräfteHvstenis. 7um vollstiuuligfn 
Ansatz eines den starren Köq)cr betrcÜtudeu l*roblemti ist es deshali) 
notwendig, den kinematischen Vektor a durch Koordinaten aus- 
zudrücken, wodurch man eine zweite anolytisdm DarskUung des Systems 
möglicher Geschwindigkeiten erhält. 

Dies nt bekanntlioh schon tou Enler (Mdm. Ac. BeiL 1758) 
durch Einftlhrang der nach ihm benannten drei Positionswinkel ge- 
schehen. Auch hatte Lexel (Not. Com. Ac Petrop. 1755) schon die 
Achseneodnns dnrch drei derselben dargestellt und hierdurdi ebmfidls 
eine Lagenbestimmung durch (unabhängige) Koordinaten erreidtt 
Allein diese Verfahren hatten einen wesentlichen Mangel, da die Sym- 
metrie der Formeln nicht aufrecht erhalten werden konnte. Vollkommen 
symmetrische Koordinatenausdrücke fOr den Vaktor 6 scheinen zum 
ersten Meie von Cayley (Cambr. DubL Math. J. 1846) hergestellt zu 
sein, der zu dief?em Zwecke die Koordinaten ynn Rndrignes f'J. de 
I,iouv. 5. 1><4'*^ vcrwf'Tiflt'te. Die neueren Unlersiicliuniren über diesen 
Gegeustiind fimlt t man itei F. Kleiii und A. Somm t-rt t-ld: Uber die 
Theorie des Kreisels (lieft 1, Ib^T und Heft 2, lb9^Sj uuöiüiurlich dar- 
gestellt.') 

Diese Betrachtungen lassen sich nun ohne besondere Schwierig- 
Ireiten — freilich nicht immer ohne grolse Komplikationen — auf 

1) Vergl. auch F. Kötter: BeraerkaBgen zu F. Klein und A. Sommerfelds 
TheoiiA des Jüwiseb (1899). (Anm. d. Red.) 
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beliebige GeleniByflteme, deren einiebie Glieder atane KSrper sind, 
fiberbageii. Es nraJe, nach dem Prinzip der rdaÜTen Bewegung, in 
jedem dieser ElUe m<^cb sein, fbr alle Punkte des Systems je zwei 
Ausdrucke van der Form 

l = fiinct (ifc' k", X) 

und 

ar — fbnct 3,, . . g., x) 

anfznstellpn. so dafs k', /."", . . . eine ausreichoude Anzahl kinematischer 
\ »'ktoren Kedi-uten und q^, q^, . . ., die cntsjtrticheudt'ii PositiouH- 
koordmaten sind. Jeder uiuihffisrltni Form des vollsiäiidi*»;en Ge- 
schwindigkeitHs^^steiiis x entspricbi eiuf bt-aondi-re Form der allgemeineu 
Reduktion der Kräfte und eine diesem System eigentümliche Form der 
kinetischen Differentialgleichungen. Also die fiifarfü and die Kindik 
des betreffenden materiellen Systems sind hierdurch in ihrer tpMBm 
Form ToUstSndig charakterisi«! 

(FoitMtsoiig folgt) 
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Die Konfiguration (lö«, 20^), ihre analytische Darstellung 
und ilire Bezielnmgeu zu gewissen algebraiscken Fläcken. 

Von Rudolf Pünck in ObeveaMel (Siegkrew). 

Einleitiuig. 

Eine lämnliche Eonfiguntion (15«, 20^) Iwsteht nach Beye^) «na 
16 pQnkten» 15 Ehmen nnd 20 Geraden in folgender Lege: Änf jeder 

der 15 Ebenen liegen 6 von den 15 Punkten, und durch jeden der 
16 Punkte gehen ß der 15 Ebenen; jede der 20 Geraden ist mit 3 der 
15 Punkte imd 3 der 15 Ebenen inzideni Die Eonfiguntion (15^, 20^) 
tritt bei geometrischen Untersuchungen nicht selten auf. Schon 
V. Stull (U-i lint vollständige Fif^iir zweier perspektirer Tetraeder, 
welche cnuc Kuntiguration (1.%, i?*);,) bildet, beschrieben Aucli ilio 
15 Potfflizebonpn, 20 l'oteuwixeu uud 15 Pnteti/punkte, welche 
G Kugobi zu zweieu, dreien und vieren bestimnuMi, oilden eine Kon- 
figuration (lög, 20^5).') Bei der ünterauchuiig p^owisser 15 Geraden 
einer kubischen Flüche ist ebeuso Cremuua') auf ein Gebilde aus 
15 Punkten, 20 Geraden und 15 Ebenen gestoDsen, welches ron Reye^) 
als eine Eonfignration (15^, 20,) erkannt wurde. Am eingehendsten 
hat ricli De Paolis*) mit der Eonfignration (15g, 20,) beecliaftigi 
Allein seine analjtisfiOie DanfceUong der Eonfignzation ist ziemlieli 
kompliziert Auf Anregung meine« Lehrean, des Herrn Prof. Reye, 
habe ich daher nntemommen, die Em^ontion (15„ 2O3), Ton einer 
emfachereu analytischen Darstellung derselben ausgehoidf von neuem 
zu TiTifi rsucheu. Ich werde De Paolis insoweit folf^on, als auch ich 
die bekannten Eigenschaften der Konfigniation ableiten and ihren 

l) Keyu: Da» Problem der Konfigurati oneu, Acla iuatbi;maucu, 1^ I6t^. 
1) Staudt: Oeometrie der Lage, Nflmbeig 1841, S. 48. 

3) Heye: Synthetiidie Oeometrie der Kngda tuid linearen Kngebysteme, 

Leipzig 1879 

4) Cromona: Teoremi sicrcomeirici dai quali si deducouo le proprieUi del 
esagramm» di Paacal, Mem. d. K. Accad, dei Üeceif 18TA—77. 

5) Beye: Geometrie der Lege, m. Abi, Leipzig 1898. 

6^ PaoH»: Bioefehe solle snpeKficte di 8» grado, Mem. ä. B. Aeead. dei 
Lincei, lböu/1. 
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iimigeu Zusanmunihang mit einor fliicho drittw Ordnang nachweisen 
werde, hi iUieu iuideru ruiikteii weicht meine Untersuchung von der 
De Paolis' ab. Höchstens konnte eines der in den §§ 7 und 8 der 
Torli^end«i Ablttudlui^ «iiIwMskflttiai Sjrteme ms je 6 FBdieii dritter 
Ordnung mit einem nm De Paolis besduriebenMi Systeme ans eben- 
fidls 6 Imbiachen Fliehen identiscli sein, was ich niefat an entsekeiden 
Tennoehte. 

§ 1. 

AnaiyttMlie D«ntallui|f mid Bewknibijig der Kraflgumtlos (15,, 20y). 

seien x^^ x^, x^j x^^ x^f x^ sechs lineare Funktionen der 
Pmdrtl^OQTdüiaten y, e. Wik iklmnp beaeiebnen wir eine 



die lo £benen 
(»Jfc) Xf^Xk oder ♦ — a?» — 0 

einer Konfiguration (15^, 20,). Nämlich die Doppelgleichung 

-ÄTj 

stellt eine Gerade dar, in weldier sieh die Ebenen (2 3), (3 t), (1 2) 
schneiden. Überbanpt gehra die 15 Ebenen (fü;) zu dreien dnreb 
20 Oenuien 

Die dreifache Gleichung 

j"i ^ x^~ x^~ 

repräsentiert einen Punkt, dt ii Schnittpunkt der Ebenen (1 2), (1 3), (1 4), 
(2 3), (2 4), (3 4). Die 15 Ebenen {ik) schneiden sieh demnseh sn 
Sechsen in 15 Ponkten 

(l Alm) Xi^Xk^Xt^Xm' 

Anf der Geraden (1 2 3) liegen die Punkte (1 2 3 4), (1 2 3 5), (12 3 6), 
nnd ebouoviel Punkte (iklm) liegeu auf jeder andern Geraden (ikV). 
Die Ebene (12) enthalt die Punkte (12 3 4), (1 2 3 5), (12 3 6), 
(12 45), (124 6), (12 56), und in jeder andern Ebene (ik) sind 
gleieh&lls 6 Punkte {iklm) enthalten. Mithin esgiebt sieh: 
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Die 15 menen 
(»^0 = «» 

geJien zu ämm durüi 20 (ii niden 
(ikl) Xi = Xk = Xi 

und tu mgAm» durch i5 FmkU 
{ihlm) Xt = Xk'^xt^Xm. 

Die 15 Punkte (iJclm) liegen m dreien auf den 20 Geregten {ikl) und 
0u teiAsen in den 35 Eheiw» (lA). Die iS Juanen (ik), die J0O Ge- 
roden (ikl) und die 15 Punkte (ihlm) hikkn also eine Kmfiffuraiian 
(15., 20,), 

In d«r EonfigiiraiiioiiflebMie (1 2) liegan die Geraden (1 3 8), (1 24), 
(1 2 5), (1 2 6), deren 6 Sdinit^imkte die in der Ebene (1 2) liegenden 

Eonfigurutionsp unkte sind. Durch den Konfigurationspiiukt (12 3 4) 
gehen die Geradeu (2 3 4), (3 4 1), (4 l 2), (12 3), deren (J Verbindunge- 
ebenen die durch den Punkt (12 3 4) gehenden Konfigorationsebenen 
eind. Allgemein folgt: 

Jeder Konfißimtioiispunki (iklni) is^f Scifrifrl eines roUstiindigcn 
Vierkanis (iklni), trrlrhes mts 4 Grrndrn und >1 Khrnrn der Konfiguration 
Itesteht. In jeder Ko)if)(fur(dint}Sfl>nir [il ] licfd ein vollständiges Vierscit 
(ik) am 4 Gerndin und Ü I'unkkn der Kan/lyuration. 

Noimt man je zwei Elemente der Konfiguration, deren Symbole 
wie die der Ebene (5 6) und des Punktes (1 2 3 4), oder der Geraden 
(12 3) und (45 6) keine Ziffer gemein haben, ,,gegen11b«-lieg«ide^ 
Elemente der Konfigoxation, dann gilt der Sste: 

Jeder der 15 Kn^^uraHonspunkU ist KcUineationsseninm von je 
einem Paare j^erspif^^ner m der KonfiguraHon enäudienen Tetraeder; ihm 
Hegt die suffdiärige EdUineationsebene in der EtmßguraHan geffeniäfer,*) 

Besiehen wir nämlich die beiden Tetraeder, welche die Seitenfliehen 

(1 5), (2 5), (3 5), 14 5) 

(16), (2Ü), (3 6), (4 6), 

die Kanten 

(12 5), (13 0 1, (14 5), (2 3 5^, (2 4 5), (3 4 5) 

(1 2 6), (13 6;, ^^1 4 6), (2 3 6;, (2 4 6), ^3 4 6;, 

die Eckpunkte 

(2346), (3416), (4126), (1235) 
(2346), (3416), (4126), (1286) 



1) V. Staadt: Qeometrie der Lage, Nfimbeig 8. 4A, 
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besitzen, auf einander, iudcni wir je zw« i ihrer Ebenen, Kauten und 
Eckpunkte einander zuweisen, deren Symliole liiirch Vertauachung der 
Ziffern 5 und ü in einander übergeben, dann scbneideu sich die homo- 
logen £benen in den 4 Geraden 

(15 6), {2 0 6), {oü6), (4 5 6), 

weUho da» Vieneit (56) büdoi; in dm 6 üekpiuiktea 
(1256), (1856), (1456), (2856), (2456), (3456) 

dieses Vierseits schneiden sich die entsprechenden Kauten. Die bomty- 
logeu Eckpunkte Uegen in den 4 Ckmideii 

(234), (341), (41J,i, il23), 

welche das Vierkant (1 2 3 4) bilden; iii deu ^^ Ebenen 
(12), (13), (14), (2 3), (2 4), (3 4) 

diercs Vierbuits liegen die entopredbenden Kanten der Tetraeder. Die 
beiden Tetraeder sind aleo perspektiv; der Punkt (1 2 3 4) ist ihr Kolli- 
neationszentnim, seine gegenflberliegmde Konfigantionsebene (ö 6) die 

Kollineationsebene. 

Um die Konfiguration zu konstruieren, können wir ron zwei Per- 
spektiven Tetmedem das eine und das Kolline«tioni*zfntru«i belitfbig 
im Kuunie, dagegen die 4 Eckpunkte dea /vveitfn Tetraeders nur noch 
auf den 4 V erbindtingslinieu des KoUineatiuu.szeutruiu.s mit den Eck- 
[miikten des erst angf^nuiiunenen Tetraeclers beliebig auuebmen. Als- 
daau ist aber die Konhguratiou bestimmt; denn die 4 paar homologen 
Ecl^unkte der Tetraeder nebst üiren 4 Verbindungslinien, die 4 paar 
bomologen Sdtenfliehen nebrt ihren 4 Sehnitilinieii, die 6 paar homo- 
logen l^ten nebet ihren 6 Schnittponkten nnd 6 Verbindnngiebenni 
bilden mit dem KoUineatifmBentnim nnd der KoUineationaebeud m- 
eammen die ganae Konfigmation. Ana dieeer Betrachtnng ergiebt eich 
mmuttelbar: 

Die KtmfigmOkm (15«, SO^) ist von 19 Pmtmäem, oZso van eben 

soviel als die allgemeine kubische JFIoeAe, MSngig. 

Wir werden dieses Resultat später auch analytiedi begründen. 

Eine gnte fiiaaicbt in den Aufbau der Konfiguration gewährt uns 
der Satz: 

Das vdQitöndige Fünffach der Ebenen 

(16), (2 6), (3 6), (4 6), (56) 

md das vaBsUkidiife Fünfeck der dkaen Ebenen g^ffenSberUegenden 
C2845), (8451), (4512), (5128), (1234) 

MUr 4tf KMteMrtOt aa4 Ptgrilk. HL WaOm. U. 9 
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madun muammm die gante Konfiguration am; die 10 Ebenen des 

Fünfet^s gcJieti durch je eine Kante des FünffladiS und seine 10 Ka/nkn 
dm-ch je eitten Eckpunkt dessellM )! "1 

Bedeutet nämlich iklmn eine l'ermutation der 5 Ziffern 1, 2, 3, 4, 
dann ist { iki 6) ein belieliigrr dor 10 übrigen Konfigin-ationspunkte; 

dieser ist iils Schnitt der El)enen (i 0), (k 0), {l 0) ein Eckpunkt 
des Fiinl'llachs «g, udiI (hirch ihn geht die Kante {ik() des Füniecks 
Pg. Femer ist {ik) eine beliebige der lU noch übrigen Konfigurations- 
ebenen; diese ist als Verbiudungsebone der Punkte {iklm), (ikln), (ikmn) 
in dem Fünfeck P, enthalten und geht durch die Kante (ik 0) des 

Da die Ziffer 6 mit jeder der Ziffinm 1, 2, 3, 4, 5 yerliaiucht 
werden kenn, so folgt, dale jedes der Tallsttodigen Fflnlflaclie acj, x^, 
ac^y «4, ttff 3tf mit je emem der vollstibidigen Fünfecke P^, P,, P^, P^, P^, 

die ganze Konfiguration ausmacht. 

Von Wichtigkeit für alle späteren üntersuchungeu ist der Satz: 
Die allgemeinste Konfiguration {15^, kann dargestellt werden 

durch 6 limare Funktionen x^, as^, x^, »5, jC^ der Funictieoordinaten 

Xf ff, Uf mldte der Bedingung genügen: 

+ *4 + *» + «•— 0. 

Die 15 Ebenen Xf^x^ bleiben nämlich ungeändert, wenn man zu jeder 
der 6 linearen Funktionen a:^, x^, x^, x^, x^, x^ eine und dieselbe 
willkttrliche Funktion « addieri^ also dnreh a;^ + « — x't ersetat So 
erhSlt man anch mittebt der 6 linearen Funktion«! 

Xi = Xi ^ {Xj^ "h 3"^ -{" 2$ H" A "t" ■^ji 4* -^e) f 

welche der fiedingong 

«1 + + i»i + «4 + »5 + ar^ - 0 

genügen, dieselbe Konfiguration (Id«, 20,). Deiugemärs werden wir 
Ton nnn an Toraossetzen, dab 

j-j + 4- jv, -f 0:4 -f a-j -f - 0 

ist. Nur fünf der linearen F'unktionen können willkürlich angenommen 
werden; dnrch sie ist die sechste eindeutig bestimmt. Hieraus folgt 
wiederum, dalW die Konhgun^tion von 19 Parametern abhängig ist. 
Mau kann nämlich, ohne dais die (iieicbungen Xi Xk andere Ebenen 
darstellen, durch einen der in 

Xk = akX + bty -j- CkZ + dt 

l) T. Staadt: Geometrie der Lage, Nflmberg 1847, S. iS. 
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enthalienen Parameter 0*, ft», c», </* alle G linearen Funktionen j^, a,, 
^> •'^fi tü^idieren; ortoilt man den nun noch in iCk Torkominenden 

3 und den 4 • 4 Pamnetem in noch 4 andem der Funktionen bertimmto 

Wexi», dann ist die eechate lineare Funktion wegen = 0 eindeutig 
bertiniMt 

fiißh» zweiter Ordnung nadi weicher die Kon^uration (lö«, 20,) 

zn mk seit^t polar ist 

Wir bemehen die Konfigofation (l&^y 20^) auf das TetiBeder der 

4 Ebenen 

a:j = 0, iT, = 0, x^ — Of x^=^Q 

mittebt der (Ueiehnng 

ar, - - a^{x^ - a-J + a^(x^ — ä^) + a,(x, - ifj + «^(j^ - x^) 
oder 

4 4 

IT, — fl^ <e 2i€tiXi — Ax^f WO il » 27ai . 
t 1 

Infolge der identischen Relation 

•^1 + ^ + ^ -i- + ^6 + ^« ^ 0 

wird 

{A - - ^{Oi + i)Xi, 
{A - 2)x^ - - 1(0, - 1 + 

Wir behaupten: 

vijeäer Kmfigimiikmpmkt der Fd der gegmü^efü^fenden KonßguraHem»' 
d»ene uml juk^ Konfigurationsgera^ die Pdare der gegenSäterliegendm 
Koi^gurttHomgeradeiL 

Denn die Polarebeme eines Punktes (ar^, a;,', x^^, besSi^eli der 
Fliehe wird durch die Gleicliung 

4 

^ai{xi — x^){Xi — a^) — (x^ - a;,)(a:, - a^) = 0 

daxgeetelli Die Polarebene des Punktes (1 2 3 5) z. B., fttr weichen 

-r, JC, = Aj, x^ — U.J =^ <*4^''^4 ~ ^b) 

6* 
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mtf hat daher die Gleidumg 

»4(^4 - *J(«4 - a^) - - sQix^ - aTft) = 0 

oder 

«4 — a% = 0, 

fällt also mit der Ebene (4 »)) zusaiuuieu. Ebeuso ist jede der Ebenen 
(1 6), (2 6), (3 Ö) und überhaupt jede der Kl>eneii (/A) die Polare des 
gegenüberliegenden Punktes der Konti^iration. Da femer die Punkte 
(iklm), [ikln), (iklp) auf der Geraden \^ikl) liegen, ihre resp. Polaren 
{np), (tiip), (mn) aber durdi die (Sende (ntnp) gehen, so sind die sidi 
in der Konfiguration gegenfiberliegenden Gteraden {ikl) und (rnnji) re- 
Kiproke Polaren besflgUoh der FISche I*. 

Der TOn Oaporali') zueret bewieeene Satz, dab die Konfignratioin 
(15,, 20,) in einem Polarsystem noh aelbit angeordnet itt, iit ineofem 
von Wichtigkeit, als wir dadurch ftn jedem Gebilde, das wir ana der 
Konfiguration ableiten, ohne weiteres ein reziprokes Qebilde finden. 

Die C^leicbong der Fliehe ^ läürt sich nmfozmen in 

nnd wegen 

4 

SOtWi =- Xg + - 1)^4 

in 

a^xl + a,a| -f a^xl + a^.rj - (Ä - l)xl — xl = 0. 

Die 6 Ebenen Xi ^ 0 bilden abo ein Poleeehaflach der Flikshe jP, cL h. 

ein Sechsilach, von dessen 2<> Eckpunkt<»n jeder dem gegenüber- 
liegenden Eck])unkte konjugiert ist.*) Wie man daa PolsechsÜach 
aus der ilontiguration konstruieren kann, werden wir später 3) 
sehen. 

§3. 

AMtiiBg fttntr FUUili» F* diltter Ordnung am d«r Konflguitifn 

Das Vierkant (1 2 3-4) besteht, wie wir wissen, aus den Geraden 
(2 3 4), (3 4 1), (4 l 2), (1 2 3) und den Ebenen (1 2), (1 3j, (1 4), 
(2 dj, (2 4), ^3 4). Es hat drei Paar Gegenebenen (1 2), (3 4); (1 3), 



1) Caporali: 8opia i plani «d i pimti della niperficie di Sammer, Acl 

dei Lincei, 1878. 

2) Über Polsechfliiacbe vgl. Kej'e: Ueometrie der La^e, II. Abt. III. Aufl., 
8, 281 und in Grelles Journal 77, I873. 
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(2 1); (1 4), (2 B). Die Gerade, in der eine Ebene yon ilmr Gegen- 
ebene geiehniiten wiid, nenneii wir eine Nebenkaate dce Vierkaiifai und 
der Sonfignnition. Die drei Nebenkanteo dee Vierkanti (1234) be- 
Miehnen wir dnxdi die Symbole (12)(84), (13) (2 4), (14) (8 3). 
Überbnnpt hat jedes der 15 Vierkante (iklm) drei Nebmkanten* Die 
Konfiguration (15«, 20,) besitit demnach 45 Nebenkanten 

(i k) (Im) — afi — — — 0. 

Da jede K(intigurationHei(eue [ik) ZVL sechs Vierkanten gehört, nämlich 
zu den Vierkanten, deren Scheitel die 6 in (ik) liegenden Punkte 
{iklm) sind, und da sie in jedem Vierkant eine Gegenebene hat, so 
liegen in jeder Konfigurationsebene 6 Nebenkanten. Beispielsweise 
liegen in der Ebene (12) die Nebenkanten (12) (3 4), (12) (3 5), 
(1 2) (3 6), (1 2) (4 r>), (1 2) (4 6), (1 2) (5 6). Da ferner dnreh jede 
Nebenkante 2 Konflgorationflebenen gehen, ao folgt anch hierana, dab 
es 45 Nebenkanten giebi Die beiden Nebenkanten (13) (2 4) und 
(1 4) (2 3) liegen in einer durch die Gleiehnng 

«1 = + ar, 

repräsentierten Ebene. Die drei Nrt>«Tikiinten »miu's beliebigen Vierkants 
{iklm) der Konfiguration können übrigens <lurch drei Ebenen a ver- 
bnnden werden. Dnrdh die Eonfigm«tion werden donnach 45 Ebenen 

ff J-, + - j-, + a;,» 

bestimmt. Die beiden Ebenen a, die durch die Schnittgerade 
(1 2) ( 3 4> der Ebenen — — 0 und x^ — x^^O gehen, haben die 
Gleichungen 

«i H- — + JC4 oder (.r, - x,) -f {x^ — jtj - 0, 
«1 + «4 — «1 + oder («1 — «i) — — «4) 0; 

aie Bind also dnreh die Ebenen (1 2) und (3 4) harmoniadi getrennt 
Überhaupt ergiebt eidi: 

Die hddm dimk ekie NAeiäumie (ik)(lm) ffAendm Ebene» u sind 

harmomsch (jctrennt durcfi die beiden KonfigunUianaebenent wMe tu3k 
in dieser NtienkanU' scJitun<ieti. 

Pic geometrisdie BegrOndimg folgt aus dem Satze: Im vollständigen 

Vierkaute .sind je 7wei Oegenebenen barmonisrh getrennt durch die 
beiden Nebenkanten, in denen sich die übrigen (reijf'tu'beneti Hclineiden. 
So sind z. B. in dem Vierkante (1 2 3 4) die dt g» uclteiu n (12) und 
(3 4) harmonisch getrennt dnreh die Strahlen 1 l ;> ii^^2 4) und (14) (2 3), 
welche aber aus dem Strahle il 2; (3 4), der Schnittlinie der Ebenen 
(1 2) und (3 4), durch zwei Ebenen « projiziert werden. 
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Die 4S Ebenm a atAneiden sü^ 0» drei in 15 Cteradm g, wn 
denen eine heUebige ämh ^ Doppdgkidmnff 

Xi •\- X)[ = Xi Xm — Xh Xp 

dargesidU wird. 

Dafs mit der Konfif]^""'**''^» 1«^ Geraden g verbunden sind, ergiebt 
sich wie folgt; Nimiut man die erste Kombination ik willkürlich au, 
WM ttuf 15 Axfeeti möglich ist, dum kann man nodi dia 3 Doppal- 
glaiehnngeii 

Xi -\- Xä =^ Xi -\- Xm =^ + Xp, Xi Xi Xi -\- X^ Xm 
Xi Xk -^^ Xi ■\- Xp ^ X^ Xn 

anfttelkii; bei dieaar Büdnngaweise erhält man abar jede Doppel- 

gleidiiug dreimal, alao giebt es ^-j^ — 15 aoloher Oleiohiingen, und 

jede stellt eine Gerade g dar. Da jede Gerado g die ScliiiuUiiiic von 
drei Ebenen a ist und in jeder Ebene « zwei der 45 Nebeukanten 
(ik){lm) liegen, ao wird die Oerade g 7on 6 Nebenkaaten geaehmtlMi. 
Beispieiaweifle reptiaentiert die Doppelgieichung 

X, + a-, = + ^4 -^r. + ^8 

eine Gerade g, welche die Nebenkanten (18) (2 4), (14) (2 3), (15) (2 6), 
(1 )i)(2r>), (3ö)(4 6), (3 6)(4ö) schneidet Wegen der identischen 
Kelatiou 

a;, + J-* + xi -f JE« + + = 0 

folgt ana 

Xi + Xk X, + X„, ^ X» -i- Xp. 
Xn-\- Xp ---- 0. 

Die 15 Geraden g werden demnach auch dargeatdU durch 
ik-lm^np a?, + a:»=Äi + «„*=Ä« + a> — 0, 

li. h. durch heliehlf/t zwei dieser GleichutigetL 
£s treten hier 15 neue Ebenen 

ik Xi-^xt'^O 

auf, wdehe an drei dnreb die Geraden g gehen. Wir wollen nntei^ 
Buchen, in welcher Beaieliiuig die Ebenen ik an der Eonfigoraition 
stehen. Durch die Gerode 12 '34 -56 gehen die 3 durch die 
Gleichniigen 

«i + a^ — a?, — «4 — 0, «jH-a^— a% — a^ = 0, 

(«, + — - «4) - (iTi + a;, - a-j - jcj = 0 
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<Uurg«tteUt«ii Ebenol «c Die Ti«rte hamoniBche Ebene sa dieeen 
dm Ebenen wdcbe der dritten sogeordnet iti, bat die Oleicbung 

u ^ {x^ — X,— x^) + (Xi + jc, - - x^) - 0. 
Da wegen der ideotisdien Gleichung swischen den 6 linearen Funktionen 

*6 

— a^ — «4 — flCg — a^ — aTi + ar, 
iai, ao folgt ö ^ 

d. Ii <lif> Ebene m 0 ist identiecb mit der Ebene 1 2. Wir k5nnen 
mithin den Satz aussprechen: 

Von dm 3 Elu nrn die »ek f» einer (ler 15 Geraden g achneide», 
ist jede durch die beiiien u^n^m com einer der 15 Ebenen ik karmomsdt 

getrennt. 

Man kann also die Ebenen i7.' ans den Ebpiieu a ableiten: aber 
auch uni«Tekehrt diesp aus Jctipti. Nämlich in der Geraden 12'34 Ö6 
schneiden »ich dlf Ebenen 12, ;>4, 5 0, deren Gleiciiungen 

Xj + Äji — 0, Xf+ x^~0, «5-1-0^ = 0 

sind. Wegen der identischen lielatiou 2^^*^ =^ 0 repräsentiert aber auch 
die Gleichimg 

(x, + x,) + ix,-l-x,)^0 

die Ebene b 6. \ on dieser Ebene ist durch 12 und 34 harmonisch 
getrennt die Ebene u 

fr, i .r,)-(a;, + xj = 0. 

Ans dieser Betrachtung folgt: 

Von <frn drei Ebenen ik. uekhe durch eine bdidnge dtr 75 Geraden 
g gdten, ist jede durch die beiden iätrigen ton ehier der 45 Ebenen et 
harmonisrh rji fniDit. 

Ta der Eben»' .")»') liotfon die Gora<len 12-34'Ö6, 13-24-ÖÖ, 
1 4 3 • 5 0 und büdt'n in ihr f»in Dreiseit ÖH. 

Di) l.'i (iiradnt g lugt n drmnach zu dreien in den 15 Ebenen ik 
und biUlen iu dnnn 15 Drnseite ik oder A. 

Die Ebene 50 schneidet in den drei Seiten g ihres Dreiseits A 
die drei paar Ebenen 12, 3 4; 13, 24; 14, 2 3. Konslraiert man za 
jedem dieeer drei Ebenenpaare diejenige Ebene, welche von der Ebene 
56 dordli die beiden Ebenen dee betreffenden Paaree barmonietdi ge- 
trennt iit» dann erhSlt man die dnrch die Oleiehnngen 

^1 + J", = J", + ^4, a-ji + - Xj + X^, Xi + 0-^ = U\ I -i. 
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repräsentierten Khonon n dps Vierkants (1 2 3 4). Diese bestimmen 
den Konfiguratioiifipunkt ( l 2 o 4j, de8!?en Symbol mit dem der Ebeue 
5 6 keine Ziffer f^emein hat. Führt man die analoge Konstruktion für 
jedes der 15 Dreiseite ik aus, dann erhält man sämtliche 15 Koniigu- 
rationspnnkte {Imnp). 

Mm Imm auf dkae Weise die KmfigmttUm (15«, 20,) dMi aus 
den IS ^enen ih äbleUeik 

DieGende 12*84>56 liegt mit den drei paar G«nidflii 12*35 -46, 
12-86>46; 15 -84 -26» 16.84-26; 18-24.56, 14- 28.66 m 
je einer der Ebenen 12^ 84^ 56 und bildet mit ihnen die Dieieeite 1 2^ 
34, 56. Überhaupt ei^ebt sich: 

Jede Gerade g schneidet 6 andere Geraden g und hildet mit ihnen 
3 Brmscite A, wähteind «te m dm 8 übrige» im eMg&neitie» windschief 

der 15 DmseUe A. 

Für die Gerade ik-lm^np is^ 

- a?» — — xtf a?i «— — Xmt *» ■* — • 

Sie erfüllt also die Gleichung 

srf + 4 + xf + 3^,^x1-^x1^0 

oder 

^ + a^H"a^4'fl^ + ü^ + «'^ = 0, 

Die 15 Geradmg Hegen demmuS^aeifderidlffemänenhulnsi^eHltädie 

F* + h .'i + rl + .i4-a:»-0. 

Diese hat die lö Ehtmm ik zu dreifach herühretulen lernten. Die 
12 übrigen Geraden der Fläche F^, welche von den 15 Geraden g ver- 
sfMedm sind, WXden eine t«eKe oder maginäiire DcfptiseAs €nif F*, umd 
werden dnreh eine gmdroüsdie Clkidmng hesHmnU, 

Dab die FISebe F* eine allgemeine kabwehe iet, folgt ans dem 
yon Cremon»^) bewieaenen Satae: Man kann die Gleichung dar all- 
gemeinen FlSdie dritter Ordnung auf die Form der Snmme der dritten 
Potenzen von 6 linearen Fimktionen mit verschwindender Summe 
trttmifotmieren> Die ziemlich weitläufige Aufstellimg der quadratischen 
Gleicliung, von der die 12 iilirigen Geraden der Flaclie F' abhängen, 
unterdrücken wir der Kürze wegen; wir wollen hier nur den Gang der 
Untersuchung andeuten. Bedeutet ikl eine Permutation der Ziä'em 
1, 2, 3, dann sind die drei Goraden 45 • ik 0?, ■ kl ■ 4/, ()4 • // ■ 5/;, 
welche von der Geraden Ü/-4/ -5A" geKclmitteu werden, zu einander 
windschief. Die durch diese drei Geraden gelegte Regelfläche zweiter 

1) Vgl. Cremo&a: Math. Annalen IS^ SOS. 
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Ordnung mufs auch die Ckmde 61 •4i- blc enthalte Die Regelfläche 

mtd die Fläche mflsseu also noch eine Kurve zweiter Ordnung 
gemein haben, welche aber in zwei Oeraden zerfallt. Da das obige 
Schema 6 Tripel windschiefer Geraden darstellt (wir tonnen nämlich 
für ik Betzen 12, *? 1 : 1 .S. 31; 2 3. 3 2\ so gelangen wir auf diese 
Weise zu den nnoli fehlenden (tennlen der kubischen Flache F'. 

Iin Folgenden stellen wir eine Betrachtung über die Öteinerschen 
Trieder au, welche von den 15 Ebenen gebildet werden. 

In dem Schema 



12 34Ö6 


13. 24 56 


23 14 56 






2310. 46 


12-3645 


18. 26-45 1 2316. 45 



aidlen die HoraoittabraihMi dni DreiMite «I; dar, welche toh den 
Ebenen 56, 46, 45 ans dem Dreiilaoh der Ebenen 12, 13, 23 ans- 
geechnitten weiden; die Vertikalreihen repriteenticfen drei Drnwite tib, 
welche Ton den Ebenen 12, 13, 23 aus dem Dreiflach der Ebenen 
5 6, 4 6, 45 ansgesehnitten werden. Jedes dieser beiden rVt ifUche 
wird also Ton den Ebenen des andern in drei Dreiseiien A der Fläche 
geschnitten. Die drei Ebenen 2 3, 3 1, 12 bilden ein Steinersohfla 
Trieder und schneiden sich in dessen Scheitelpunkt 

a^ + Ä» — + «t+a» = 0 

oder 

Die Ebenen 56, 64, 45 bilden dae konjugierte Trieder; sie schneiden 
die nSche F* nnd zngleidi das entere Trieder in je einem Dreiseite A. 
Von den 15 Ebenen ik werden 10 paar kotyngierleir Trieder gebildet. 
Beaeichnen wir dae DreiHach der Ebenen ik, kl, Ii durch ikl, dann 

amd zwei Dreiflache, wie 123 und 4 56, deren Symbole keine Ziffer 
gemein haben, allemal koiy agierte Steinersehe Trieder. Die 60 Kanton 
der 20 Steinersobeii Trieder nennt man Pascalgeraden p*), 
ihre Scheitel Steinerpunkte 8* Eine beliebige der 60 Pescal- 
geraden p wird durch 

1) Wenn die 12 (leraden der Doppelaechs der Flii< lii> F' f>\< h auf 6 durch 
einen Punkt gehende Geraden n'dnzinn'n, dann difsi r Punkt i-in Doppolpunkt 
der Fläche F*. Die 15 Geraden g hegen nach wie vor zu dreien in 16 dreifach 
berittimdeii Ebenen Ä, und dnreh jede Geiade g gehen drei Ebenen A. An 
das Sjnten dieser 15 Geraden g und 15 Ebenen A hat Cremona in Miner Ab« 
bandlung: Teoremi stereometriti <lai quali »i deducono li^ jiroprifti^i «lel pfapraTTima 
di Fascal (Mem. d. R. Accaii. dei Lincei 1876—77) die Theorie der Pascalschen 
Seehiecke geknfipfl und derselben die Bezeichnung Paacalgerade und ebenso 
die ipftter folgenden Naaien entlelmt 
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ik'il oder i{kt) ^xt — Xk'^Xi 

und ein beliebiger Steinerpunkt S durch 
(f)(lf)® a:, + ic* «- + dTi + JCi - 0 

oder 

X/ = = X, 0 

dargestellt. Die Trieder 1Ö6, 20 6, 356, 456 haben die dreifach 
beruh reu ilo Ebone 5 6 gemein. Von den 12 Kanten dieser 4 Trieder 
liegen in der Ebene 5 6 die 8 folgenden: 

56.15, 56. 25, 56-35, 06-45, 

56.16, 56. 26, 56*36, 56-46; 

die 4 Qbrigm Kanten sind 

IÖ16, L'o-26, 35-36, 45-46, 

und diese befinden sich in der Konfigtirationnebene (f) 6). Die Scheitel 
(1)(5)(6), (2)( ö)(6), (3 ) (5) (6 ) , ( 4)(r))(6) der 4 Trieder liegen also 
sowohl in der Ebene 5 6 als auch in der Konfignrationsebene (5 6) und 
mithin auf ein«r Qeradoi 

oder 

Demnadi ergiebt sich: 

Jede Ebern ik ^lekort 4 der 20 Steinersdim Trieder an und eiU' 
hält 8 von deren 12 Kernten^ die 4 iSur^en Kanten liegen in der Kon- 
figuroHonsebene (ik)t deren Symbol mU densdben Ziffern wie das der 
Ebene iJt gesdmeben unrd. 

Dieser Satz enthalt eine andere Eonstroktion der Konfigaiation 
(15,, 20^) aus den 15 Sbenen ik. 

Die €0 Pasealgeraden p liegen eu aekt in den 15 dreifaeh 
berührenden Menen ik und eu tier in den 15 KonfiguratianaSbenen 

Die 20 Steinerpunkte S Uegen eu vier mif 15 Steinergeraden s 

(«)(*) + af* = «i- - «1 = 0 

oder 

" ar* " 0 . 

Die Steinergerade (1)(2) in der Ebene (I 2) der Konfigoration 
schneidet die Eonfigurationsgeiaden (12 3), (12 4), (1 2 5), (1 2 6j in 
den Steinerpunkten (1)(2)(3), (1)(2)(4), (1)(2)(5), (1)(2)(6), also: 

7« jeder Kmfiguratiemebene Hegt eine Steinergerade; ste edmeidet 
die 4 KanfiguraHanegeraden dieser Ebene in 4 Steinerpunkten. 
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Die St«iuergeradeji (2)(r>), (3)(6), (4)(0), (5)(6) 

«sfldleB AntUdi die Bedingung »0 und liegen somit in einer 
Ebene (6); ihre 10 Sdmittpnnkte eind die Steinerpnnkte (1)(3)(6), 
(1)(3)(6), (1)(4)(6), (1)(5)(6), (2)(3)(6), (2)(4)(6), (2)(5)(6), 
(8) (4) (6), (8) (5) (6), (4) (5) (6). Hi«i»ie folgt: 

DmSi die KonfijfwvÜm (15^, ^iO^) (oder dbircA die Ftädte 
werden 6 Ebenen 

(0 = 0, 

(Ks Cr«iiiof»a-£K0fMN y^), hesÜmmL NamUth jede Cr emona- Ebene y 
enAätt ei» voüetändiges f^BußeU atte 6 Steinerperaden und 10 Steiner- 
punk ten. Durch die Konfiguratim (J.%. .?o^) (oder dmch Jie Flädte 

wird ein Strhsßirh besUmnUf welches die 6 Cremona-Ehenen y 
zu Flächen, die 15 Steinergeraden s zu Kanten und die :iO Steiner 
puulcfr S -ni Eckpunk fm hnf. /)?> Gi f/cj^etkpfinkfe diesem Sifh<ißarhp>; 
sind konjugierte Steinerpunktr , aho rciitroke Pole Iternnhch der Flädte 
F*. Das S<rhsflach tsf eiv I'itlsn lisfhu h der kutnstlmi Flärhe}^ 

Durch die Kaute ( ( ') \ /. t de« PolsechsflHchs geben die Ebenen 
(*)» (^')» ('^X welche die (iieichungen haben 

ar, = 0, XK'^Of Xi — Xk'=^Of Xi-\- Xk-^0. 
Hieran i< folgt: 

Durch jede der 15 Kanten (i) (k) des Polsechsflaches geht eine 
Kotifignmiionsehene (ik) twd etnr d>^r 15 J'lmien ik; diese trrnum die 
htidrn durch die Kante gdtetuicti Ebenen (<) und {k) des Sedisjlaches 

harmonisdi. 

Wenn man iiiitt4?lst der 15 I)reiseitth»nuMi //. die Steinerpunkt«, 
Steinergeraden und Cremonaebcnen koiüstniiert hat^ erhalt mau 
bieraos sofort die 15 Konfigurationaebenen («£*). 

Ana nnBeren üntenoGhungen ergiebt aicb fftr die allgemeine 
Icnbifche Flache mit 27 reellen Geiaden: 

Sokeidä man die 12 Geraden einer Doppdaedta anSt dann kann 
man aas dm 15 vMffen Oeraden g das Aen het^ridiene Sjftiem aue 
15 dreifach berührenden Ebenen A, <70 Pasealgeraden p, 20 Sieiner- 
punl'ten S, 15 Steinergeraden s und 6 Crcmonaebenen y und eine 
K'mßfjuration {15^., 20^ afdeifeii. Diese Ableitung ron 3l> Polseekafiaehen 
der kubischrn T'liirhe aus ihren Ü7 Geraden rührt von Crcmonn^ her. 
Main erhält aber ssugleith am den ii^ Oeraden 3(f Ko*^guratü)nen (15^, Mo^). 

1) Dieee Beneichnmig tülut von Beye her; vgl. eeiae Geometrie der Lage, 

HL Abt. S. 187. 

2) Reye: fJ- nn,. frie der Lage III. Abt S. 116. 

3) Cremoaa, ä a. O. 
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§ 4. 

BoBtimnuiBf «iiiAr Fläclie ^ dritter EUase au dor Konllguafeioii 

(15., 20,). 

Da die Eoofigiixatioii (15«, 20,) aidi salbBt polar ia^ ao mufii sich 
ans ibr auch eine FLidie ^ dritter Klaaae ergeben, üm dieselbe 
'kennen sn lernen, braiiohen wir nur zu den Sätzen des letzten Para- 
graphen die reziproken an&nstellen. 

Die drei paar Gtegenpiinkte eines Vietaeits {ik) der Konfiguration 
werden durcli drei Diagonalen verbunden, welche sich in drei Punkten 
A sehneideii. Mit der Konfifjiiration sind demnach 45 l^inkte A ver- 
bunden. Die l'unktf A liegen zu dreien auf lö OemdeTi D!p auf 
diese Weise durch die Konfiguration bestimmten Geraden g gehen zu 
dreien durch lö Punkte l) xind bilden also 15 Dreikante i). Anf 
jeder der 15 Geraden g' liegen drei Punkte D. Jede Gerade kommt 
also in drei Dreikanten D vor und wird von 6 andern Geraden y' ge- 
aebnitten, walurciikl aie in den 8 ttbiigeoi im aUgameinffli windeidiMf 
ist Ein beliebiges der 16 Dreikante J) bat mit aeebs andern je eine^ 
mit den 8 ftbrigea aber keine Kante gemein. Die 45 Ebenen der 
15 Dreikante D gehen zu sechs durch die 15 Geraden g*. Die 
15 Geraden g' liegen auf einer al^(emeinen Fliehe ^ dritter Elaese^ 
welche durch die Konfiguration eindeutig bestinunt ist. Jeder der 
15 Punkte D ist ein dreifacher Punkt der Flnchc <&^; die Ebenen des 
Droikantfi 7) berühren in seinem Scheitelpunkt D die Fläche 0'. Man 
kann ans der Flaehp 0' die Knnfif^niration wieder ableiten- Konstruiert 
mau nämlich aui jeder Kante g' eines Dreikants D den Punkt, der den 
Sckeitel})unkt D von den beiden andern auf // lierrenden dreifachen 
Ptinkt^ü D der Fläche biirmruiisch trennt, dunn erhält man die 
6 Punkte A einer Konfiguratituiuebene, und die drei Punkte A bestimmen 
die Konfigurationsebene. 

8 5. 

Beziehung der Konfiguration (15ß, 2'0 zu einem Syblem von 10 Kegel- 
schuitteu, 15 flächen zweiter Ordnung und ei um Fläche vierter Ürduimg 

mit 15 Doppelpunkten. 

Drei KonfigorationBebenen {iTc), (Im), (np), welche eu zweien 
keine Konfigoiationsgerade gemein haben, bestimmen einen Punkt 
Q oder 
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In der Konfi^furatioiisebene (1 2) liegen die drei Punkte (1 2 i (3 4) (5 6), 
(1 2) (35) (4 6), (^1 2) (^3 iS) {A 5), und ebenso viele Funkte Q befinden 
sieb in jeder andern Konfigurationeebene. Di« Eb«ne (l 2) der Eon- 
figontioii aehneidtffc di« Nebenkuiten (3 4) (5 6), (3 5) (4 6), (3 6) (4 5) 
des gegenfiberiiegenden KonfignrationqNiBlckee (8 4 5 6) in den Ponklen 
(1 2) (8 4) (5 6), (1 2) (3 5) (4 6), (1 2) (3 6) (4 6). Allgemeiii ei^ 
giebi eich: 

Y<m dem Vierkante eines KonfiguraHtmspunktes gehen die drei 
Nebenkamden dmti^ die drei Pmtkte Q der geg mäbe iiieffeitde» Kanfigunh 

Honsehene. 

Die n Punkte (1 4) (2 5) (3 f>), (1 4) (2 6) (3 5), (1 5) .''2 4) (3 6), 

(1 b) (2 ü , ( .1 4), (1 6) (2 ö) (3 4), (1 6) (2 4) (3 5) genOgea simtüch 

der Gleiohong .• . . , 

^ 4f| + Ä^ + «i — «4 + ^ + «i' 

Wegen der identiachen Aektion — > 0 folgt hierana 

t 

J^l + ^ + .^3 = 0 

nnd die genannten 6 Punkte Q liegen in einer Ebene 
[123] = [456] ac^ + a^, + = + + itb " 0. 

BNnA die KamfiguraHo» {JSg, teerde» «fterAo^pl 10 Ebenen 

bes^inmt, die je 6 JPmikte Q enOHÜfm. 

Ihaeh den Punkt (1 2) (3 4) (5 6) gehen die 4 Ubenen 
[1861 = f2461, [136]ee[2451, [2351 = [l46], [236] = [1451. 

Die 10 Ebenen \ikf\ (jchen ät-mnaeh m vier durch die 15 Punktr (^K 
Die 10 Ebenen [ikl\ schneiden sich in 46 Qeraden von denen 

eine beliebige durch 

[lÄrj [t/:m] Xi -\- Xk + Xi ^ Xi + Xt + Xn ^ 0 

dargestellt wird. Durch Snbtraktion der beiden Gleichungen folgt 

Xt — Xm — 0, 

d. h. die EonfigmatioBsebeoe (Im) geht durch die Gerade [fjlf|[iJt4ii]. 

Mithin werden die Gegenkanten [3 5 1 J [3 5 2J, [3 6 1] [3 6 2]; [1 5 3] 
[1 5 4], [1 6 3] [1 6 4]; [1 3 5] [1 3 G], [1 4 5| [1 4 ü] des Vieneits der 
4 durch den Punkt (1 2) (3 4) (5 6) gehenden Ebenen [ikl] paarweiae 
durch die resp. Ebenen ( 1 2), (3 4), (5 6) Terbnnden. Wir können 
also den Satz ausspreclH-u: 

Jrder ihr J'> Pii)d,fr Q ist Scfteitelpunkt c■^^?r^ mUstiindiffen VierseiLi 
aua 4 Ebenen \ikl\ und ö Geraden r. Die DtuyoiioieOenen des VteraeHs 
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änd die drei dur^ diesen PunlU Q ffdienden KonfiguraUotu^tenen. JDie 
KmfigmOim (p^, kam somU am den 10 Ebenen [ihl\ äbgdeUei 

In der Ebene (12) der Konfiguration ist das Dreieck der Punkte 
(1 2) (3 4) (ö Ü), (1 2) (3 6) (4 Ö), (1 2) (3 (J) (4 b) enthalten. Diesen 
Punkten Q li^en in dem Dreieck die resp. Qeraden [3 4 1] [3 4 2], 

[3 5 1] [3 ö 2], [3 6 11 | 3 6 2 1 gegonübor; denn %. R. die Punkte (1 2) 
(3 b) (4 Ü) und (l 2) (3 6) (4 W) liejren sowohl iu der Elx^iio |3 4 1] als 
auch m der EIxmu! [3 4 2J und also in der Öcimittgeradeii [34 IJ I.3 42J 
dieser IxMilen El)«'neu. 

Die i:') bi itnittJinim r der 10 KImmi \ ikl\ bildm de^nnach in den 
15 KonfifßiraiUjnscbemii Jö Drem iU . drrm Echputikte die 15 Punkie Q 
siiul. Dieser Satz ffiebt eine zweite Kmistruktion der Konfiffuralim 
{15^, 20^ aus den 10 J^enen [ikl] an. 

Keine ewei der 15 Ikeiseüe haben eine Seiie gemein; eämr jeder 
E(kptaM Q gekört drei von ihnen an. 

Eine der 105 Verhindimgsgeraden der 15 iMfe ^ mir dann 
eine Oerade r, wen» sie meei in deredben KonfiguraUonsebene liegende 
Funkie Q ver^nndet. 

Mit Hilfe dee Satses S. 18 folgfe: 

In ihrem DreiseU wird eine Kot^guraHamebene von dem Dreikant 
gesdmUknj wMes am den Nebenkemten und den Ebenen a des gegen- 
ftberUegenden EianfiguraHonspmdcke bestdiL 

Durch Addition der Gleielioiigeii 

«1 + + = 0, o-j + a-, + = 0 

der Geraden [1 2 3] [1 2 4] erhalt mm wegen ^ / . 0 die Gleichimg 

afi + «t — % + 

nnd durch Snbtraktion 

— «4 = 0. 

Die Ebenen [1 2 3J uiid [l 2 4| werdou also Larmonisch getrennt durch 
die Konfigurationsebene (3 4) uud die Ebene a, deren Gleichung 
+ rcj, = ar^ + iei 

Im jeder der 45 Oeraden r schneiden sich also eine Konfigurations- 
ebene wid eine Ebene «, vmd diese tremm die beiden dureft r gAenden 
Ebenen [ikl] harmonisd^ 

Die Punkte Q fahren sm intereesenten Gebilden. Man ersieM sofort: 
Die 6 Punkie (14) (25) (30 j, (14) (2t>) (3r>), (15) (24) (3G), (15) (2G) (34;, 
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(1(>) (25) (34), (1(>) (24) (35) in der Ebene [123] liegen »nf einer Kurve 
tweiter Ordnung welehe dnrdi die Gleiehnngea 

(? •^ + 4 + -4 = -'J + -^ + -i» 

^ a-, + j I f .i's - + + arg = 0 

dargeetellt wird. Übwhaapt ergiebt sich: 

I>Hn J, fite EonfigumHon (15,, 20^ wrdm m den 10 Ebenen [ikl] 
10 KtgdsdmiUe 

^r, aJ + 4 + a#-fli + i4 + a^, 

+ dP» + + + dT, — 0 

bestimmt^ auf denen je 6 Pmikte Q liegen. DurtA jeden Pmkt Q gehen 
4 der Kegdechniüe. Je ««w der EegdadmUe sdmeiden sidt m 2 Fw/klm 
Qf und Mwar ist die &Am«(Mm€ eme Gerade r. 

Bedeutet Ulm eine PemrataÜon der Zilfani 4, &, 6, dann isi 
(1 1) {2k) Qm) ein beliebiger desjenigen 12 Punkte Q, die nicht in der 
Konl^ariitionBebeDe (12) enthalten aind. Diese 12 Punkte aind die 
Punkte Q auf den KegelBcfanitten CJ„, C^,^, Cfjg, C^^. Wir behaupten: 
Dieae 1 Kt gelschnitte und mit ihnen also aneh die 12 Punkte Q liegen 
auf der Fläche aweiter Ordnung 

Man kann nämlich diese Gleichung auch schreiben 

*? + a^ + a5 + 2(art+a^ + fl^)(«i + a»-«i)-«I + ii + «|, 

und diese wird durch die Gleichungen des Kegelschnittes befriedigt. 
Da die Gleichung der Fläche F]^ fQr x,, x^, x^, sjnunetriseh ia^ so 
lisgen ebenso die K^elschnitte C^^, C^^^, Cj^g auf JF^. Wir können 
also den Sats aussprechen: 

JDurdi die KonfigtiraMo» {Ib^, 20|) werden 15 Ilä^en gweUer 
Ordnung 

« 

hesUmmt, auf denen je 12 Rmhte Q und je 4 KeffebehmHe Qkt liegen. 

Durdt jeden Ptmkt Q gehen 12 Flädien FJt; 

z. B. durch den Punkt (12) (34) {öHj gehen alle Flachen FJk anfser 
F* ii'* 

Durch jeden Kegelschnitt Cfn gehen 6 Flächen Fh; 

•L. B. in dem Kegelschnitt = schneiden sich die FUt^en 

rn» yi ut . i s /,'a 
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2m«» hdiebige EegMnitie Cfti verdm «hmrth iwH FlSdim F\k ver- 
hmdm; 

%. B. die E«gelacliiiitto (^^OSh ^ ^^^w ]>a8«>^ sowohl 

waf der Flache F]^ als auch auf der Fläche J^^. 

Eine Fläche FJi schneidet die € fUtkt airf ihr Hei/femlen Kegd- 
admiäe in je 4 Punkten Q. 

Es ist nämlich C^^g rzE C" ^ pin Kegelschnitt, (lt*r nicht auf dr-r 
Fläche 7''^, liegt. Zu den 0 Tunkten auf diesem Kegelschnitte ge- 
hören auch die 4 lolgeuden: (13) (25) ( (13) (26) (45), (14) (25) (36), 
(14j (20) (H5), welche Fuukte aber uuf der Flache Ff, liegen. 

Ein Funkt Q wird mit den Ü nidd durdt ihn ^dtenden Kegd- 
sdmitten durch je vier Flächen FJ^ verbunden. 

mhnlidi der Kegdaehmit ^ geht nicht durah den Pnnki 
(12) (34) (56). Zu den 6 Flidien Fit, die dnieh diesen Kegeledmitt 
gehen, gehdren raeh J^,, Fl^, F^, I^^, welche Fliehen aber durch 
den Pnnkt (12) (34} (66) gehen. 

Et se%t ndi ein gewteaer Ihnlimras swiadien den 16 Punkten Q 
und den 16 Fliohen Ffk*, nimlieh: 

Durch jeden Punkt Q gehen 12 Anf jeder FlSche f7t liegen 12 

Fliehen Ff^. Punkte Q. 

Auf jedem K^ebchnitt Cf^t Durch jeden Eegdachnitt 0kt 

liegen 6 Punkte Q. gehen 6 Flächen J'7i- 

Durch jeden Funkt Q gehen 4 Auf jeder Fläche Fh liegen 4 

der 10 Kegelschnitte rf^,. der 10 K^elschnitte Hki- 

Zwei beliebige Kegelschnitt« (%i Zwei beliebige Kegelschnitte 

achaeidea sich in 2 Punkten werden durch 2 Flächen Fh ver- 
bunden. 

Ein Punkt Q wird mit den 6 Eine Fläche FJ^ schneidet die 
nicht durch ilm gehenden Kegel- 6 nicht auf ihr liegenden Kegel- 
schnitten Qki durch je Tier Fliehen eoihnitto in je yier Punkten Q. 
Fft Terbunden. 

Aus dem letzten Satze rechts lälst sich die für später wichtige 
Folgerung ab leiten : 

Zieht man an die 4 durch einen Punkt Q (jfttenden Kcydschniffe 
Cijti in diesem Pmikie die Tangenten, dann liegen von densdben keine 
drei ^)ene. 

Lägen nämlich die Taugenten der durch den Punkt (12) (34) (56) 
gdienden Eegelaehnitte Ci^, (^.^^ in einer £bene, dann würden 

sich die Fliehe und die Kurve = im Punkte (12) (34) (56) 
berOhien, was unmS^di ial^ da sie sich in 4 Punkten achneiden. 
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Zum Abschluß unserer Untenaehmig fiber die 15 Punkte Q wollen 
wir nodi fblgcnden Sats iMweiaen: 

Dwch dk Konfiguration (15«, 20,) wird eime Ilädie vierter Orär 
mmg: 

bestimmtf wdche die 15 Pmkte Q m Knotei^mmkien und die 10 Ebenen 
[ikl] Bu singidären Berührungsebenen hat, und zwar berührt die FJnrhe 
F* jede der 10 £beHen [iklj Umga des dorm liegendem Kegd- 

Schnittes tJu. 

Zum Beweis« bestimmen wir die Schnittkurve der Flache i*'* 
z. B. mit der Ebene L12 3j. Für die Ebene U 2 3] ist 

— * + 

mithin «neh 

W + «» + » - («{ + a} + [«k + a, W - 4 (a* + + 4)* 
= 2(a!» + + [«} + 4«»a^ + 6«*«» + 4«, a* + a:*]) 

^2(x*-\-x\ + [x, + z,]*) = 2ix\ + xi \ , '1. 

Da für die Ebene [123] auch + x^, -\- = 0 int, so ist ebeuso 

(a^ + ai + a^-2(ai + a4+a^) 

und 

4^«f - 2(a!{ + a^ + aö« + 2(ai + a{ + a^» 

Die Gleichung der Fliehe F*, welche man «ncli echniben kann 

(a-« + a^, + + 2(x* + a^ + x«)(i:», + ar» + x>) + (a;l + :t| + ^^^ 

1 

geht demnach unter der Bedingung^ dab 

a;i + a^ + ar,-4f4 + a^+a^^0 

ia^ Aber in 

0^{xl + xi + xi)' ^2{xl-\-xl + 4) (^^ + X» + a^) + ix\ + a^, + xlY 
oder: 

Diese Gleichung lehrt, dafs die Flüche F* mit der Eben<» 
[123] den Ket^elsehnitt (*^^^^ doppelt gemein hat. Die Gleichung 
der Fläche i' ist eine symmetrisrhe Funktion von /•. , Tj, x^, X^, x^, x^] 
also hat die Fläche i''* mit jeder der 1<) Ebenen \ikl\ den darin 
li^^den Kegelschnitt doppelt gemein. Da die 15 Punkte Q auf den 
AnhlT am HaltaaMtlk «dA Vhgnik. ULBuSb». U. 7 
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10 Eegelschuitten Cfti liegen, so geht die Flache F* auch durch diese 
Punkte. Durch einen Punkt Q gehen vier Kurven r?i,; die Tangenten 
difsf^r Kurven im l^unkte Q sind auch Tangenten der Flüchf» in 
diesem T'unkte; da diese 4 Tangenten aber nicht in einer Ebene liegen, 
go folgt, dal's der Pnnkt Q Doppelpunkt der Flärhe F* ist. Aua den 
Sätzen S. LS u. 19 ergiebt sicli für die Flüche i'"': 

Die Konfiguration i^lö^, 20,) kann aus dar Flädie F* abgdeitd 
werden. AMieft jeder der 15 Kneknpmätte ist der SdieUd eines Vter" 
seits em 4 der singidären SeruhnrngsAenen; die DiagonMienen dieser 
15 Vierseite sind die 15 KonfignraUansebenen. Jmth bilden die 45 
Sdmitäinien der 10 sü^idären Bmämm^ebenen 15 DreiseiiSf deren Ede- 
punkfc die 15 Knotenpunkte sind; die Ebenen dieser 15 Dreiseite sind die 
15 Kai^iffuraHonsebenen. 

Änm erkling: Die Fläche F* ist die hekannte Brennfläche «iner 
Stralilenkongruenz zweiter Ordnung dritter Klasse.*) Von dieser Breim- 
iiäche aber ist die Knmmersche Fläche vierter Ordnung vierter Kluse 
mit 16 Doppelpunkten und IC singulärcn Berührungseheneil ein be- 
sonderer Fall. Für die K um m ersehe Fläche folgt daraus: 

ScJmdct man mis den 16 Kmtenjmtdcten und den 16 singulärm 
Brmhrnnffsphmnf dfr Kummer sehen Flikhe einen Knofmpunkf nebst 
(Int Ci durch ihn (ichiiukn sintfulären J^rrnlmdifj^cheneu am, dann ist 
jtder der 15 übrigen Knotenpitnkte der ^JwUel eines Vierseit^s ans 4 ihr 
lü übrigen »ingulären Uerührutigsebetten. Die IMagonaleJbenen dieser lö 
Vierseiie sind die 15 Ebenen einer Konfiguration (15^, 20,). ÄucJi 
h&den die 45 SdtmtÜinien der 10 singidären BerÜhrui^isthenen 16 Drei- 
honte, deren Eckpunkte die 15 Knotenpunkte smd. Die Ebenen dieser 
Dreiseite sitid die 15 KonfiguraUonsebenen. Asff diese Weise h5nnen 
aus der Kummerseiim JT&sAe 15 Konfigwwtkmen (15«, 20«) äbgeteUet 
uferden.*) 

Der resiproke Säte lautet: 

Sdteidet man aus den 1$ Knotenpiiadikn tmd den Iß singidären 
JBerukrungsdtenen der Kummers^en Häthe eine singuiäre Ben^rungs- 
«den« neM den 6 darin li^enden Knotei^mikten aits, dann lie^ in jeder 
der 15 vibrigen singnlären BeriUirungsebenen ein Viereck aus 4 der 10 

übrigen Knotenjnmlte. Die Nebeneekpunkte dieser 15 Vierecke sind die 
15 Punkte einer Konfiguration (ir)ß, 2O3). Auch bilden die 45 Ver- 
bindungdinicn der 10 KnotenptMe 15 Dreikante^ deren Ebbten die 15 

1) Vgl Kummer: Ober die elgebimadien StrahleiiBiysteue in den Abh. der 
B«rl. Ak. mfttti. KtMse, 1866, S. 71. Reye: Grelle« Joamal »7. 
S) Vgl. Caporali: Mttnorie di GeometriA, Kapoli 1898, S. 86. 
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singulären Berühruny^ehtHtn shui. Die ScJieitd dieser Ihei kante nimi 
He J5 Konfiguraiionspimkk. Da wir auf diese Weise m 16 Konfigura- 
Homn (15^, 20,) gelangen, so «wnfcM äw^ die Kummeredie FtäAe 
S2 KonfiguraÜone» (15„ 2i\) hestimmi. 

§6- 

Beziblimig dör Kunfignration (15,., 20^) zu einem System von 10 Kegeln 
zweiter Klasse, 15 Flächen zweiter Klasse und einer Fiaciie vierter 
Klasse mit 15 singulärun BerührnngBebanen. 

Da dip Konfitjnration (15,.. 20^) in eiiifiii l*olursyst«ii sieh selbst 
zugeordnet ist, so giebt es zu dem iu <»ntwi<'kelteu Systeme von 
10 Kegelschnitten, 15 Fläclieu zweiter Orilnua^ imd einer Fliklie 
▼ierter Ordnung ein reziprokes System, daa wir hier kurz erläutern 
wollen. 

Verbindet mm je drei eolclie Kon^mtionapaiikte^ die m z#eieii 
snf Iwiner Konfiguratiooigeraden liegen^ dnreh eine Ebene, duui erbSlt 
man 15 Ebenen t. Die 15 Ebenen e gehoi so drei dnreh die 15 
Konfigonittoiiepnnkte und ro aeehs dnreh 10 Pnnkte M. In jeder 
Ebene « liegen 4 der 10 Punkte M. Jeder der 10 Pimkte M irt 
IGttelpnnkt eines Kegels S* zweiter Klasse, der von den 6 dnreh 
diesen Punkt gehenden Ebenen e muhüllt wird. Man erhalt somit 
10 Kegel aus der Konfiguration (15^, 20,). Jede Ebene « berührt 
4 der IH Kegel AT Beliebige 2 der 10 Kegel Ä'^ hsihen 2 Reriilirungs- 
eljeueii ^ gemein. Die 12 Ebenen, die von den IT) Elien''?i t nach 
Ausscheidung der drei durch einen Konfignratinnsjtunkt grlit ii Ifu übrig 
bleiben, umhüllen eine Flüche zweiter Klasse. Durch die Konfigu- 
ration (lög, 2ü^) werden demnach 15 Flächen 0- bestimmt. Jede 
Ebene s wird von 12 der 15 Flächen berührt, und jede der 15 
Flächen berOhrt 12 der 15 Ebenen «. Jede der 15 FOchen 
hat 4 der 10 Kegel JE* tu Tangentenkegeln. Jeder der 10 Kegel K* 
iat Tbngentenkegel Ton 6 der 15 Fliehen ^ nnd berfthrt 6 der 15 
Ebenen e. Durch die Konfiguration (15«, 30,) wird eine Flüche 0* 
rierier Eksse beatimmt| welehe die 16 Ebenen t m eingolaien Be- 
rUhrnngaebenen und die 10 Punkte M zu Knotenpunkten hat Die 
Tangenten der Fläche «2^, welche durch M gehen und deren Berflhrunga- 
pnnkte von M verschieden sind, liegen auf dem Kegel Ä"^, der 3/ zum 
Hittelpunkt bat. Man kann aus der Fläche die Konfiguratif)n 
(lo.. 20jj> wieder ableiten. Nämlich in jeder der 15 singulären Bc- 
rühruiii:^»'beuen liegt ein Viereck aus 4 der 10 Knotenpunkte Die 
Nebeneckpunkte dieser 15 Vierecke sind die 15 Kunfiguratiouspuukte. 
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Aacli bildm die 45 Verbmdimgslmieii der 10 Knotenpunkte 15 Drei- 
kante, deren Ebenen die 15 BingnlSien Berfihmngseben^B eind. Die 
Sebeitel dieier Dreikante sind die 15 Konfigorationspunkte. 

Anmerkung: Die Kummersche FlScke vierter Klasse vierter 
Ordnung mit 10 singulären Berühmnf^sebeuen und lt> Knotenpunkten 
ist ein besonderer Fall dieser Flaelie 0'. Der schon in § 5 entwickelte 
Satz, dafs Ttiaii ans der Kuui nur sehen Fläche durch jemaliges Aus- 
schalteu einer singulären Berflhrungseheiie l»! Konfigurationen (lö^, 20^) 
ableiten kann, findet alao hier seme Begründung. 

£ia darok die Konflguration (15^,, 20,) bestimmtes System von Beoks 
GlebBoksekeii OiagoiuklMokNi dritter Ordnung. 

Wir konatmieren m den dnrcb die Eonfigiirationsgerade (ikf) 
gekebden Ebenen 

(»*) a?/ — jr* - (), 

(il) — d7, = 0, 

(kl) a:* — a:, = {pd — x,) — (Xi — xt) = 0 

die vierte harmonische .Ebene l, welche der Ebene {kl) zugeordnet ist; 
diese wird dorck die Gleioknng 

f • hl 2xi ^Xk-\-Xi 

dargestellt. Wi der Konfigoration (15^, 20^ sind deninaek 60 Ebenen 
A TsrbnxMieai, welcke su drei dnrek die 20 Konfignratiom^^eraden 
geben. Beispielsweise sckneiden sick die Ebenen 1 • 23, 2 • 13, 3 > 12 

in der Geraden [123]. 

Wir wollen zunächst die 30 Ebenen X untersuchen, welche zu 
drei durch die 10 Kanten (ikl) des vollständigen Fünfecks (vgl. § 1) 
gehen; sind das diejenigen Ebenen A, deren Symbole die ZiflFer 6 
nicht t iiilialtpn Wir können die .SO l in 5 Oruppen von je (> A ein- 
teilen, indem wir zu einer Gruppe alle Ebenen k rechnen, deren Sym- 
bol© mit derselben Ziffer anfangen; z. B. die 6 Ebenen 1 • 23, 1 45; 
1 . 24, 1 • 1 • 25, 1 34 bilden die erste Gruppe. Ordnen wir je 
zwei Ebenen derselben Gruppe einander zu, deren Symbole zusammen 
alle fünf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 entkalten, dann enthalt jede Gruppe drei 
Ebenenpaare, wie man es an der ersten Gruppe siebt Indem wir die 
Ebenen jedes der 15 Paare zum Schnitt bringen, erkalteii wir 15 Ge- 
raden d, von denen eine betiebige dnrek die Gleidinngen . 

i'Jel'mn 2xt — Xi-{'Xt — Xm-\-Xn 
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daigesleUt wird. Durch jede Gruppe werden drei dieser Geraden be- 
stinuiit; I. B. die Geraden der enten Gruppe sind 1 • 33 • 45, 1 • 34 • 85, ' 

6 

1 • 25 • S4. Mit Hilfe der identischen Relation — 0 findet mauj 

i 

dab jede der letsteren Geraden die Gleichnng 

«I + i«» - 0 

befriedijjt; also crgiebt sich: 

Jji€ drei Geraden d der ♦'** Gn(}>]w Ucym in einer £Stene 

Das FOnfflacli 6^ der Ebenen tfjg, e^, o^, tf^, wird dnrcli die 
Konfignralion eindentig bestimmt; demt jede der 5 Ebenen Terbindet 
je drei Geradm «L Die Ebenen o^, tf^, <r^, 0^ schneiden ans der 
Ebene ffj, ein Yieneit ans. Für den Ei^pankt tfu^M^M desselben 
gelten die Gleichungen 

*i + - «» + - «• + i«» = 0 

and also auch 

Wegen der identischen Relation 

5 

folgt ans den ersten drei Gleichungen 

und also auch 

Der Krlcjninkt «Jifitfjfif^jr, Vii r^pits in cTj^, Hf»<jt mithin anf der 

Geraden 1 • 23 • 45. Au'^ d^ni l'unkte c^k. ^lt, ^rliült man seinen 
Oegenpnnkt (^^^6^,.a^^ im Vierseit der Ebene (j,^. indem man 2 mit 4 
und 3 mit 5 vertauscht. Der Gegeupiuikt li«gt iilso gleichfalls auf der 
Geraden 1 • 23 • 45. Diese ist demnach eine Dii^onale des Vierseits 
in Wir können somit den Satz aussprechen: 

JJk J't Geraikn d sind die Diagmialm der l'ieti>eUef uelcJiC muu 
erMUj wenn man jede Ebene des Fünfflachs <J^ mit den 4 übrigen zum 
8dmm bringt. 

Die £ckpuukte öißöi,-/^.,,,, f^tt^u^M} ^u^u^m FiinfÜachs tf^, 
welche auf der Kante tf„-'T-^ desselben liegen, werden «aa dem Eck- 
punkte Ciety^tfMi Gegeuponkte der Kante (Si^^i^, durch die Ge- 
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raden 1-23 45, 2 \^-4b, 3- 12- 45 projiziert. Diese drei Gteradea d 
hegöa also in einer Ebene. Die Gleichung der Ebene ist 

(«4 + i«6) + (ai + ia^)-0, 

denn sowohl der Eckpunkt tfictf^tfa« als anch die Kmte {^^«(j^ be- 
friedigen diese Gleielinng. Allgemein ergiebt sioli: 

Dmh jeden der 10 Edgpimkle des lUnffladu tfg gAen drei Dia- 
gtmaien d, und mat noerdm diese am den drei den Edi^^uukt hettimmenden 
Ebenen des Fvmffh^ tf« dmtk die VerbkidmssAeiie des EätfumkUs mU 
seiner Qegenkante auagesdmitkn. 

Dnreli die Gemde 1 - 23 • 45 gehen die Ebene und die beiden 
Ebenen, welche die Ecl^unkte tf»«»^) ^u^m^u ttiea. Gegen- 
kanten €^€g^f Tcrbinden. Die Gende 1 • 33 • 45 befiriedigt also 
die Gleiebongen 

and denmadi auch die Gleichung 

Da die letzte Gleichung inbe'/ni:» »nf j-,, x^, x^, x^, jr^ syninretrisch 
ist, so wird sie von allen If» Geraden d erfüllt Unsere Untersuchung 
führt mithin zu dem Resultat: 

Die 15 Utm/mialeti d Heyen auf einer Fläche dritter Opdnutig 

1 

Die Ftftche 2>« hat das Ptlnfflach tf« sum Sylvesterschen Pentaeder 
und die charakteristiBche Eigenaehafi^ dafo die Summe der fOnf lineairen 
Funktionen ^x^ identisch NuU ist. Die 15 Geraden d sind die 

Diagonalen der Yierseitc, welche man erhält, wenn man jede Ebene 
des Sylvesterschen Pentaeders zum Schnitt bringt mit den 4 tlhrigen 
Ebenen. Tf^ hat die 5 Peutaederebenen zu dreifach berührenden 

Ebenen. In jeder der 10 Pentaederecken schneiden sich drei in einer 
E})»'üe liej]^nde (leraden r/ iler Fläche. Olebsck nennt eine solche 
Eläclie dritter Ordnung eine Diagonalflächc.*) 

Da die Ziffer <) mit jeder der ZiflFem 1, 2, 3, 4, 5 vertauscht 
werden kann, so werden durch die Konfiguration (15^, 20,) die 



1) Vgl. Math. Annalen SSi, 
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GlebBchtehen Diagonalflichw Dj, Dg, D^, D«, D^, bwÜiiuiit Die 
linken Seiten der GleicbiiBgen 



1 



der Flächen D<. und /)r, werden einander gleich, wenn Xr, j"« ist. Die 
Schnittkurven der Flächen und mit der Ebene (56) sind aleo 
identisch. Allgemein ergiebt sich: 

Die Flikhnr />, n>i(f PK hahrn mit KmfiguratimsAene {ik) 
dieselbe Kurve dritter (hdnmig gemein. 

Ripnt'is folgt, dafs man von dem System der ß Dia^onalflachen 
wieder zur Konfiguration gelangen kann. Thatsäehlich ist aber zur 
Bestimmung der Konfiguration nicht das ganze Sjstem der 6 Flächen 
nötig; vielmehr ergielit sieh: 

ih» KijHfttjunUioH viög, 20^ kann ottn Uinhu/at zud dn- (i (Ii bsch- 
schen Dimimuilfläclwn T>^, 1)^, D^, D^^ 7)^ ahjrJpHet aodvH. 

Nämlich die YerhuKiuugsebene iles Ei kpniiktes tfjßtfjsffsR Fünf- 
flachs <yg mit seiner Gegeixkante 6^6^ hat, wie wir wissen, die 
Gleichung 

(a:« + i^) + ('» + i^)-0. 

Von dieser Ebene ist durch die Fbenen 

j:^ + = 0, 

•m + i^r« - 0 

bamoBiech getrennt die Ebene, welche dturch die Gleichnng 

dargestellt wirH, d. h. die Kcmfigurationeebene (45). Wir könnm dem- 
gemäl's den Satz aussprechen: 

Jm.v dtr DioffonalfUiche I), laxn ntuti lias rnlhtänd'nie Fünff^ Fi 
In rh iten. Die J'Jjrm , /rrhlif r,,n i nmii lük/mnki <h s S i/l ri sterschm 
I't'Httieders 6,- dir i lmln H ilnnh du die Gcffruhitdi dts hi.ptinki-es be- 
stimmenden l'etdiu'dereheneit harmonisch geimmt tat, nämliclt eine 
Ebene von Pf. 

Mittelst dieses Satzes ist es nun leicht zu zeigen, dnls B. durch 
die Flächen und 1)^ die Konfiguration bestimmt ist. Aus und 
JD^ erhält man die Tollsiändigen Ffinfecke nnd und idso alle 
Konfigoxationsebenen aolaer (5 6). Da aber die Ebenen (1 5), (K)); (2 ö), 
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(2&n (3 6): (45), (4 0) sieb in deu reijp. Geraden (IfSß), (256), 

(3 5 ü), 1 4 :) i\) der Konfi^nrationsebene (5 6) schneiden, so ist auch di^e 
durch und /^^ bestimmt. 

Auf das zu dem System der 6 Glebschschen Diagonalflachen 
reziproke System aus 0 Flücbeu dritter Klasse wollen wir nicht näher 

§8. 

Beziehung der Konfiguration (15^, 20g) zu einem System von 15 ebenen 
Knrven dritter Ordnung und 6 Flächen dritter Ordnung. 

Von den durch die Konfigurationsgerade (123) gehenden Kon- 
figurationsebenen (2 3), (31), (12) ist jede durch die beiden übrigen 
von einor der Fbonpn 1 • 23, 2 • 31, 3- 12 harmonisch getrennt (vl'1.§7). 
Die letzteren Ebenen schneiden die gegenilberliegende Konfigurations- 
gerade (4r)()i in drei sogenannten Kirkmanpunkten K. Fuhren 
wir diese Konstruktion fflr jede der 20 Kontiguratiousgleiohuugeu aus, 
dann erhalten wir 60 Kirkmanpunkte K, welche zu dreien auf den 
20 Konügurationsgeraden liegen. Fttr den Schnittpunkt dm durch die 
6ea«de {ikl) der Konfiguration gehenden Sbene t • il mit der gegeu- 
fiberiiegenden Eonfigurationsgeraden {mnp) beeiehen die GleidniiigeiL 

2 Xi — Xic -\- Xi j Xtn = = 

woraus rieh mii Hilfe der identiechen Relation 

a?« + + «1 + + as. + — 0 

ergiebt 

a?< + a^ = + + — 0. 

Em fteKe^^ der SO KtrhrnnnpinnkU K wird demnach durch 

i (mnp) Xi -\- Xm = SOi -\- Xn = Xi ■\- Xf, ^ 0 

oder 

~~ Xi Xm ÄJ« = 

dargestellt. 

Durch jeden der 60 Kirkmanpunkte gehen drei der 15 Ebenen 

Man kann daSier sneh mittekt der 15 Ebenen ik, welehe diei&oh 
berdhrende EbeD«n der kabieehen Fläche 

F» arS + a^s + ^ + ^ + jrS + ^^O 

sind, die Punkte K aus der Konüguratiou ableiten. 
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Dm 60 Kirhmanpunkte i{klm) li^fm m drei ^neneii9 auf dm 
20 EmfgmUioHageradm (hlm), andaineHs wtf de» 60 Fasealgtradtn 

i (ht) — Xi = Xk = Xi. 

Durch jedm r*»f ihnru <jt hi n dni Pa scalgeradeHf und auf Jeder Fa$cal' 
geraden liri/'H lirci Kirkwnu punkte. 

BAispiolsweise liegen auf der Geraden 1(2B) die drei Kirkman- 
puiiktp ^2 3 4), 1(2 35), 1(2 3G), und durch den Punkt 1(2 3 4) 
gehen die Geraden 1 (2 3), 1 (3 4), 1 (4 2). Bezeichnen i, k irgend zwei 
der Zittern 3, 4, 5, 6, dann enthalt die Ebene 1 2 die sechs Sehnitb- 
pmikhe 1(2^) der Paical geraden 1 (2 3), 1 (2 4), 1 (2 5), 1 (2 (>) tmd die 

In jeder der 15 J^enm lu^ demnad^ 12 Kirkmanptunkie. Diese 
smd die Eckpimkie /meier vdüsländigeH Vmseiief die von je vkr Pascal- 
geraden gebiUkt werden. 

In der Konfigurationsebene (1 2) liegen das Viersoit der Kon- 
figurationsgeraden (1 2 3), (1 24), (1 25), (1 2 6) und da« Vierseit der 
Pascalgeraden ?,{]2\ 4 ( 1 2\ 5(11?). <i(12\ Die Geraden, deren 
Svml)ole mit dcnspllicn Ziliem geschrieben werden, schneiden «ich in 
den Steinerpunkten (1)(2)(3), (l)(2'l(4), a)(2)(0), welche 

aber auf der Steinergeraden (1)'2) der Kuntrgurationsebene (12) 
litten. Die übrigen 12 Durchdringungspunkte der beiden Yierseite 
sind Kirkmanpunkte K. Mithin ergiebt sich: 

Die 12 Kirkmanpunkle ehwr Kmfigtttationscbem liegen zu dreien 
eiNerwife asf dem wer Kmfigmalliemgeradm, anderseUs anif dm vier 
Pasealgeraden der Konfiguraiimsebeiie, Die 4 Kw^igturaHonsgeradm 
sdmeidm die 4 Pasealgeraden in dm US KirkmanpunJtten vmd dm 
4 Sieinerpunkten der Koi^igimUionsebene. 

Wir kdnnen die 12 Kirkmanpunkte und die 4 Steinerpnnkte 
•inar Kcaifignrationaebene ab die Banspnnkte eines Bttsehels Ton 
•bauen Knrren rierter Ordnung anlfosaeoi dem die serfaUende Kurve 
Tiarler Ordnung der 4 Konflgnrationsgeraden und die zerfallende Kurve 
▼ierter Ordnung der 4 Pasonl geraden angehören. Bekanntlich ist 
eine Kurre eiuM Büschels bestimmt^ wenn wir einen Punkt annehmen, 
durch den sie geben soll. Verlangen wir nun von einer Kurve tmferes 
Bftscbels vierter Ordnung, dafs sie durch einen auf der Ftoinergeriiden 
angenommenen Punkt gehen soll, dünn luufa sie in die Steinergerade 
und in eine durch die 12 Kirkmiini»uakte gehende Karre dritter 
Ordnung zerfallen. Demnacli ergiebt sich: 

Die 12 Kirkmanpunkte einer Konfiffurationsebcne liegen auf einer 
Kurve dritter Ordnung. 
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Man kum dieses Beeultai aaeh ans dem Satie ableiten: 

J)ie SO Kirkmanpuukte, loddke mf dm 10 Kante» (ikl) des 
vdUst&ndigen Fänffladts dar EmfiffweiOim {vyl § 1) enäudte» sM^ 
Uegmi auf «mar Flädte dnUet Ordmng 

Die linke Saite der Gleichung 

1 t 

der Fläche Fl geht nämlich tttr den Punkt 1 (236), weicher, die 
Gleichungen 

"~ "^1 ~ "^S ~ "^3 •'ey ^"^1 ~ "^4 "^b 

eiftlllt^ über in 

G 14ap» -f ac* + ä| - 3äi(x« + a:«). 

Wegen der Gleichung 

+ 3% = 2a!| 

und der Identität 

«5 + ^ + »s)(*! + «! — 

wird 

6r — — 14«^ — a;j(a^ -I- «| + ^x^x^ — — 14a^ — »,(«4 + x,)* 

= — 18a^ » IS^eJ. 

Der Punkt 1 (2 3 6) genügt mithin der Gleichung der Fläche Fl und 
liegt also auf der FlSehe. Da die Gleichung dar Fläche inbezug 
auf x^j x^, F-, symmetarisdi ist^ so liegen ebenso auf der Fläche 

alle Kir.kmanpuskte wenn t\ l irgend drei der Ziffern 

1, 2, 4, 5 bedeuten. Es sind das aber die 30 Kirkmanpnnkte 
auf den Kanten des selbstibidigen Fttniflachs sr^ der Ebenen (16), (26), 
(36), (46), (56) oder die Kirkmanpnnkte in diesen fünf Konfignrations- 
ebenen. 

Durch die Konfiguration (1.%, 20j,) wmlen demnadi € Flächen 
dritte Ordnmrn Ff, F\, F\, F\, F* besUmnU, auf denen je 30 

Kirhmaii punhir lif-arv. 

Rpzeichiicn wir liu' kurve dritter Drdnimg, wflchf» Hie 12 Kirk- 
maupuukte der Konügurationsebene {ik) verbindet, mit (a, so er- 
gjelit sich: 

Aul' jeder der 6 Flädten Ff litgm 5 der 15 Kurveti 
a. B. auf 1^ die Kurren q,, q,, C^, C'^. 
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DimA jede der 15 Kurven C?« ffthen ^ der 6 Ftädten Ff, 
s. B. dnrdi Cf, die flSehen F* und F^. 

Dmtk jeden Kirkmanpunkt geke» 3 FUk^ Ff, 
z. B. der Ptmkt 4(128) ist ein Schnittpnnkt der Fliehim F*, F», 
Fl, Dieee eehneiden eich «her eben&lls in den Punkten 5(128) und 
6(123). 

In dm drei Kirkmanpunlten auf einer Kcnfignrtdioiwgeroden 
aehneiden sieh eUso drei der sechs Flächen f^. 

Da je zwei der 6 Flachen FJ eine ebene Kurre dritter Onlnnng 
in je einer der In Konfigurationsebpneu gemein haben, so erf^iHbt sich: 

Dif Kutifiijnrntion (iöj, 20^) kann aus dem Sffutem der 6 Flädim 
Fi abgeleUet wenien, 

8 9- 

Ableitung eines Systemä von 15 Kegeln dritter Klasse und 6 Flächen 
dritter Klasse ans der Konfiguration (15«, 20,). 

Zn dem in § H betrachteten System xon 15 ebenem £urven dritter 
Ordnring und Flächen dritter Ordnung giebt es ein rn^rokea System, 
das wir hier kurz beschreiben wnllon. 

Indem wir zu don «Iroi Koüüguratii>nspunkten uuf (mikt Kon- 
fiprurations^raden den vierton harnionischpu i'unkt konstruieren, welcher 
einem vdii ihnen zugeordnet ist, erhalten wir auf jeder Konfiguratious- 
geradeudrei Punkte L. Wir verbinden jeden der drei au feiner KonfiguraÜons- 
geraden liegenden Punkte L mit der gegenüberliegenden Konfiguntioiie- 
geraden durch eine Ebene jc. Mit der Konfiguration sind demnach 
60 Ebenen s Terbuiden, irelcke so drei dnreh die 20 Konfignrations- 
genden gehen. Durch jeden Konfigantionspunkt gdhen 12 Ebenen », 
welche einm Kegel dritter Klasse nmbfUlen. Ans der Konfiguration 
lassen sich also 15 K^l ableiten. Die 30 Ebenen x, welche /u 
dreien durch die 10 Kanten (ikl) dos vollständigen Fünfecks P, der 
Konfigtiration (vgl. § 1) geben. nmhUllen eine Hüche <p^ dritter Klasse. 
Durch die Konfiguration werden demnach fi Flüchen <p^ dritter Klasse 
hosiimnit, welche je 'M) Ebenen x zu Berühnmgsebenen haben. Jede 
der <» tlüch«'!! (jr ' hat der 15 Kegel zn Tangenteukes;pln. .leder 
Kegel fP ist Ttuigeat^nkegel vtm 2 nücluMi qp'. Jede Eheti»' x wird 
von drei Flächen <p' berührt. Man kiinn aus dem vSjötem der 
6 Flachen die Kuuüguration wieder ableiten, nämlich je zwei der 
6 Flächen haben einen gemeinsamen Tangentenkegel S* dritter Elassey 
dessen Scheitd ein Konfigurationspmikt ist 
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der ersten vier Grade mittels der Formel für die Tangente 

des vielfaclieii Winkels. 

Von L. Matthibssbn in Rostock. 

Für (li(> Auflüsui^ der Gleichungen zweiten, dritten nnd Tierten 
Ghrades sind versehiAdeiie goniometxtscbe Methoden angewnndt worden. 
Um nun ein gemeinsames Prinzip einzufüliren , soll im folgenden ge- 
zeigt worden, wie man die vollständigen Gleichungen mittels der For- 
meln für die Tangente des zwei-, drei nnd vierfachen Winkels losen kann. 

I. Gegeben sei die Gleichung -\- ax b ^ 0. Wir gehen aus 
▼on der Identität 

. 2 tan tp 

im - j^^^., 

oder 

Setsen wir :b — rtau (p ^ äo resnltiort am der gegebenen Qleicliiuig 

tBa9* + ;tui9 + -^ — 0. 

DnrchVergleichung mit (1) erhält man folgende BestimmunghigleichungeiL 

r^iyi, tHi29>-.^-^^taii(« + 29»). 
Mithin evgiebt neli danms 

X^ = i \ h tan 9?, = — i \ b cot 9?. 

Die hier auftretende imaginäre Form der Wurzeln lafs^t darauf 
schliefsen, 'l;i(s für einen ncL'Htiven Wert von //, die Gleichung stets 
7wei reelli Wurzeln hat, dals jedoch im entgegengesetzten Falle der 
Winkel (f imaginäre Werte annehmen kami. Wir diskutieren die 
möglichen Fälle: 

1. Gegeben sei — 6 0. Dann ist 

r^yi, taa29)«»^; x^^Y^^9f x^^-^Yhnoi^. 
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2. Gegeben sei x^ + ax + h'^O. Wenn diese Gleichung leeDe 
Wnneln haben kann, lo nrab nech dem Vorhesgehendmi der Winkel 
2^ und ebenso 9 einen imaginarni Weit haben. Es aei nnn 9 «ij +^t; 
dann ist 

Die Homogeneilät erfordert die Relation 3^ — 0. Dann folgt 
tan2y»taii2^i«^ ^,^^^.,/ ^. 

Dieser i aii erfordert die Ungleicliuug <t' > -^h^ 9 i^i reuU und t?» wird 

c'* — 1 
tano«» tan — f , 

Der Winkel ^ ergiebt sich ans d«r Torheigehenden Gleichung 

«•*-(a + 2Yb) : (a - 2]/ft) . 
Die Wurzeln sind reeü, nämlich 

Dpr Homoj^eneität <1( r Olt icliuiiir wird aber auch {^flgi doxch die 
Relation 2^^\m, Dann folgt weit« r 

Dieser Fall erfordert die Ungleiehnng a'<4b; ^ ist leeQ and ergiebt 
sich ans der Gleiehong 

^ (2y5 4. «) : (2 vs - «) . 

Es wild nun 

Die Warsein sind badt km^iex, nämlich 

IL Gegeben aei die Gleiehong + + ba; + — 0. Man gehe 
aoa von der Relation*) 

^ 1 — 3 tan g>' 

1) Methode von Ötoil. i'rogr. von Heneheim 1876. 
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oder 

(3) ian9y* — 3taii39>-taii9>^ — Stan^ + taaSg^-'O. 

Um die gegebene Gleichimg auf diese Form zn brin^^ aetase man 
y -f ir und bilde die Variierte 

Substituiert man weiter y ^ rUüiq), so erhält man 

tan^o» + 'taii^p« + ^tan^p + ^ - 0. 

Durch Vprgleiehnn^ dor homoloppn Koeffizienten mit fileieluin^ (3) 
erbült mau di»' f'rt'onlrrlichi'U HestniunuiigsgleiclmiigiMi fiir r und tau liqp, 
und ebenso für 2, indem ans (3) die Bedingung aß — 9y = U folgt 
Aus der letzteren ergiebt sich die liosolytute 

(4) 2(o« - 3b)2 + (ab - 9c) = 0, 
aolserdeui ist 

« — — ürtanäg), ß = — 3r^, j' = r^tan3y, 

(5) r->^, tan39i f,-^. 

Da nun 

ist, oder wenn man ans (4) den Wert toh m einsetst, 

-(ab- 9c)« + 4 (o* — 8 b)Qf* — 9ue) —iP, 

SO ergiebt sich wdter 

(6) tanS,, ^:Z^-^^ - - - »S^ , 

wo die knbisehe Yariante bedeutet und die Diskriminante 

Nun hat die vorgelegte Gkicbung, wenn ihre Uiskriminonte negativ ist, 
drei recUe Wur5!eln- Da nämlich 

tan 8 y =^ tan (2ä + 39>j = tan (4« + Sy) 
iat^ so erhält man 

IT + r tan 9> , 
«i^if + rtan ^är + y) =-ir — rtan (J« — y), 
2^ 1» # + r tan (1« -f 9>) — « + r tan (I« + 9»). 

Wenn dagegen die Disbriminante jNwiftv ist, bat die Gleichimg 
eme iveQe und mm komplexe WnrzehL Denn dann werden r und tanS^ 
rein imaginär; ist aber tanS^ imaginär, ao ist es auch tan 9 und die 
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beiden aaderen Werte iamil^if — ^) nnd tan + sind kompleK. 
üm die« m bewdaeii, selMii wir 9 »* + <^t% dann ist 

(7) (8, + 3»o - ^ '4^1^ - «<• 

Die Homugeneität erfordert die Kelation 3i; 0, woraus folgt 

tan 3» — tan S*t — - . , — «». 

Dieser Fall erfordert die üngleicliung m < 1 , damit a- reell bleibt 
Ist dagegen m > 1 , so wird der Honiogeneitat der Gleichung (7) ge- 
nügt dorcb die Annahme 3i} — |ac. Dann folgt weiter 

tan 39? - tan (J« + 3di) - ^^^i JzTgZiij - »»». 
Wert von 9 ergiebt sieh ans der Gleichung 
e*»^\±^,mr m<l oder - für » > 1 . 

£■ kann hierans nun der reelle Wunelwert gefunden werden, nämlich 



y, * r tan ^ - tan - ^^^^f^ • :^ ' • 

Die beiden komplexen Warsein sind: 

und 3^ - + at-^V) ^ + ^V/ 

in. Gegeben sei die Gleichnng «E* + aoi:* bx* -\- ex d ^ 0 . 
Wir geben dabei ana von dar Relation 

. . 4 tan 0(1 — tan»*) 

oder 

(8) t«iv* + ^*j^tan^»-6tany«-^ten9>+l-0. 

Dieae Gleichung ist eine rt/apn»ite und hat folgende vier Wurzeln: 
tan 9, tan(J+9), tan - — cot^, 

tan + 9) ^ G"^^)- 

Um die vorf^eief^te Gleiciiuug uui" die b'orin (8) zu reduzieren, bilde 
man die V ariierte durch die Substitution x y -i- z und führe die Ke- 
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duzente der Resiprozität ein, nämlich t^Ö — f^ -^0, Die Uesolfente 

ist alsdann 

(9) (a* - 4ab + Se)g^ + {a*b + 2ae - 4/>» + i6d)e* + (a«c - 46c+ ^ad)g 

+ (a*<i'~e*)-*0 (Hallet). 

Die tnuuformierie lesiproke Gleiehimg eei 

ff + utf + + j'.v + y*/«» - 0. 

Dieselbe läist sich auch dars teilen in der £orm 

(10) (^ + ?^)' + .{, + f) + ?-2,/.-0. 

Die Anfldsnnpf dieser Gleichung bietet keine Schwierigkeit und 
führt /int! Ziele, wenn es sich um eine algebraische Liisung der vor- 
gelegten liieichuug handelt. Da aber eine goniometrische gewünscht 
wird, sn ist die Gleichung (10) noch auf die Form (8j zu bringen. 
Die auaiugc Form derselben ist 

tan g>) * + V (**^ 9> - tia » 
oder wenn tau 9 — u gesetzt wird, 

(") (-i)'+J,.(" :)-*-<>• 

Mau substituiere 

(12) !f+f-u-i+«, 
wonoa folgt 

(18) {ti - *)* + (2w; + a) (m - + m;« -f- «m; + /3 - 2y/« - 0. 

Ans (11) und (12) ergiebt sich 

2ip + « — 4: tut 4^, 11^* + «ct0 + ^ — 2y/« »- — 4. 
Es ist also 

»— — j-a 4: ^y^t.« — 4«ji-j-8y) — 16 

und 

m , ««»4^p-i^-±-7, * - - 

Aus dieser Qleichniig 6ndet man 9 oder ans (12) ^ nnd ans einaoi 
Wnrzelwerte der ResolTenie (0) endlich a;. 

1) Matthtesien: iiruudzäge der antiken und modernen Al^bra. S. 868 XXil. 
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y<m E. OzuBBR in Wien. 

0. Biermann hat jüngst') daa Problem der Einliiilleiidftn unter 
dem Gesicht<5pTinkte behandelt, dafs die Emgehüllteu nicht, wie dies 
gewöhnlich vorausi/*'s»'tzt wird, durch Oleichungen zwischen den Ko 
ordinalen und vvilik ili hcn Ktmütunteu gegeben, soudcru dafä die 
Kodrdiuiiten ihrer l'uukte durch HilfsTariable (parametriscb) expli/.it 
ausgedrückt üuid. Kr macht hierbei durcbgehendä tou dem Prinzip 
dei letsien Schnittes Gebrauch. Dieees Yer&lmn. mfteht es notwend^, 
nach HenteUnng der die SinhOUende cli«nd[:terinflranden Gleichungen 
die BerUhnuig swiachen ihr und den Eingehttllteii in jedem Falle 
beeonden aMbnnreieen. 

Wir nehmen d» Problem nnier den gleichen analytischen Yoniasr 
■eteungen von neuem auf und führen seine Lösung niicli einer andern 
Methode durch, weh-he neben geometrischer Anschaulichkeit auch den 
Vorzug haben dürlu-, «hifs sie vermö^^'e ihrer Gedankenf&hmug die 
Benihmnp zwischen der EinhÜlleiub n uml den Eingehüllten unmittelbar 
erkennen läl'st. Von sin^ilnren I 'unkten auf den letzteren wird dabei 
abgesehen, was hier von ?om herein bemerkt werden mag. 

♦ • • 

1. Eit^ach-unendlicfies System ebener Kurven» 
«) Daa System sei dnreh die Oteichnngen 

(1) X =^ (p[u,a\, (/ - VI?*,«) 

dargestellt. Bei feHtem n b^'stiniüifii diese (i|eic!nin</en eine Kurve ia\ 
bei festem m eine Kurve [ui; die Systeme dieser Kurven nu'igen mit 
A, U bezeichnet werden. A sei das System , um d^sen Einhüllende 
es sich handelt. 

Dnrch das Wertepaar u\a ist ein bestimmter Punkt M anf der 
Enrre (a) gegeben; dnreh Um geht auch die Emre (tt). Kommt « 

1) Ft'.si^chrifl (IiT k k TcchniHcben Hocbflchole in Brünn nur Feiec ihres 
fünfzigjährigen Beatetieni;, brünn, itti^d. 

AmUv 4«r Fttlfttirtlh uS Vliydk. III. Mh*. IL 8 
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S. OnniBB: 



allein in stetige Äuderung, so bewegt aicb. M auf (a) mul beginnt die 
Bewegung in der lüchtong 

duy du 
d» 

kommt a allein in stetige Indeningi so bewegt lich M auf («) und 
beginnt die Bewegnng in der Richtcmg 

H 

Auf diese VV eise geboren zu jedem Punkt der Kurve (a) zwei Bewec^mgs- 
richtungen. Jene Punkte, in welchen diese Bowegungsriclituugeii zu- 
sammenfallen, sind i'iiiikto der Lmliiillenden. Die Bedingung für die 
Gleichheit der Bicbtuugeu, d. i. 

- -») 

- a(«, «) " ' 

bestimmt n&mlioh die 11 joier Punkte auf (o), welche bei eintretende 
Indemng des a und der dadnieh bedingten Transformation Ton (a) 

Bich immer in Riehtimg der jeweiligen Tangente an (a) bewegen; diese 
Punkte beschreiben die Einhüllende, Ton der schon im Grunde dieses 
Gedankenganges zu erkennen ist, daOi sie die Kunren des Systems A 
in den ijedachten l^nnkten berührt. Ihre Gleichungen ergeben sich 
durch Elimination Ton a aus (1) mit Hille von \2). 

Die Elimination von ff erf^äbe die Einhüllende dos Systems U, 
was »US der Deduktion umiiittelhar zu entnehmen ist. Unter Um- 
ständen kann die Einhüllende von A eine spezielle Kurve -des Bystems 
ü sein. 

BtuHpiel. Das Byst^im A der Kreise, welche ül)er den zur Achse 
einer Parabel (vum llalbparameter p) ßüukrecliteu Sehnen als Durch- 
messern beschrieben sind, kann durch die Gleichungen 

jp» a +l/2j>acoBt(, y—y;^a sin« 

dargestellt werd^ Dnreh Elimination Ton a eigiebt sidi hiraKis die 
Gleichnng 

des Systems Uf das also aus Parabeln besteht, weiche durch den 



(8) 



0<p 

du Fm 
Sa du 
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Scheitel der zugrunde liflgenden Parabel gehen imd mit ihr ^iche 
AduNUiriditiiiig hMh&L 

Die Gleiehnng (2) der allgraidaieii EntwicUmig Iratet hier 



C08 « + 



und die Elimhmtioii von « nnd a Ewiecheii ihr und dem obigen Glei- 
ehimgqMUur führt an 

Dieae Pambel, welche Adue imd Ub|iaz«meter mit der gegebenen 
gemein imd ihren Scheitel som Brennpimkt het, hflllt aowohl die 
Kreise A wie «ach die Pkrabeln ü ein. 

ß) Der Fall, dafii daa Eimrenaysfcem dnreh die Gleichongen 

(1) X - <p(u,a,b), y - fi-V^^afit) 

und die Panunetergleichung 

(2) o(a,6)-0 

gegeben iet, fiifiit eich analytisch leicht erledigen. An die SteUe der 
Gleichnng (2) onter a) tritt jetifc 

du cu 

wo die Ableitongen (^q)^ (^^) unter d«n Oeaidktapnnkte so bilden 
sind, dafa h Termöge (2) von a abhing^ elso 



= 0. 



a) Ca 



db (Ca 



dm 



etCk* 



Dadnrch geht obige Gleichung aber in 

dl* 9« 



0. 



wofür auch 



^llb f^OI 

C(f> c"f dm 

db db db 



-0 
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gt'sclirieben weiden kann. Dureh (1), (2) und (3) iet die £inlLüllende 
bestimmt. 

2. Ek^ack-unendlidtes Beiern wm Bmmkwrven. — Dasselbe sei dnrch 

(1) a:-^?(«,a), y-^{ii>a), #-jr(ii,a) 

gegeben; ein festes a chatakterisiett eine Kuxre (a) des Systems A*y 
daneben giebt es Eunren (u), deren jede durch ein festes i» gekom- 
aeiehnet ist — ihr System heibe V. 

Der Punkt M{u \ a) auf (a) kommt bei bloiser Änderung des u 
auf dieser Kurve in Bewegung, die in der Richtung 

der Tangente an (a) beginnt; derselbe Puiikt kommt bei alleiniger 
Änderung des a in eine Bewegung, deren An&ngsrichtung 

dureh dif Tiiufrputc an (m) bestimiut ist. .It'iic Punkte von {u), in 
welchen heide H ii lituiigen zusammenfalleu, die sich also, indem (a) das 
System .1 Ktetig durcliiiiul't, jederzeit iu Kicbtung der jeweiligen Tan- 
geute an (a) bewegen, beschreiben die EinhflUende dieses Systems. 
Da jedoch die Gleichheit der Bichtnngen das Verschwinde der awei- 
seiligen Determinanten der Matrix 



(2) 



c<p cy et 

I du du du 

I cq) d'^ tt 

da da da 



also das gleichzeitige Besteben einer überzähligen Anzahl von Glei- 
chungen erfordert, so existiert eine Einhttllttide nur dann, wenn diese 
Gleichungen sich auf eine reduzieren. 

Die etwa vorhandene Einhüllende hdllt auch das System IJ ein, 
wenn sie nicht eine spezielle von den Kurv«) dieses Systems ist. 

Beispiel. Das durch die Gleichungen 

x^r{eoBa — uWBa), y = »"(sina + «cosa), s — A(a-f«), 

in welchen r, h gegebene Konstanten bedeuten, dargestellt« System Ä 
ist ein System von Geraden, das System U dagegen ein System trans- 
zendenter Raumkurven. Die zugehörige Matrix (2) lautet: 

— rsina rcoaa h 

— r (sin a -f u Cosa) r(co8a — usina) h 
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zwei ihrer zweireihigpn Deteniuiiuit«ii TenchwindeD identisch, die dritte 
ftüurt so der Gleichung 

M-0; 

intthin ist im vorliogfiiden FmIIp die Einhüllende Ton A eine spezielle 
(/-Karre, nämlich die Öchraubenimie 

Die U-Kvnm sind die Schnitte der TBagenteufladie dieser Schrsnben.- 
linie mit den Gylindem ^c* + — r*{l + 

a) Dieselbe sei doch die Gleichmigen 
(1) «-^Kt^a), 9^if(u,v,a), 



Bei festem a und TeiSnderlichen UfV bewegt sich der Punkt 
Jf(ff|«'a) «nf einer Fliehe (a) des in Betracht stehenden Sjstrais Ä, 

Bei festem u, v ond verSnderlidiem a beschreibt er eine Eure (w), 
desen Eigenschaft es ist, dafii sie alle Flächen des Systeme A in 
Punkten einer ftsten Wertrerbindnng « | v dordisetzt. 

Wenn a allein sich ändert^ so beginnt der Punkt M, sich auf der 
sngehdrigen («cryKorre zu bewegen in der Anfimgariehtang 

<i,x . a^y . a^z - da' do* 

andern sich « nnd v, wShrend a festbleibt, so b^nnt M sich in der 
Tangentialebene an (a) zu bewegen, deren Gleichung lautet: 



'^aa -')+ iiic? - ») + Vä^« - ') - 0. 

Soll jene Bewegungsrichtong in diese Tangentialebene fallen, 



SO mufs 
d.h. 

(2) 
sein. 

Fabt man in der Oleichnng (2) a als konstant auf, so drUckt sie 

eine Relation zwischen n, v aus, durch welche auf der I'lache (a) eine 
Kurve (e) bestimmt ist; jeder Punkt dieser Karre beschreibt, wenn man 



8f Bi^ d% 

du du 9« 

dqi 8i 

er ?f> dt) 

dvp dz 

ca ca Ca 



-0 
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z. B. sein u feethalt^ bei der YariatioiL Ton o und der dadurch herror- 
gernfaiem TranaformBtion toü (a) eine Eure (y), welche die Eigen- 
schaft beeitrt, sBrnflidiA Flftehen dee Syetems A, naä «war in PonktNi 
der angeordneten («)-KiuTen — der CAoroftferMfte» an berdhren. 
Der Ort der Enrren (y) iat eine Fläche E, weldbe hieniach die Fliehen 
des Systema Ä ranhfUlt; man erkennt aber auch, daia £ ra^^eich der 
Ort der Kurven (c) ist. 

Die ChaiakteriBtiken (c\ bestimmt durch die Gleichungen (1) und 
(2), wenn darin a als veranderliclier Parameter anfgefafst wird, können 
eine Einhüllende haben, welche dann el)en8o wie das System der (c) 
auf der Einhüllenden E liegt tind deren IiückkchrJcank heilst. 

Um zu dieser Kurve zu gelangen, hat man das Verfahren in 2. 
sinngemäfs auf' den vorliegenden Fall anzuwenden. 

Hiernach sind jene Punkte auf (c), welche die Einhüllende be- 
schreiben, an die Okiehungen (1), (2) nud an die Beadehnngen 

m 0 ai) 

\da) \da} Wa/ 
gebunden; die letateren können auch in der Fwm 

geschrieben wprd«n. Dtirch die Klammem soll daratif hingewiefien 
sein, dafs mau in (1) v mittels der Qleichuiig (2) als Funktion von Uf 0 
eiusufuhren hat. Uiemach ist 

BF cJl 
/ci>\ dii ,d^cv^ di> du ^Xi^l^ 3% du 

'd9 ' 



dF dF 
(^^\ ^ ^ t _ d^ _ d;^ da^ (^z\_dx .dxdv dx _ dx da 

\da) ~ da'^ d9 da ~ da dvdF' \da) "' da d^ da'" da dvdF' 

Führt man mit diesen Ausdrücken die erste der Gleichungen (Ö) aus, 
so ergiebt sich nach entsprechender Induktion: 

dF^ d(^, X) , dF d(i%j) dF g(if>, X) ^ 0, 
du o) dv d(a, u) ca diu, 0) ' 
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(Ke beiden snderai eigebeii bei ebemoleher ArnifllbniiiR wie man ohne 
weiteie Beduning erkennt: 



^d{v, a) d9 
du d{v, a) ro fCa, h) er) 



0. 



in der ersten sind die Adjnnkten «a den Elementen 

die Kof.-ftizienton in der zweiten und drittt-n 



Dieae dm Gleidrangen &Den aber in eine sneammen, und ela 

■olehe kenn jede von ihnen genommen werdoL Denn die Koeffizienten 

?F cF cF 
Ton — , — , ^ 

der ersten K<donnt 
chuug die Adjmikteu zu deü Elemeuteu der zwciteu imd dritten Kolonne 
der Determinante in (2); da aber diese Determinante für die Funkte 
der (e) TerBchwindet, eo stehen die Adjunkten aUer drei Kolonnmi in 
gleichem TerfaSlbiia, nnd daher aind die letitan drei Gleichnngfln that- 
iieUidi Sqnivalent. 

Die Einhmikarre der Charaktexiatiken, d. L die Rüekkehrknrre 
aof E, iat alao dnzdi daa Oleichungpayatem 

* - »>(«^ r, a), y~Kf {u, v, a), ^ = x K ^, «); 

Jüd(v,«) dv t») da v) 

bestimmt Um sie in einer der fiblichen Formeln darzustellen, kann 
man entweder u, v, a aoa den drei eraten Gleichungen anadritcken und 
in die iwei letzten aubatituteren, oder ii, e aua den awei lotsten be- 
atimmen nnd in die dni eratMi einaetaen. 

Die leiste der obigen Gleiehnngen kann noch in der Gestalt 

J% 9n d% 

dl 

dv dv cü 
ca ca ca 

geschrieben werden. 

ß) Ist das Flachensystem durch die Gleiohnngen 

(1) «-y(«,i;,a>6), ^ = (u, ü, o, 6), » ^ % i^u, a, h) 
und dnreh die Pagameterf^eichnng 

(2) fli(a,6)-0 



(4) 



-0 
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gegeben, so erfährt die analytische DurchfBlmmg gegenftber dem. Yor- 
liegenden Fnllo folgende Abänderungen. 

Die Elemente der dritten Zeile in der Detenoiuante der dotügen 
Gleichung (2) sind zu ernetzen durch 

da dm 

da db dm' du dbdm' 

^ db 

dadurch Terwandelt sich diesa Gleichung in 



H_d%da, 



da 



db dt 
db 



F(u, V. a, h) 



dtp 
c u 

d(9, m) 



d'i 



c u 

H 
dv 

d(a, b) 



0; 



die Entwioklnng TonteheiLder Detenniiumte umH den Elefnfiiiteii der 
letzten Zeile kuui aber auch als Entwic^ui^ der Tieneüigen Deter- 
minaiite 







dt 


0 


du 


c» 






d<p 


d^ 


dz 


0 


di 


df> 


dv 


dtp 


dif 


dt 


dot 


ta 


da 


ca 


da 




ri/. 




rm 


ch 


ib 


rb 


rb 



n:ich den riiterdcit rmnKinten der zwei ersten Zeilen aufgefaist werden; 
scblieMich darf man auch setzen: 



(8) 



In gleiclier Weise kommt nn die Stelle der Elemente der letzten 
Zeile in der Determinante der Gleichung (4) zu stehen 

dt» dm dm 

dF ^^'^(^^ d^lf d^da d% cxda^ 
da cb dfo- dä cbro)* da db c<a ^ 
db eh db 

damit geht aber die genannte Gleichung über in 



0, 





dtp 


dl 1 


da 


du 


, 1 


CF 




H 


dv 


dv 


do 


d(F,m) 


m) 


d(x, «) 


d(a, b) 


'd (a, b) 


dia,b) 
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wofür aus äluüicheu Grüudcu wie vorhin gescluriebeu werdeu kaiin 

W r(u,r,a,fe) 

Das K^sultat lautet dahin, »lafs nunmehr die Einhflll«nde E des 
Flachensystems darch die Gleiclumg»'u {i), {2), iß), die auf ihr etwa 
auftretende Rückkehrkurve durch die Gleichungen (1), (2), (3), (4) be- 
atimmt »t 

4. Zweifadi- unendliches Flächenst^stcm. — Dasselbe sei durch die 
Gleichungen 

(1) 3- - <jp («, r, fl, 6), fj ^ (m, V, a, h), ä - x ^) 

g^eben. Bei festem a und h und yeronderlichem V erhält man eine 
FISche (a, b) des Systems. Der Punkt J/ ' r> dieser Fläche kommt 
durch alleinige stetige Andenin^ ron a und die dadurch bedinirtf 
Transformation von {a, b) in eine Bewegung, deren Anfangsrichtung 
durch 

bedtinmit ist; bei alleiniger Variiticm too h b^innt er neh in der 
Riiditiiiig 

m bewegen. IKeee Riditangen ftllen in die Tangentialebene 

an (a, b) in If^ wenn einerseits 

0(is ») diu, «) da e) " 

d. L 

m r, ») - ^' 

und wenn andererseits 

(v\ ^> f) _ o 

irt. 

Die Gleichnngen (1) und (2) bestimmen eine Kurve auf (a, und 
eine zweite Kurve auf dieser Fliehe ist durcli (1) uud (3) hestiramt; 
die Schnittpunkte beider Karren besitzen die E^enschaft, das^ iür sie 
die b(»idfn bpsproch^npu lioweE^mj^richtungen in die Taugontialpbene 
fallen; der Ort «lionor zwcitiich iiiuii<Ili(lion f*unktnianuigfaitigkeit ist 
eine das System der Flächen (^a, b) umhüllende Fläche E. 
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Mftn kann diese Flache auch durch Bewegung gewisser Ktirren 
eizeugt denken, wie folgt: EUminiert man iwisehen (1), (2), (3) v, h, 
Bo «ntetdien Gleichungen 

welche HpI ff^^fpm n chif Kurve, )•♦'! vcriiiMlorlirhcni a mich rrleich die 
von ihr boseimerxMie Fläche darstellea. Elimuuert man a, so ergeben 
sich Gieichuugeu 

die bei festem h eine Karre und hei variahlem h auch schon die Ton 

ihr })e8chriebene Flache hestinuuen. Diese beiden Gleichlingssysteme 
sind aber ilquivalent dem einen Sjstem (1), (2), (3) and stellen eine 

and di»«jelhp Flärho, d. i. E, dar. 

Um die Einhülleiido in einer der üblichen analytischen r)ar?»te]- 
lungsformen 7,\i erhalten, hat mnn entweder zwischen (1), (2), ^3) m, ü, 
üf b oder aus 1 n, h mit Hilfe von Qi) und [3) zu eliminieren. 

Wien, den 24. Januar 1901. 
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Mnomtatton d^nii thtoiime de Legendre; 

Pht M. P. Mamsion i Otnd. 

La celebre relation de Le^endre entre les integrales elliptiques 
compl^tes de premiere et do secoude espeoe: 

(1) j-^KE'^K'E-KK\ 

s'etablit aisement, d'une maniere el^menteire, par iin pnM^dtf dü ä Tor* 
tolini, dans le cn«? mm ]»• carro /t* du niodulf ot son complomont 
Je'* ^ 1 ^ Ir »nyyf t uipris entre zero et Tmiitt'. On deterniine laire du 
huitieme de ia sphere de ravon egal ä l'tmite et ayant ponr coordonnees: 



X nmq> Yl — sin* tf;, y = sin Yl — k'* sin' 9, e eoB^OM^t 
an mojan de l'int^grale double habituelle 

et on introdnit dans celle-ca les variables 9 ei ^. On obttent 
Sans peine la forraule (1). 

Yoici une autre demonstration, artificielle il est vrai, mais encore 
aaaes ■bnjile ei qtii i'applique mim^ aa eaa oft le modnle eet qnel- 
eonqne. Elle eel peot-dtre nonTello, an moiiu ea partio. 

On trouvo faoilenient, en partant de la d^finition clasaique de Ia 
fonction Zu de Jacob i, la formule srnTaate oft M ~ [7* et oft le modale 
k n'eet pas 4eni dane mu, enu, dskui 

D'autre part, on demontre, par l'intermediaire lios fonctions thSta, qne I on a 
(S) Z(» + K i, k) - *) - - ^. 

En ajontant (2) ei (3), U TMnt, apr^ qudqnee tMucüoiis, 
(4) Z(« + K ,, k) - - iZ(U, 40 + » (1 - ^ - Ii) - 

Faieona 11 ^ JBTi, on 27«i- — E*. Ponr oes Talen», 

• z{u + K'i, k) = 0, ^^^^-^ ^ 0, z{u, Ä') ^ a 

Dono 0 — ^iC'f^l — ^ — c'eei-Ardire, apr^ transfonnatioB, 

l'-KE K'E-KK'. 
Qnani & la fomole (4), eile derient 

Z(« + i-i. t) - » - - iZiU. - + i-o. 

Gand, le 15 janTier 1901. 
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Analytische Ableitung des Satzes vom ParaUelogramm 

der Kräfte. 

Von R. Lehmann -FiLHES in Berlin. 

Der Ssfas vom FlKrallelograaim der Krilfte iai auf Tereehiedenttit 
Wege analytisch abgeleitet worden, z. ß. von Laplaee (Mfe. cel. Livre I, 
Chap. 1) und Poisson (Trait^ de mecaniqae, 2"«« ed. p. 43 ff Ftlr 

Unterriehta- und Vor- 
trags/weclco orsrlipiiit 
es jedoch erwünscht, 
eine derartige ITerloi- 
tung in noch elemen- 
tarerer Form geben zu 
können, was im folgen- 
denremieht werden aoll. 

Es mfigen ewei 
auf einander senkredit 
stehende Kräfte Piind Q 
auf den Punkt Ä wirken. 
Wir nehmen als 
"«•*• Grundsatz an, dafa die 

beiden Kräfte eine in 

dersf^lh^n Ebene lief^endc l?( sultnnt<' Ji haben, deren Richtunp^ zwischen 

diejenigen der i?Liüt'te iiillt, utui dals der VVmkel x, den M mit F bildet, 

p 

nur von dem Verhiltnia ^ abhängt Femer nehmen wir an, da& die 

Yerhiltniaae ^ nnd ^ ntdit Ton der abaolnten GrSfae der Kiafle, aon- 

/> 

dem nur von ihr^ in Verhältnisse mithin vuu X übhkngeu. 
Wir können demnach setzen 

(1) s-««), ?-/■(!-«). 

da ja 7? mit Q den Winkel ^- — t bildet. 

Wir denken uns nun i vgl. h'ig. 1) /' nnd Q in je zwei Knifte U 
und V, resp. W und Z zerlegt, und zwar sollen ü und W senkrecht 
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Analjüscbe Ableitung de« Satzes vom Paraiielogranun der Kräfte. 125 



zur Resultante R stehen, V und Z in die Richtung derselben ftUen. 
Da P and F, sowie Q iui4 W den Winkd x mit «inandffr bilden^ so 
hat man analog (1): 

Multiplixiert man die Glei< hungan (1) reep. mit der ersten nnd dritten 
Gleichong (2), eo «rgiebt sioh: 

Demnach sind U und W gleidi, und da sie den Punkt A in en^egen- 
gesetzter Richtung angreifen, so h(-l>«'n sie sidi gegenseitiij; auf. Es 
bleiben also nur noch die Komponenten. V und Z übrig, welche ebenso 
wie R die gegebenen Kräfte ersetMn. Da sie in der Bichtnng Ton R 
wirken, so ist 

(3) R^V^Z. 
Aber aus (1) und {2) folgt 

^ Ah V^^ 

Setst man diea in (3) ein, so erhält man 

(4) Ä»-p«+g», 

d. h. die Hesuitante der senkrecht zu einander wirkeiuiea Kräfte ist 
der GrSfSB nach gkich der Diagonale des aus den Seiten P und Q 
konstruierten Rechtecks. 

Diese Ableitung ist 
im wesMtÜichen schon 
Yon Laplace gegeben. 

Bei der Aufgabe^ 
doi Winkel x zu finden, 
welchen die Resultante 
R mit der Kraft P bil 
det, werden wir eiu von 
dem Laplaceschen gänz- 
lich verschiedenes Ver- 
fahren anwenden. 

Wir lassen nämlich 
(vgL Fig. 2) auf den An- pig s. 

grübponkt A der Erifle 

Pnnd Q noch 2 neue Kräfte wirken, deren erste hQ^ der Knft P ent- 
g^gengesetat ist (falls k poeittT ist)^ nnd deren sweite, liP, in dieselbe 
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Bk LmcAMv-Fiutibi: 



Richtung fällt wie Q. Isi k negativ, ein Fall, der übrigens hier nicht 
besond«M j? betrachtet zn werden braucht, so erhalten beide Zusatzkrafte 
entgegengesetzte Kichtuiig. Der Grofse nach ist k völli«; willkürlich. 

Die Resultante der beiden Zusatzkräfte ist nach (4) gleich 1 7.^7'- f A*^^ 
= kR; sie bildet mit /rP, d. h. mit der Richtung der Krait Q, den 
Winkel x, da die Zusatzkräfte I P und kQ zu einander (lassel))*» Ver- 
hältni-H hüben wie i* und Deniuuch steht die itesultante / // senk- 
recht auf der Resultante 7?. Die (lesanitresultante S aller 4 Kräl'te 
ist nichts anderes als die K«äuiiaiite von Ii und kB] dieselbe bilde 
mit M den Winkel ff. 

Die Resnltantenwinkel x und y sind Fimktioiieii der YevliSltoiaee 
der jedesmal BosaaimeiigeeetKtein swei EiSite^ was wir fo^^endermaliMii 
anadrltcken koonen: 

(5) x^-^^ '^^^ 



Wir können nun aber (Tgl. Fig. 3) die Qesamtresultante S auch 
dadurch erhalten, dais wir auxüchst die 4 Kräfte F, Q, kF und kQ 

zn 7wei rechtwinklig aafeinander 
siehenden Kräften 

F-kQ und ^-1- ;:P 

vereinigen und alsdann die Resul- 
tante S dieser beiden Komponenten 
herstellen. Alif der ersten Kraft, 
d. h. mit der Hu htung von P, bildet, 
wie aus dem Früheren folgt, S den 
Winkel x -\- y, sodals wir nach 
Analogie von (5) haben: 




Die (iröl'Ht'n ^, mui k liiibon 
eine einfache geometriselH' Bedeu- 
tung: Kunstruiert niüu das Rechteck mit den Seiten J' und so bildet 
die Diagonale mit P einen Winkel für welchen wir haben 

m 



In dem Rechteck mit den Seiten R und hB bildet die Diagonale mit 
R den Winkel ß, der bestimmt ist durch die Gleichnng 

kH 
~M 



(8) 



k. 
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Analjtische Ableitung des ä^tae« Tom Fwr&Uelf^jxanun der KiftAe. 1^7 
Setit nun (7) und (8) in (5) und (6) ein, so erhllt nuui 

oder wenn wir <p(a) an Stelle Ton if(tg9c) sdumben, 

d. h. 

( 10) 9 (a) + 9 ) = <p (a + /J). 

A.is dieser }*\mkti<)aaigieichuDg^) ißt nun die imbekaaute Funktion 

in ganz elementarer Weise bestimmbar. (V«rgl. Cauchy: Analyse al- 

gebrique, i\ina 1m.'1, i». 104.) Zunächst fol^ au.s i^lO): 

•liOy w«iiiii man die m Gröiken fi, y, d, ... iUe gleieh | Mtit, 
(U) ipimi) - m9({). 

Diese C^chong gilt zunächst nur für ein gunzzakligeh positives m. 

Wir wollen jetzt unter m und m guoe poeitive Zahlen Tentehen 
und setzen =^ »»S- -Ä-Uä (11^ folgt dauu 

(12) W9(5). 

Aber nach (11) iat 9(1119) — «9(1}), wodoreh (12) wird 

Hieraus iit leicht zu erkennen, dafs für einen bdiebigen lationalen po> 
ntiven Wert TOn fk die Qleichnng gilt 

welche unter der Annahme der Stetigkeit von <pij^) auch auf irrationale 
augedehnt werden kann. 
Hiemadi ftr | * 1: 

(13) vW-MD. 

Nähert sich ^ der Orenze 0, so wird y(0) = 0. lu ^^10) setzen wir 
jetst « + /i, ß = — ft- dann wird 

Sp(m) + = 9 (0) = 0, d. h. fpi- iij-^-ip I», 

ako nach (13) 

(14) ^'C- - - 

1} Zu einer Funktiouatgleicliiiiig demelbeo Form gelangt — w*'uii auch in 
völlig; anderem ZiiHaninienhanpt' und hei aiulerer Bfdeuluiijj if>/r \'ariabl(»n 
Herr Darboux in seiner dem Cour» de mecanique von Despeyrous angeb&ugteu 
N<»to I: Snr 1» eompo^itiou de« i'orces «so 8tati<iue. 
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128 B.IjBaiUira-Fii.Bis: Analytische Ableitung d.Satzes v.Paiftllelogxamm d. Kiüft«. 
Wir liaben also nach (13) und (14) für poritive und nflgatiya W«irte 

q>{(t) - «y(l), 
oder, wann man ^(1) ^ a aetet, 

(15) 9(a) » a«. 

Nach (9) und i lö) bat umn demnach .r ^ aa. Da nun aber für ein 
verschwindendes P die Resultante R ganz in die Richtung von Q fällt, 
also senkrecht zur P-Richtung steht, und da in diesem Falle auch die 
Diagonale dee ans P und Q gebildeton Beehtecks mit Q EnBammen« 

fallt, 8o müssen x und a gleichzeitig ^ werden, woraus a = 1 folgt. 

Demnach haben wir 

(16) T = a. 

Die Gleichungen (4) und (IG) zeigen, dafs die Resultante zweier senk- 
recht zu einander wirkenden Kräfte P und Q nach Gröfse und Rich- 
tung mit der vom Angriifspunkte aus gezogeneu Diagonale des Recht- 
ecks mit den Seitoa P und Q zusammenfällt. 

Ana dieaem Satie folgt die Zwaaimnenaetgimg Ton Kiftften, welche 
nicht aenkrechi an einander wirken, in bekannter Weiae.^) 

Berlin, 15. Oktober 1898. 

1) IndMi wir die durdi den Hem VerftaMr in mOglichat demontare Fom 

gebracht« Ilerleitung hier veröttentlicheu, wollen wir nicht unterlasse!), auf dir 
gTÜndlichen [Jntersuchnngen hinzuweisen, die Herr Siacci in Napoli Kcnd. {2) & 
über die bei diesen Herleitungen zu^nde liegenden Hypotheaten verötrentlichi 
hat. l>ort findet sieh auch die An^bc, dab der Onmdgedanke des gewöhnUch 
auf FoiHHon zurOekgefBhrten BeweiMe» bei d'AIembert m finden ist (Memoire 
BOT Im principea de la m^eaoiqae. Hast, de l'Ac. 1769). Sed. 
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Ober eineiL SteinerBchen SatE und dessen Beziehiingeii snr 
Konflgaratioii sweier einander ein- und nmlieeelirieltenen 

Tetraeder. 



Von £mil UOllbr in Ednigsbeig L Pr. 

Beüu Lesen des IHOO von J. H. (iraf litMuusgegebem'n intpressanten 
Briefwechsels zwischen J. Steiner und L. Schllifli fand ich m dem 
Briefe Steiners Yom 22. April 1856 auf S. 203 den folgenden Satz 
ohne Beweis ausgesprochen'): 

ffZiehi man in einer Fläche 2. 0. iryemi drei Sehnen aa\ 
hh\ ee'f itddie ein Baar re$iproke Gerade» Mf N sthneidcn, so gehen die 
vier Ebenen ahc, ah'e% ha'e% ea'h* dun^ einen Punkt d, sowie die vier 
Ebenen a'b'e^ a*be, b'ae, c'db durdi einen Funkt d\ beide Punkte Hegen 
in der IlaOte F*, nnd die Sdme dd' sdmeidet M und N", 
den Steiner selbBt als einen j^ehSnen** besteichne^ der aber wenig 
bekannt su sein scheint Meine Yerrnntong, dafs er mit der Konfiga- 
lation sweier einander ein- und umbeschriebenen Tetraeder in nahem 
ZoBammenhange sfclic, Ix stätigte sich bei näherer üntenracbong. Es 
ergaben sich hierbei, aufser dem Beweise des Steiner sehen Satzes, 
einige Eigenschaften dieser Konfiguration, insbesondere für den Fall, 
dafs sif* p'mpT Fläche 2. O. f>in- ndf»r piitor Flache 2. Kl. nmbo<?rhri(»bon 
ist. di»', wie icli hiTit»'rher faml. /um i^r.-l'stfu Tolle hrkamit sind"!, 
«l^ren ganz fdemeutiiri' Ableitung aber von «luigeui Interesse sein dörfte. 
Mitteln bokiinnter Abbüduiigsmethoden ergaben sich diiraus zwei mir 
neu Bchemiiude ebene Kreigkonfigurationen. Eine kurze zuaannneu- 
hängende Darlegung dieser Dinge ist die Aufj^be der folgenden 
Zeilen. 

Ich gehe von dem bekannten Pondamentalsatae ans, da& die drei 
Qegeoseitenpaaie eines ebenen Tollstiindigen Vierecks jede Gerade seiner 



1) Die Bezeichnang ist ge^^en das Original ein wenig gelindert. 
T; Vgl. R. Storm: ..Die (iehilde ernten und zweiten Oradefs der Lioieo- 
geometrie in sjntbetischer Hebandlong" I. T. Nr. 60. Leipsig lü^i, 
Ai«Ut d«F HMhMUtUt «Bd Vhrrik. HL Wht. IL 9 
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130 Ehii Müllkb: 

Ebene in Pnnktepa&ran einer InTolution*) aishneiden, den ich ftW in 
einer etwes g«iindwten Foim anuepieolie: 

1. Jede Gerade G w dar Ebene eines Dmedss ahc wM vm de&m 

Seifen und vmi dai Vvrhivdutigslinim ihrer Gegetweleti mit irgend einem 
kniete d' derselben Ebene in Fvnkiepaaren einer InvoluUon (feseknitien. 
Wie nnmittelber zu sehen, gilt dttTon »nch die Umkehnuig: 

2. Beseidtnen Uf ßf y die Sdmit^mikle der S^ien \he], [ed], [ab] 
cinejs Dreiecks ahc mii einer Geraden G seiner I^tene md u\ ß\ 
Punkte auf G, die a,ß,y in einer Involution entspredienj 80 gehen die 
Geraden [ac'J, [h[i'], [cy'] dtm^ einen Fu/nkt. 

Aus den Sätsen 1 und 2 folgt nnmitteUNU*: 

3. Werden in swei Menen mit der Sdmitäinie G die Dreiecke 
ahc und a'b'c' so angenontnien, dafs, wenn tc, ß, y und a',ß\y' die 
hczütjlulirii Schnittpunkte der Dreiecksseiien mit G bezeichnen, [««']» 
\ßh'\, \yc'] durcli einen Punkt d gehen, so gehen Oiudi [a'a], [ß'b\f 
\y'c\ durch einen Punkt d'. 

Denu zufnljTp der Annahme sind nach Satz 1. ßß\ yy' Punktopaare 
einer Involution, gehen daher nach Sats 2. die Geraden [«'aj, [ß'b\ 
\y'c\ durch einen Punkt. 

Dies ist der Howt'is, Uou Miiliins für die Existenz zweier einander 
ein- und umbescliriebenen Tetraetier i^der, wie ich kürzer sagen will, 
ssweier doppelt umschriebenen Tetraeder am Schlüsse seiner Abhandlung: 
,,Kann ron zwei dreiaettigen Pyiuniden ete.*' im J. t Uath. 8, 373 — 216, 
1828 andeutet» und den Gajley im J. f. Matk 84, 1847'') ausgeführt 
hat abed ist das eine, a^b'e'd' das andere Tetraeder. 

Nennt man Gegenecken zweier doppelt nmscliriebenen Tetraeder 
jede Ecke des einen und die in seiner geg6iitt1»«diegwden Flaelie 
liegende Ecke des andern, so sind aa', hb', ee', dd* Gegemeckenpaare. 

Dem Steinerschen Satse li^ der folgende, leicht bevreisbare 
Sats angronde: 

4. Werden die drei nidd in einer Ebene Hegenden Siredten aa', 
bb*, ec' von ztrei Geradeti M und K harmonisch geteilt, so gehen die 
Ebenen \abc]y \al/c'\, [a'he'], [a'b'c] durch einen Punkt d' und die 
Ebenen [a'b'c'l [a'6c], [ab'c], [ahc'\ durch einen Punkt d 

Da nanüidb a und a\ b und b', e und e' entsprechende Punkte der 



1) TntfT piner „Involatioa" soU hier stets eine „qaadratiBche lavolation** 
verntunilen werden. 

2) Ues. Werke Bd. I & 441— U6. 
S) Uath. Papen I Nr. «5. 
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über einea Steinenchen Satz und dessen Beuehnngen etc. 
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dudi M und N bestimmten windflehiefai LiTolntion ^) atnd, so mfiBBen 
die beiden einander entspredienden Ebenen [ahc] und [a'ftV] sieh in 
einer selbstentsprechenden Geraden G schneiden. Beseieluiet man mit « 

und n die l*unkte, in denen G die Geraden M und JPT triffl, so werden 
die auf f> liegenden Paare einander in der windschiefen Involution 
entsprechender Punkte von mn harmonisch getrennt, bilden nlao 
* eine Ptinktinvolution. Solche Pnnktepaare sind aber die Sclimtt punkte 
ci,ji,y und u',fj\y' der Dreiecke ahc und a'l>'<' mit (1. Nach Satz *? 
gehen dann die Geraden [««'], [fc^ ], durch eiuen Punkt </' und 

die Geraden [n'a], \h' \r.'y] durch einen Punkt ä. In d und d' 
schneiden sich mithin die im Satze angegebeneu £benen. 

Nach dem bei Sab 3. Erwähnten aittd aa\ hb\ cc, äd* Gegen» 
ecksnpaare zweier doppelt nmaehriebenen Tetraedfir. Man kann also 
anch folgenden Satx anaspreclien: 

Drei Faare in «mar wmdadii^m InwiMiom eimmder mUapt&^mder 
Ptuikte sind Otgenedtempaan tweier doppdt Mmatihriäbenm Teiraeder, 
Da» viarie Gegeneiitmpaair ist dadurdt ^ndevHg haHmmd und Un&ur 
konstmisHMit. 

Insbeaondete bilden drei Punkte und die durch Spiegelui^ an einer 
Geraden damna hervorgehenden drei Geganedcenpaare tweier solcher 

Tetraeder. 

Von Satz 4. gilt auch die ümkehning: 

f). Lif'pen die Punktepaare mi'. hh', rc' derart, dafs die Elmtm 
[abc], [ab'c'], [a'bc'], [a'b'e] durch dcnaellten Punkt gelimf 90 sind sie 
entsprechende Punktepaare einer windschiefm Involution. 

Denn haben (r = [abc ■ ab' c'\y cc,ß,y, a',ß',y' dieselbe Bedeutung wie 
früher, und bezeichnet man den St'}initt[>Tinkt der im Satze auftretenden 
Ebenen mit d', sn gehen durch ihn die Geraden [««'J, [''/S'), \cyli. 
Zufolge Satz 1 sind aa', ßß', yy' Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelpunkte m xind h heiiken mögen. Legt man nun durch m 
bezw. M die und [jtb'^ schneidenden Geraden M bezw. N, so 

schneiden die vier Geraden [fl^], M, [a'6'J, N auf jeder der drei Ge- 
raden [m«ij = 0, [au'] und {bb'^\ Tier Punkte ron demselben Doppel- 
▼erhSltmis aas. Das DoppelTerhAlbiis auf G {y,nffy',n) ist aber hai^ 
monisch, es mfissen mithin alle harmonisch sein, d. h. a und a', sowie 
b und b' werden Ton M und Jl^ harmonisch getrennt oder mnd eni* 
qnteehende Punkte in der durch M und 2f bestimmtem windschiefen 
biTolution. Da jedoch « tmd a\ ß und ß* entsprechende Punkte 

1) So soll mit K. Starm („Liniengeometrie" L T. p. 70) eine gescbart- 
invofaitoriMlie KoUineation genaiuit werdea. 

»♦ 
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dieser Involution sind, so mufs «lern Pinikh» c, als Sebnittpunkt von 
|/'f' I mit [«/ij, der Öchjiittinmkt von \h'u \ mit [«'/i'J, d, L der Punkt c' 
eutaprechen, womit der hehnupttjto Satz bewif^'^en ist. 

Er kann oflPenbar auch in foltrender lunm uuagesprochen werden: 

6. Die Gqfenecken zwvicr (hppdt umscJiridMHm Tetraeder shtd stets 
entsjyrcchctulc Piitikte in einer irinfhekirfen Im olHtion. ') 

jJie äät^e 4 und :*> kann nmn auch in den einen /.usammenfaesen: 

7. Damit dir Funklejkuvr na\ hb', cc' eimimier in eititr wind- 
sdiiefm Involution entsprechen, iat notnemlig und hinreicheiui, dafs die 
vier Ebeneti [abc\, \ah'v'\, \a'bc'\ [a'b'c\ durcJi einen Punkt gehen^ 
oder dafs sie Gegenreken zweier dopfwU umsebriehenen Tetraeder sind. 

Seien jetzt wieder, wit' l)eini h^atze 1, dhcd' ein vollständiges Viereck 
uutl ua'j /ifi', yy' die durch dassflbf auf einer beliebigen Geraden G 
semer Ebene bestimmten Punktepaare einer InTolution; dann eoluieiden 
bekanuÜidi die dem Viereck «mBcfariebenen Kniren 2. 0. auf G Punkte- 
paare doreelben ^Tolution aus. ümgekebit läfst Siek leicbt zeigen: 

8. Jeäe Kurve 2. 0, K, die Ofh^e und ein PutiJetqMar der 
«Ott dem Vieredt ahed' emf G hesUmmien Imobdim enthiSUf gdU oucft 
durdi d\ 

Die InTolntion auf G ist nSmlicli durch und etwa nu' bestimmt. 
Angenommen nun, K aclinitte [acc'] in d[f so mUeaten [(«fj"] und [eil|] 
G in deigenig«! Punkten, welehe ß und y ^ obiger InTolntion eni- 
spredhoiy also in ß* und y\ treffen, d. b. ä^ fällt mit d* msammen. 

Ans dem Satze 8. und der ihm yoransgeheuden Bemerkung achliefat 
man unmittelbar auf die Iticbtigkeit des folgenden Satzes: 

9. Seien wie im Sai00 3. die beideti Punktgrtippen abed und 
ab'e'd' gegeben, und legt man durch abed' irgetid einen Kegelschnitt, 
so gicbf es immer einen Kegelschnitt durch a'b'c'dt der G in densdben 
Punkten trifft wie der durch abed' gelegte. 

Nimmt man nun, wa*» immer möglich ist, die 7 Punkte a,b,e,d,a',b',c' 
auf einer hf'li('bi<T:('n Fläche 2. (). 7''* an, die auch eine Kegelfläch' sein 
darf, und wiiidt als Kegelschnitt »lunli <i\l\r\i1 den Schnitt der 
Ebene [tt'i>'f'J mit i*'* so lie<^t d»*r /ugehörig»' Kegelschnitt durch 
üfbfCfd' ebenfalls aul' i'", da er mit ihr die Punkte a,b,c und die 
beiden auf G = [abc ■ a' b' c'] liegenden Schnittpunkte gemeinsam hat 
Funkt «I' liegt milliin auch auf FK Da in dieser Konfiguration kein 
Punkt auBgezeidinet iat, ao kann man daa Exgebnia folgendermafaen 
auaeprechen: 

1) Aof andere Art iat der Satz bewiesen bei fi^ Stnm a. a. O. p. 69. 
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1". Eckpunkte ziceicr dopiyelt umsihruJi^ nm Teh-ae*h, i»sitzm 
(lit Kuicmdutßy (laß Jede Fläcfie 2. 0., welche dmcJi 7 dt:r l*uidt€ 
geht, audi durch (few aciäen geht; sie bilden also die Gntnd})unkte eines 
Bimdds wm Flädm J9. 0. 
Der duale Satz lautet dann: 

10'. Die Flüihiu zurier dtqunU unmitnebenm Tetraeder tte.sdzen 
die Eigenschaft j dafs jede Fläche 2. KL, welche sieben der FIbenen he- 
rükri, cmh dk <kM? hmäiH; sie hääen ätto dk QnmMmm emar 
Sdtandmr mm Ftädtm 2, Kl^) 

Dieie beiden ^Uce köimeit «aeh in der folgenden, spater anr Yer- 
wenduag kommenden Form anegesprochen werden: 

11. Legt man ainf «tmr ttadie Z 0. (nuibesondere tmA einer 
Kegel fläche) dwrdi eine» Punkt 4 EegeU^itte, so e^neiden sie Mdk 
m 6 Pnnktenf von denen vier nud je drei in neuen Menen Hegen, 
Die Sdmiiie dieser Menen mit der Fläeke gehen dann dwnA dens^m 
Punkt 

ir. Legt man <iu 'ine Fläche 2. Kl, (insln'sondere an eine Kurve 
2. Kl.) durch eine Tangentudebenc 1- Tan^ntiatkegdf so kahn fne 6 
weikre gemcinachaf Hielte Tangentialeheum , von denen vier mal je drei 
durch neue Pufthfr fjrhm. Die Tangcntialkegd aus cUesen Punkten an 
die Fläche (Kuni) berühren dicaelhe Elmte. 

Mit Hilf«' iN's Satzos läi'iRt sich der pinf^aujis anjjpführte 
Stein fistln^ Siit/. l)t'v\ »'isen. Nimmt mau niiiiilicli (icrad«')! M 
und iils rcy-ipriike l'olaren einer F- an, dif k«Mnr Kt>^<>Itliicli»' sf»in 
darf, Uüd wühlt auf dieser die PuDKtepaare na', bb , cc' derart, dafs 
ihre Verbiuilungslinien M und JV schneiden, so entsprechen diese Punkte- 
paare einander in der durch M und JN' bestimmten windschiefen lavo- 
lation. Nach Sats 4. admeiden aich dann die beiden Onippen Ton 4 
Sbanen in den INinkten d nnd d\ Ea ist nmr noeh an beweiaen, dalb 
diese beiden Punkte auf F* liegen. Daa folgt aber aoa dem Hilfbeatie 8. 
Denn die in den Ebenen [ahe\ nnd [a'fr'c'J liegenden Kegelschnitte 
▼on P treffian Q — [ahe. a'ft'e^ in denselben swei Punkten, die in der 
windschiefen Involution piiuimlcr »•iitspifchen: daher liegt d' auf dem 
K^lachnitt {ahe\ and d auf dem Ke^lachnitt [a'b'c^ von F*, Dar 
mit ist der Steiner sehe Satz bewiesen. 

Eine durch zwei reziproke Polaren einer allgemeinen F^ bestimmte 
■nnndschiefe Inrohition transformiert F' in sich selbst. Die eben be- 
trachtete Involution tranal'ormiert zugleich die beiden doppelt om- 



1) YgL ß. Sturm a. a. 0. p. 66. 
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0clmeb«n«ii und d» F* eingMchriebenen Tetraeder abed und a'h'c'd' 
in einander. Es mM nun untenmclit wwdai, ob es za zwei doppdt 
Qinachnebenen Tetraedern immer eine die Fliehe in och vAhtt tnaar 
formierende windsohiefe LiTolntion giebt, in der die Gegeneckeii der 
beiden Tetraeder einander entflpfecken. Vorent erkennt man: 

12. Eine F* ki »ek sdbst tnni^ormierenäe femäsehufe IwocSMÜm ist 
dm^ mm Paan eni^prediender Ptmkie aa* und hh' amf F* emdeutiff 
lestimmL 

Da irämlich die Achaen einer solchen Involution reaiproke Polaren 
beafiglich sind und die Geraden [aa'], \hb'} sdineiden, so massen 
sie auch derou INtlartMi schneiden. Sucht man nun dasjenige Geraden- 
paar Mp Ny <las [aa'j, [bb'\ und deren Polaren schneidet, so sind es 

Kwo! reziproke Polaren von F': denn da M die Geraden [««'], [bh'] 
und deren i'olaren sohnoidet, so niuls die Polare von 31 dieselben Ge- 
raden selineiden, also mit .V identisch sein. Dies sind tlaher die Achsen 
der gesuchten Invohition. Der Fall, (ialä die beiden Geraden M und N 
zutiammenfallen, kauü iiior nicht eintreten. 

Ferner gilt der Satz; 

1.^. Lrfft hi'iH ihirrh fiiHu htli'hiaoi Punl.i einer ffllffcmeinm F^ 
4 hl» um, Sit schiir.idni die (jtycukautruiKiarc dicies voUstäiuiigen Vfer- 
(lucks F- in o I'im/d'trfxiaren einer windscimfen Involulim, deren Achsen 
reziproke Polaren von F* situl. 

Bezeichne d den Scheitel des Vierflachs und aa\ bh', ce' die Schnitt- 
punkte seiner Gegenkantonpaare mit FK Durch aa' und bb' ist nach 
Sata 12. eine windsehiefe ^Tolntion der angegebenen Art bestimmt; in 
ihr wird dem Punkte d ein Punkt d* rm F* entspredien. Zufolge 
des Steinerachoi Sataes^ amgewendt auf die Ptonktepaare aa\ hb', dd' 
schneiden sieh die Ebenen [a'b'd'], [a'bd], [aVd\f [abd^ in einrai 
Punkt Ton JF^ und die Ebenen [abd], [ab'd'], [a'^iT], [a'&'d] in dem 
durch die Involution zugeordneten I^lnkt6. Diese beiden Punkte liegen 
aber in den Ge<^enkantenpaaren [a'bd-ah'd] und [abd • a' b' d] unseres 
Vierflachs, sind daher mit c und c' identisch, cc' gehören also mit 
aa', bb' und dd' derselben Involution an. 

Da die Ebenen \a'b'd'] und [abd'], wie wir eben sahen, durch c 

und die Ebenen \ah'J'\, [a'hd'] durch c' gehen, so kann man aneh 
s^en, die vier KUpikmi [d'h' r], \nhc], \nb'r'\^ [a'bc'] gehen durch den 
Punkt «r, wiihrerid die vier Ebenen Ja '66'], [ab'c], \nhr'\, [<i'h'r'\ durch 
den Punkt d gingen, ua', bb', cc , dd' bilden daher die (iegenecken- 
y>aare zweier doppelt umschriebenen und F' eingeschriebenen Te- 
traeder. 
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Sind umgnkolirt zwt'i hdlrhe l\>traeder gegehiMi. so gehen durch 
jeden Eckpunkt, z. B. durch if^ vier Ebenen; die (legeueckeupaare des 
durch sie bestimmten VierflacUs treffen F' m Punktepaaren ««', bh', cc', 
die nacli Säte 13. mit dd' einer windschiefen Involntion angehören, 
deren Aeheen tesipfoke Pokren von F* sind. Dalmr der 8«tz; 

14. Die Geffeiteckm Miteier doppelt ums^riAenm und einer F* ein- 
geschriebenen Teiraeder eiUspreehm einander in einer hestimmten lrMU^ 
s^kfe» InvdhUion, deren A^sen renproke Polaren van F* sind.^ 

Denken wir ans jetstP* als Kngdflädie nnd bilden sie stereographisch 
auf eine Ebene ab, so entsprechen je zwei Punkten auf F*, die in einer 
durch swei resiproke Polaren ron F* bestimmten, windschiefen Invo- 
Intion einander zugeordnet sind, in dw Eboie swei Punkte, die in einer 

Mob ins sehen Involntion einander zugeordnet sind. Von den beiden 
Allisen der windschiefen Involntion schneidet nämlich eine, etwa 31, 
die Kugel in zwei reellen sieh selbst entsprechenden Punkten. Nennt 
man ihre stereographischen fV^iektionen m^, m.,. so entsprechen je 
zwei 7.uirp<tr<lneton Pimkt4>n «Ih-i Kuir,.] in ,l,.r KHeii»' zwei Punkte. <lie 
mit w, . ni.^ auf" »Mjiera Kreise liegen und von ihiH'ii hamioniKch getmiut 
werden. Das ist alier die von Möbius') als hiiidutio» in der Ebene 
bezeichnet« Verwandtschaft. 

Dies berücksichtigend schliefst man von dem Satse 13., indem man 
die stereographische Projektion der entsprechenden Figur (vgl. Beweis 
des Satses 13.) in Befencht zieht, auf die Richtigkeit des folgenden: 

15. Legt man in der Ebene dnrek einen Pkm^ d vier Kreiee, so 
teknädm «ts sidi in drei Punkkpaarm einer ÄfSbiussdien InvohOim. 
ümeehreibt man femer den vier enttsU^enden, eon Kreiabogen ge^läelen 
Dreiseiten Kreise^ so sckneidm sieh diese in dem d entqtredimden 
Punkte d'.*) 

Sohliefolich sollen ans den beiden ^tzen 11. nnd 11.' mittels der 

von W. Fiedler in seiner „Cyklographie'*') gelehrten Abbildung 
der Punkte de« liaumes auf die Kreise einer Ebene zwei Sätze über 
letztere abgeleitet werden. Diese Abbihlini^: '»esteht bekanntlich darin, 
dafs man jeden Punkt des Raume*5 als S[iit/e eines Kotationskeifcls 
betrachtet, dessen Erzeugende gegen die Kbeue unter 45^ geneigt sind. 



1) Vgl. den etwas all^tneineren Satz bei Sturm a. a. 0, p. 69. 

2) „ÜiUT die Involution von Punkten in einer Ebene". Ber. d. aächs. OeneUsch. 
d. Wissenucb. o, 1853. = ücs. Werke 2, S. 221 u. f. 

$) If Abivi: ,JHe Theorie d. KreisTerwwidtichKA in fein geom. DsnteUwig** 
Abh. d. sächs. Geftellflchaft d. W. S, 18Ö& § 47, 9. Gea. Werke S, S. S14. 
4} Leipzig 
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und den Sebnittkieis des Kegels mit der Ebene ab Abbild der Spitase 
ansielii Damit auch, jedem Kreiee der Ebene mur em Baompimkt 
entspreche», betrachte ich die Kreise als ffirimHertf*, d. h. ich doike mir 
mit Iiaguerre f&r jeden Ereie (durch einen Pfeil) ainen ümlanfiiinn 

festlegt und ordne die Ernee mit dem einen Sinn den Punkte ober- 
halb, die Kreise mit dem entgegengesetzten Siiiu dtm Punkten unter- 
halb der Ebene sn. Zwei orientiwte Kreise sollen nur dann „berührend^ 

heüsen, wenn sie im T?orühnin*7spnnlcte auch die gleiche Riclitung be- 
sitzen. Wendet mau mm :inf den einem beliel)i<ren (irientiertoii Kreis k 
der Ebene zugeordneten Kegel den Satz 11. an un<l bildet die Punkte 
durch orieutiertü Kreise ab, so gelangt man zu folgendem Sats über 
orientierte Kreise: 

16. Legi man an einen Krei.-;, der l: Ijeriihrt, vier fterithrende Kreise, 
so giebi es zu je su-eieti ton ihtwn mcli einen sie und k hvriüirendm 
Kreis. Unter den secJis auf diese Art (^Iialtencti Kreisen befinden sich 
frier Tripel, deren jedes au^ Jt Jednen der sdbn ye£cidineteit Sreiee 
ais eweUen ffemei$wSutfUiehen Beruhntngskreis hesUei, daher eine» sMe» 
neuen Kreä h&HnmL Diese vier Krw» mm werden samt h wn etnan 
und demsdben Krmse heridtri^) 

Dm Satz 11' wenden wir auf dagenigen Kegelschnitt der unand« 
lieh fernen Ebene an, der Ton allen die Zeichenebene unter 45^ schnei- 
denden Ebenen beriihrt wiid, indem wir beadttten, dafb jede solche Ebene 

in der cyklograpbischen Abbildimg eine orientierte Gerade bestimmt, 
nämlich die gemeinschaftliche Tangente aller orientierten Kreise, die 
den Punkten der Ebene entsprechen. Wir gelangen dadurch an folgendem 
Satz Uber orientierie Geraden und Kreise in der Ebene: 

17. Legt man an eine Gerade tterührend vier bdidnge KreisSf SO 

hnhen sie serla; teeJferr geineinsehaffJirJit Tangenfrn, rotf denen vi4'r mal 
je drri <'ii/r)i neuen JJeiiihr'iiif/.skreis be&itssm. Diese vier Kr^se berühre 
immer eilte und dieselbe Gerade.^) 

Königsberg i. Pr. den 26. Januar 1900. 

1) Diesor Hätz läfst sich noch veraUgemeineru. Kr gilt nämlich auch dann 
noch, wenn statt dear k berOfaieiidni Enü» solche gelegt werden, die k ontcr 
«ineui bestinuDten Winkel admsidea. 

2' Auf andemn Wego ha^ie ich rlcn Satz aVij^'elcitct: „Die GeOUStrie orieil- 
tierter Kogela'' § Ö, p. 2öd, MonaUh. f. Math. u. Tlijs. 9, 1898. 
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über die Torsion der geodätischen Linien durch einen 

FlächenpunlEt 

Von EoNXAD ZmDLBS in Innsbraok. 

Betrachtet man sUe geoditiediea Linien, die durch einen regulären 
Fluchenpunkt gehen, so kann man nach dor R»v,iehimg frac^n, die 
zwischen ihren ersten nder ihren zweiten Krüiniminf^en besteht. Die 
erste Frafre wird durch den Eulerfchen Satz erledigt; die zweite 
wollen wir auf einem für Vorlesungen geeigneten Wege mit möglichst 
einfachen Mitteln beantworten, olitjleioh «ich unsere Geichimg (9) auch 
aus Darbüux, Theorie des surlaceö; Bd. 11, S. 388, GL (4) durch 
Spezialisierung ergeben wtbrd& 

Wir setzen Toraos, dals der üispmiig U eines reehtwinUigen 
SjeteniB erster Ait in den betrachteten FlSchenpuiikt fallt, die x-^ und 
die ff'Aeh» Tangenten der Krilmninngslinien sind. Für eine anf der 
FUUshe gezogene Eure betrachten wir die Bogenlänge 6 als unab- 
hSngigen Parameter; die gestricheltiii Symbole hadeaten stets Ablei- 
taagen nach d. Die FlSchengleichung setzen wir in der Form z = f(x, y) 
TOians. Denn gilt für jede Kurve auf der Fläche bei der üblichen 
Bezeichnong der partiellen Ableitungen: 

<1) + 

(2) ^ + '/y +i> ^ + « Jf , 

(3) X«'«-!, 

(4) ZäV-O. 

Ist insbesondere die Kurve eine geodätische Linie und bezeichnet man 
so gilt: 

(5) Pp+ ^9- Ji(-0, also 

(6) Fp' + qq' + P'p + ^'g - J8' - 0 . 
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FOr ü reduBiwen flieh diese G^leiebimgeD der Reihe meh auf: 

(la) ir' 0, 

(2a) z"=rx'' + ty'' (Eulerscher Satz), 

(3a) :c'^ + .v'='- 1, 

(4a) x'x" -f y'y" = 0, 

(öa) - y'^r" + a:'y" - 0. 

Aus den letzten drei Gleichungen folgt für U: 

und hiermit: 

ja) X y - y x — z (/ - rjj- i/ . 
Der Ausdruck der Torsion einer Itaumkurve ist: 

(8) T-^^.., 

wobei 



D 



x' y' b' ! 

ft tt tf 

X y £ 

X y g 



Für den Punkt U einer geodätiseiieu Linie reduziert er sich also aui': 

(8.) r-'^-yyr 

oder mit Eücksicht aui' (6aj auf: 

Fohren wir noeh den Winkel o ein, den die Tangente der geodiiischen 
Linie in U mit der jc-Achae bildet, so wird: 

(9) V — r)8ina»eo8ei. 

In Nabolpuukten haben alle geodätischen Liuieu eiutni L'udulatious- 
punkt; wenn wir von diesen Punkten absehen, können wir für ellip- 
tische FiudEte ttets TonoswtMin 

r</<0, 

was flaraiif hinauskommt, die f-Aehse in dif ihirscr»' Fiächennormale, 
djp ./-Achse in die Richtung» der Htilrksten Krüiimtung zu verlegen. 
Daun ist x im ersten Quadriiuten iiositiv; die geodatisrhon Linien sind 
also hier rechtägewundeu. Die leicht im (iedüchtuis zu behaltende 



1) Nach der T«niunologie der MasduDenlehre; io der theontischea Geo> 
metrie ist die BeMicIinimg hftnfig emgekelirt. 
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Fig. 1 T^raaiBchaulichi diesen Umstand. Es smd sowohl die Indica- 
trix ab zwei geodatisdic Linieai des Punkte« ü ▼(m der Aiil«aiBeite 
betrachtet und auf die Taa> 

gentialebene projiziert. Ist 
die Fläche in 1' n»^(rativ 
krilmmt, so können wir vor- 
aussetzeu : 

/ > U > r. 

Wählen wir die Indicatrix 
auf der positiven Seite der 
» Ai'hse. SSO hat die Y\\f. 2 
für hv]»«'r(tolisclie Punkt»' eiiu' 
an il OL"' Ht'ilrutun^x wie Fig. l 
für elliptische Punkte»: der 
schraffierte Teil ist der 
Flächenstreifen zwischen Be- 
rfllurungsebeiie iiiidLidieaim. 
Der. Fall der paraboliaeheii 
Pniikia ist als Grenz&ll der 
eUiptisehen leicht sn ttber- 
selieii. 

Bezeiehnet man mit T 
den für p 45" hervor- 
gehenden gröfsten Wert Ton 
t, ao geht (9) über in: 

Z&hlt man anch noch deo Winkel von der Richtung der stixIcBten 
Torsion, abo ■ 

« - « + 45% 

so wird: 

(10) T = Tco82a. 

Sind A'i und 1;^ die Krfltnmnn^pn der Haupts^chnitte, k die eines be- 
liebigen Normalschnittes, so geht (!^) Qber in: 

T *• (1^ ^ fti) sin o cos o 

ferner (2a) in: 

k — ki^ Bin'o + i^coi'o 

oder in: 
also 




Ä = A'i -f (A'j — k^) cos' oj = -1- (Äj — Ä:,) sin- 



Ol, 
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womit wir den Satz erhalten, den Herr Kommer eil vor kurzem in 
dieser Zeitschrift mitgeteilt haJk, der übri^^iiB in der Gleichung (8) auf 

i. 




8. 258 von. Knoblauchs ,^mleitung in die allgemeine Theorie der 
krummen Flachen'' enthalten ist. 

Es ist bemerkenswert, dafs die Verteilung der Torsionswerte auf 
die Terschiedenen Richtungen von der Form der Indicatrix unab- 
Ungig ist. 
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Von W. Fb. Meyer in Königsberg. L P. 

Nach d«m Fermatachfin SatM ist fttr jede sn einer PrinmU p 
teilerfiremde Zahl a die Differai» o**'* — 1 durch p teilhar. Fflr welche 

Zahlen a findet eine Teilbarkeit durch höhere Potenzen von p statt?') 
Indem wir ranäohst das Quadrat von ;> als Modul in Betracht 
ziehen, zerlegen wir die p{p — 1) zn teilerfremden Zahlen, die < 
sind, in die ;> — 1 Gruppen n 4 jti/v ( a 1 . i?, . . /> — 1 ; /i = 0, 1 , . . ., ;j — 1), 
wo die /* Individuen, die /.u einem und demselben n ^ehijren, alle 
moti. j) kon^ient sind, dage'^cu je /,woi, zu zwei verschiedenen a ge- 
hörende Zuhieu mod. p lukuugruent sind. 

Es soll bei festgehalteuem a die Zahl n so bestimmt werden, dafs 
{a fipf-^ — If oder, waa auf daaaelbe hincnakommi, {a npy 
— (a + i^p) durch pF teühar wird. Nun iat*): 

(1) {a -f (tpY ==nf-\- vp*, 
andererseita nach dem Fermafcschw Satze: 

(2) of-a + Ap, 

somit: 

(3) (a + |»p/ (« + - 0» - + vgl'. 

Die rechte, also aach die linke Seite iet mindeetena durch p* teilbar, 
wenn ^ A (mod. p), aonat nur gerade*) durch p teUhar. 
Demnach ^t: 

(A) Unter den zu p* teilerfiremden Zahlen der Reihe 1, 2, . . ., 
befinden sich p — l, mod.p mlmgnienie, durch (2) repriaentierte Zahlen 



r, Woitcro Litteratar über diese Frage ». bei P. Bacbmanu: Encjklopädie 
der math. Wis«. I p. 562. 

S) Unter 1, . . sind ganxiahUge Faktoren lu Tenteheii. Ober den Onmd- 
gedankea der Entwieklong s. Dedekind: Sni^. V io Dirichleta Vorleiangen 
Aber Zahl- cth. .rip 

8) Ein Au»dmck heifiit „gerade'' oder „genau" teilbar durch p", wenn 
die bOehsle Patens tob p beaeichnet, die in ihm ausgeht. 
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h ^ a -\- Xp^ täx s^^^ — 1 dnrclL mmdettens teilbur wird, wälureiid 
für die übrig«n p (p — 1) ~ (p — 1) (p 1)* Zahloii nnr «ine gft- 
nauo^) Teilbarkeit dueb p stattfindet 

Bezeichnet man die letzteren (p — 1)' Zahlen wiederum mit a, eo 
lai;sen sich die p'(p— 1) zu teilcrfremden ZahlkLwaen reprasentiereii 
durch die Gruppen a + srp^, 6 + pp' ^ « 0, 1, . . ^ p >- 1). 

Fflr irgend eine Zahl ans der ersteiL Gruppe gilt: 

(4) (a + = + op', 
andereraeiti: 

(5) 0^ — a + ftp (Ä; 0 mod. p), 
also: 

(6) (a + «py - (a + «p^ - *p + «y. 

Somit tiiidct fdr dieae pQ) — 1)* Zahlen a -\- jip* eine genaue Toü- 
barkeit YOn (a -f ä;)')''"' — (a + ;r;>*) durch p atatt Dagegen ergiebt 
sich ftr die p(p — 1) Zahlen h -f (>;r der zweiten Gmppe: 

(7) (6 + üp-y ^bf + up», 

andererseits gemSss (A): 

(8) i^-ft + yp«, 
also: 

(9) (6 + ^P*)" ^ (6 + f P») = - p) P« + V y . 

Dann nnd nur dann, wenn (mod. p), findet Teilbarkeit der 

linken Seite dnieh mindeatens p* statte andenÄlls nnr eine Teilbarkeit 
gezade dnreb p*. 

Beaeichnet man die ersteren p — 1 Zahkai h + ^p^ mit so hat 
man f&r irgmid awei di«ser Zahlen e', die den Zahlen h, V entr 
iq^ieohen mögen: 

(10) c'-6' + ^y, C-6 + PP*, 

somit: 

(11) c'-c-V-ft + V, 

worans nnmittelbar folgt, da(s anch die Zahlen e mod. p inkongruent 
sind, da es gemäfs (A) die Zahlen 5', 6 sind. 

Somit gilt: 

(B) Unter den p* {p — 1), zu teilerfremden Zahlklasseu mod. 
befinden sieh pCp — l)', fBr die ;r^~^— 1 gerade durch p, femer 



1) Ein Auidnick heiTat „gerade" oder ,^enau" teilbar durch p*, wenn p* die 
höchste Poleas von p bomchaet, die in ihm aii%«hi 
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{p — 1)*, für die ar»-* — 1 gerade durch jr, endlich ;) — 1, mod. p 
ktniffnunte Zahltlaiwetty f&r die ^r'"^^! mindeetens dnreh teil- 
bar wird. 

Ihireli anToUBtSndlge Indnktian wird mui so sn folgendem allge- 
meinen 8^e geftlirt: 

I. Unter den jf*~^(p — 1), £U p" iriUrfremdm ZahUhsacn^) mod. 
lefitulen sich rrsp. ;>"-«(>- 1)', ...,?*(;> - 1)*, (i» - 1)*, 

für die x»* ~ ' — 1 gerade durch resp. p, . . p* ~ *. j)" " ' teilbar wirdf 
tcnhrmd für die ruK'h üftrlffen p — l Znhlhlassni , die nUi zu ein- 
am Irr mod. p inkotu^uaU sitiä, x'"* — 1 miruiesietts durcli p* kii- 
bar wird. 

Der Beweis wua durcii v(<ll-t;in lip- iuiiuktioii i^ofOhrt. 

Gesetzt, der batz sei richtig tiir den Modul p'\ so sei «,(»<n) 
eine der />''~<'+"(p— 1)* Zahlen^ für die f^erade durch p' teil- 

bar sei, d. h. ^ sei für eine festgehaltene dieser Zahlen a,: 

(12) of - a, - kp, k -1- 0 (mod. p), 

1ha befrachte die Gruppe der p LidiTidiieii + |»p^, 0, 1, 
. . p <~ L Dann wird: 

(13) (ai + /*;'-)^-ar + *^p*+', 
also mit KQcksicht auf (12): 

(14) C«i + I»!»")' - ö, + ifcj»' + 
und denmacli: 

(15) (a^ + lip' f - (»i + I^P') = ^P* - /*P" + vp^+K 

Da aber k nicht teilbar durch p ist, und i < n, so ist die linke Seite 
von (15) wiederum genide durch teilhar. Aus den ^)"~ (j>— 1)* 
mod. p" Zahlklassen gehen daher // />" "~ + (p — l = |>« + > — (' + >» 
(j) — 1 mod p""^' neue, zu p ' ■ ' ti ikrfrenide Zahlklassen herrur, für 
die gleichfülls (rf~*— 1 gerade durch p' teilbar wird. 

Ist dagegen ii„ eine der p — l Zahiklasseu mod.p", für die a*" ~ * — 1 
mindestens durch p" teilbar wird: 

(16) aj « a + Ap^, 

1) Au« Gleichung (Ift) de« Texto« jy^ht unmitt«lbar hen'or, dafs, wenn .r''"' — 1 

für eine Zahl a gerade durch p' teilbar int, dies auch für alle Zahlen der zu 

er mod. p" )jrcht'^ri>;pn '/,nhU:{ay<e pilt, und cl.i iisn auch, wenn j;'' ~ * — 1 mindPstenH 

durch p" teilbar Die sämtlichen Zahlklaasen den Satee« I lassen sich auf 
Grund des Satzes II explizite hiluchreiben. 
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flo befaiftchte man die Qrappa der p Inditidaeu a. + np^, ^'^0, 1, 
,,,, p — lf dann ergiebt sich: 

(17) («« + fip^y = «s + «r + s 

also mit Häckncht auf (16): 

(18) (a. + i^ry - « + xi»^ + «i»"+s 

und somit: 

(19) (a„ 4- i^p'T - («- + t^P") + ^P' 

Mithin findet ffir die linke Seite von (Iii) eine Teilbarkeit gemde 
durch statt, wenn fi X (mod. p), dagegen eine solche durch miu- 
desteoB + ^, wenu /i X (uiod. p) gewählt ist. Demnach gehen ans 
den p— 1 Zahlklasson r/„ Tnod. p" einmal (p — 1)* neue, zu |)" + * 
teilerfroTiKlr ZnhlklHsscii mod. + • hervor, für dio .r*'^' — 1 fjeradp 
durch ^>", sodami abt'r ;> — 1 neue, zu p'* + ^ t«'iU'rt'remde Zahlklatisen 
a„4-t niod. j>" + *, für die x'~^ — 1 mindestens durch + ' teil- 
bar wird. 

Jüuliu'h gilt für irgend ^wei diesör letzteren Zahlen ««-f i, ««-j-i, die 
den Zahlen a„, Un entsprechen mögen: 

(20) «il+i -«iI + #t'lJ'*, »11 + 1 + 
also: 

(21) oi+i — a,+i — oi — Ofc + t'ii''. 

Da aber nach Voraussetzung a!, — nicht teilbar ' durcb p ist, 
kann es auch 0» + ! — a„ + i nicht sein, d. h. die p ~ 1 Zahlen a,,^ , 
repräsentieren gerade die — 1 , mod p inkougrueuteu uud zu |j 
primen Zahlklassen, die es überhaupt giebl 

ilicrniit ist d<»r Satz I vollstiindig Ix'wiesen. 

Aus der Herleituiig des Satxes entnimmt man aber auch unmitt^^l- 
bar das Kriterium dafOr, dm& fdr eine beliebig vorgegebene Zahl ^1 
fl?'~* — 1 gerade durch eine t'" Potenz von p teilbar ist, und das 
Mittel, diesen Exponenten i za find^ 

Sei wieder a irgend eine der p — l Zahlen 1, 2, . . |? — 1, so ist 
nacb dem ▼on Euler enreitertan Fermatschen Satze: 

_p _p — 1 

(22) X^ iX^ ganz, (»^1,2,.. .), 

SO dass mit jeder der Zablen a fOr irgend eine Primnhl p die uwnd- 
liehe Kette von Zahlen als m*<gegeben betrachtet werden darf. 
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Nun irt jede dnicb p nidit teilbere Zahl Ä, die swiichen den 
beiden Prin»üilpotenie& p* und gT"^* gelegen lein mag, oSSenbar auf 
eine ond nvr eine Weiae in door Fonn datateUbar^): 

(23) ^ - a + fiii> + /*! i'' + f«3 P* + • . • + ft-i»" + + 1 i>" * 

o - 1, 2, . . , p - 1; /*» = 0, 1, . . ., ;) - ^A; - 1, 2, . . ^ 

(»ii+i — M»+t -=••• = 0. J 

Dann gilt: 

. n. Ist iu <lrr Darstellung (2S) einer (mdd dmtk p teObarm) Zahl Ä 
i dar Mekttte htdex, für dm: 

(24) i^t Ii (mod, p), ^„ ^l^ (med. p) (h<i), 

80 ist A'~* — 1 ffena» dimk die t** PotmM von p leäSon 

Niuuuehr wenden wir ans wieder den ein besonderee Intereaae be- 
anepraehendon p—l ZnhlVlaMon ow moil p" dea Sataea I ao, die an 
p^ zelativ prim aind, die mod. p inkongruent aind, nnd fUr die ir''~ ^ — 1 
mindeelena dwdi ji* teUbar ist 

Bekannflidbi aind die dnrdi 1, 2, . . ^ p — 1 repiiaentieiten p—l 
Zahllrlamim die dem Fermat sehen Satze genügen: a''^^^l=i^O 
mod. p, gerade die aSmtUcben Wnnelii der Kongroena: 

(25) »»-»-1=0 (mod. p); 

nach Lagrange wird dann aas der identisch^ U. h. für alle Werte 
eiftllten Kongraenz: 

(26) - ' - 1 ( r 1 ) (x - 2) . . . {x - p + 1) (mod. p) 
anter andern der Wilaonacbe Sata beigeleitet: 

(27) 1 . 2 . 8 . . . (p - 1) ii: - 1 (mod. p). 

Die Ableitung von (2()) aus (25) stütst aieb, al^(eeeben Ton all- 
gemein gültigen HfllftsSlaen aoa der Algebis, anaaeliliefalich auf den 
arithmetiaehen Sata^ dafii die Differena iigend awMer der Wnneln 
ly 2, p — 1 von (25) ateta snm Modul p teilerfiremd isi 

!) Al!)jrt nif'iii lawspn -»ich, wie sofort «u verükieren ist, die tf^ 'k), zu eiiifr in 

ihre Primfaktoren zerlefften Zahl k =■ 1»^' J»^*j>j' . . . teUerfremden Zahlklaiwen re- 
prätentieren dnrch den Atudruck 

und 1^ die Zaliitu 1, 2, . . ., jj^ — 1, alle übrigen » aber dje Zahlen 0, 1, 2, . . ., — 1 
dturddaafto. 

AiAtT eir MalkMMtfk aaa mfdk. XILBdbe. IL 10 
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Ffir die j>- 1 Zahlen a, = a(J), aj), . . des Satzes I güt 
d«8 ToUlcoiiimen Analoge. ZmuGhst Bind sie die samtUchai Wnradn 
der Kongmenz: 

(28) X'-' -1=0 (mod. i»»), 

und da die Differenz irgend zweier dieser Wurzeln nicht teilbar durch 
p, nho toikrfremd mm Modul j)" ist, eo beeteht, analog an (26), die 
für alle Werte Ton x erfüllte Kongraenz: 

(29) - 1 L' (af — <ij>)(» - aj>) ...(«- (jbooA, p^)i 

III. Sind a^^\ a^^\ . . ff|/*~*^ die Repräsentanten der p ~ l Zaid- 
klassen, für die xp — ^ — \ 0 (mod. p") wird^ so besteht ula AtMUH^t 
zum WUsanschni Satze (27) die Kongruenz: 

(30) öL''"'* --^ (»«^ («-=1,2,..,), 

90 daft dm Wilsontdte Satß tmr äis dm enk QUed emer tmeMdNdbeii 
KeUe jMHfAatiiar Kbttgruetum eneheUiL 

Man errifllit.faiier sofort ana (29^ dala die Snmme der 0», sowie 
die Summe ihrer Produkte zu je 2» 8, . . p 2 dnreh teiÜMir ist 
Al^^emeitt gilt der Satz: 

IV. Ist 8t(a^ eine ganze Iwmc^ene symmdrische Funktion der a, 
«NM» Grade ao istS^ teilbar durdijpF, wem i nicht teilbar dureh fi—l isL 

Für n 1 hat den Satz Herr K. Hensel (s. diese Zeitschrift (3) 
If 319) angestellt und bewiesen. Seine Beweismethode ist, wie leicht 
zu sehen, für n > 1 nicht mehr verwendbar. 

Wir fiJlireu den Beweis mit Hülfe einiger Sätze aus der Algebra 
der symmetrischen Fnuktionen. Versteht man unter r^. ß,, .. ., e, die 
elementarsymmetrischeii Fimkti«)nen von v Gröfsen «j, . . ., , so 
ist jede ganj^e (homogene) symmetrische Funktion i'*" Grades der « eine 
ganze ganzzahlige l^'unktion ff(e) Grades der e; zugleich ist das Ge- 
wicht von f'^{c) gleich i, d. h. fQr jeden Term J..cJ«.eJ« . . . e*" von f 
ist l.c^ + 2.C|+ ... + n. Es seien nnn im besouderen die «t, 
also auch die e ganze ZaUen, nnd seien slle e ezeL e» dunh eine 
ganze ZaU k teilbar, so mds auch /« dnzch k teilbar sein, wenn i 
nidit teilbar dnioh n iai Denn in kann nie eine Potenz von 
allein, etwa als Tenn auftreten; sonst wsi« das Gewiebt i >-> ms», also 
i teilbar durch n, gegen die YoraussetKung. 

Im obigen B'alle sind die a vertreten durch die Om, die Zahl k 
durch p^, womit Satz IV bewiesen ist 

Königsberg L Fr., 2. Juli 1901. 
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Par M. 0TP11U8O8 St^hanob i Ath^nM. 

1. Lorsque dans nn plau XOY on couaidere uu p*)int mobile 
{jc, if) 8üumis ii i action d une force accel^ratrice issue d'uu puiut tixe 
{x^f yj, les composanies de cette force sont: 

I y — ft» y' I 
I y - yi. y' I 

Im d^vees x\ y\ x", y" etant prises par npport h une yariable in 
d6p«ndaate qndconqne ei ia cosstante (d«a aire«) q etant teile qne: 

(« — «i)rfy — — y^d» — edi . 

Si matnt^iaai la trajeefcoire dn mobile a poor ^uation f{Xy y) = 0, 
on doü anroir: 

( » - «. , X i' [.i - + <y - y.)/;!" 
l!r-sr..y' 1 

etant pos^ 

/ii* /it» diil» aafgiy» äy*)'*' 
On arriTe ainai ä eetta ezpreenon inTarianta reninrqiiaible: 

x'y" - y'x" K 

I X - «rTsn* " (m - i)'[«t/l + y./. + /;]•' 
I y-yi. y' I 

oft ff d^e la he«R«iine 27± ^^Jl^'^de lafornieP- .»/•(^, ^) 
et /g 1» d^Täe ^- (daDB leaqaellea on devia iaire ensuite z = i). 



Digitized by Google 



148 



CTrAiuiM Sr^pmuKM. 



Lorsque le point {2\ , i/, ) s eloigne k Tinfisi sur la droite ay — bx^Of 
los composantes de la force accelerakioe du poiut (x, y) deTietment 

^ «C«; ^ 



(ay bxr ^ (« - \)\af, + bf^* 

Si la courbe donnee est une conique, H se reduit a ime coustante 
et les formales prdcedenteB oondoisent ais^ent anz diTera resultaU 
coimii«^); rektift an mcniTemeait mr im« eooiqne d*im point aoUioit^ 
par nne foiee oentral«^ ou biem psr une foree aTsnt nna direotioii fiza. 

8. Si un point mobüe (;r, y) est «oiuniB a wie fon» iaaue dW 
point fixe (x^f y^) et teile qne: 

X ™= k(x — j\ icj, k{n — j/i)g}, 

oü k draigiie une conatante et a ime fonction de x et y, les courbea 
dechtes par ce point, sous diverses conditions initiales, ont pour equa- 

k 

tion diff(fr«itielle celle obteane en ^Imunant la conatante ^ de l'^nation: 

I y ■ ?/i . ' 

Reciproquement, il est ciair que, si 1 equation diffdrentieUe obteune 
eu elimmant les oonstantes a et 6 de l'eqaatiou 

fix, a, b, c)-0 

est de Ja forme 

»fr * tt 

, - . ^ C O, 

c' dAiigmant nne oonetante, fonction de ^ et o une fonotion de x et 
lea conrbeB f^O peavent dtre coond^Mea conune les tngeetoires d'on 
point BoUicit^ par nne foroe oentrale teile qne 

et cela quelle que seit la coustante 

1) Yirfr lei notes de MM. Darbenx et Halphen dana le tome 64 dea Compfcee 

Rendus de Paris (1877), aiiui quo Farticle de M. Appell: Swr l'Imtografhk e» 
mieaniqtte, innörf dans Ic tomo XII de l'Amcriciin Jouniiil (1890). 

[Pour compl^ter la bibliographie relative aa s^jet trait^ par M. St^banos, 
notu i^outona ces titres: Q. Battaglini: „Nota ml mOTimaito per nna linea di 
8" oxdiae". Atti Linmi (8) fi, Ul— 81S (1S77). — J. Bertrand: Note rar 
iin Probleme de mecaniqne. C. R. HR, 13—15, 1894 — A. Potior: Kote sar 
m problöme de mecaniqne. C. B. 112, 102—104, 1894. R6d.} 
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3. Considerons, par exemple, les diverses transformpes (Vm\e 
meme courbe fix, y) = 0, par des luimolojfips ayant poiir ccatre 
Torigiiie des coordonnees 0. Si eü resulvant par rapport ü r IVipia- 

tiou /"^f , ^ j ^ 0 on übtieut z = V<p{Xy y), tp'Xf y) designant une foni^- 

üon homogene de Beoond degr^ de j; et Vequatioii 

reproeentera lee diTenes iawiifonn^ de f(x, y) = 0 par lee homologies 
en qaestion. 

L'^UnuDstion de « et & de r^oation prMloite oondnit auunte* 
Bant h r^oation difffrentielle eiuTaiite: 

ioit 

stallt po8^ ^ ^ ^ ^ 

9« = (^V»' rJ<^y' 

lies conrbee en question peuvent donc etre conaid6r^ eomme lee 
trajectoires d'an mobile soumis a Taction d'one foroe iaaiie du point 0 
et teile qae: 

On remarquera en particolier le cas oü <f est Ott polynöme du 
seoond degr^ äj^ + 2Bxy + (^y*- On obtient alors dea eoniqnee tan- 

gentes aux denx droitcs (f 0. Si ^ = jr* + y*, ces coniqnes out 
l'on'gin^ (i conime foyer coiuniun, et la foroe centrale suit daus ce caa 
la ioi d attraction de Newton. 

Des proprietes auaIo<;uc's out evideitirueut Heu ponr les transfor- 
mees d'uiie courbe j)ar des bfjiiiobtjrits ayant comme centre ua point 
fixe quelconque, pouvaut meme etre ä i müui. 

Cette proprio des tranaform^ d'une courbe par dea homologies 
ayant nn eentre fixe a 4t^ d'abord obtenne par If. Darbon z Qoc cii), 
k Taide de eooordonn^ polairea. 

4« La seeonda propoaition du n* 2 pent §tre ecnnplft^ ecnnme il anit: 
8i V^nation diiiSientieUe obtenue en ^üminant a et & d*nne ^ua^ 
tion f{x, y, 6, c) ~ 0 est de ]a foime 



150 CiPiainM Sialmvoi: 

c' etant une constante, fonction de c, et 6) une fonction de x ot y, les 
«oorbes / <=- 0 ne peumt dtre eoasißMaB eomm« leB trigectoir«« dNm 
point {xy y) aollidt^ par une force d^pmidant BeuloneiLt des ooordonn^ 
{Xf y)f qne d'nne ienle mani^ qni oonnsto i admettre 

quelle qtte soit du reste la eonstaste h 

Pour demoütrer cette propriete, remarquüns d'abord fju'elle a lieu 
dauB le cas oft o » 0, aoit x'y" — y'x" — 0, les trajectoires eu ques- 
tion ^kaat alors des droitee. 

Gonsiderons maintenant requation differeuticlle des cuuibes decrites, 
■oua divonea eonditidiia hdlialea^ par im point mobile sollicite par une 
fozoe 

ne d^pendaat que des coordonn^a dn point {p, y). Cette ^uaildon 
düESreatidle sen obtenue en ^Uminant t entre les deux equationa: 

i'x" -t"x' 

ou eucore entre cellea-ci: 

rW - yvo -y"«), 

oü lea deriv^s x', x", y', y"f t\ t" sont prises par rapport a uue 
▼amble iud^pandaata quelconque. On obtient ainsi 



II J, ^ _ 

.r'v" y'x" «> — y'af 

Cette ^uation diffi^reutieUe devant comcider aTse r^uation: 

»'»'"-y'x" _ a(x - x,)y" - (y-y .)x" . "''^i 

ar'y-^^»" - - aH)y' - <y - y.)«' ^' 
oVtenue par rdinmiatioii de o' de l'^iuitioii 

. «y'-yV'-c'|-'"''-*;|«, 
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ü &ut que I on ait ies ideutiteH 

a"-> --y"« ^ (j — J,)y" - ( if y,)** 

>r' V — jTz ^ (X — xi)y' - (y - y,)x' * 

qnelles que m>i«it Im Tabnn de x, y, x\ y', x", y". 

La premi^ de ees identites, poaTut Uro feite eomme tl mii 

ezige Boit que l'ou ait .///" — f/'x " = 0, ce qui conespond au cas 
dejä consid^ei oü Ies trajtictoires donn^ eont des droites, soit que Ton 
•tt identiqiMnieiit: 

» — ^ y — y » ' 

e'eflfc-ä-dire 

A designant une fonctioii de :e et y. 

Si Ton remplace maintenani ces Taleora de j|( et ^ dans la Meonde 
dee identii^ pr^c^denteti on obtient: 

,dSl , ,dSl ,dto , , dea 

dx ^ ' dy dx ^ ' dy 

Ä • * 

Cetie relatiou, devant auasi etre uue identite, montre que l'oii doit 
aToir 

£1 = kOf 

Ii d^ighant une coustaute. 

Aiusi 86 trouve demontm» la propositioü euoncee. 

^^^n i>eiit (.'ouHiderer roinnit' cas pHrtionlipr (h* cpttp proposition an 
resuiiat du ä Burirand ^Comptes Ueudu», t. 84^, maiä obteuu par 
une analyse diffeiente, oelni relatif an syst^^me de coniques 

a« + i»y + c - y {x — x^y (sf ^ y^)* 

ajuit ponr foyer eonnran le point (»i, fh)- ce que Bertrand 

dit 4 ce propoe: «8i Kepler n'aTait d^nit de robeervation qa*une eenle 
de aee lots: Les pianÜes ddcrivent des elUpses dont le Soleil occtipe le 
fbifer, on aurait pv, de ce seul r^flultat erig^ en principe general, con- 
clnre que la foree qni lea gouTcrnc est dirigee Tcia le Soleil et mTer> 
aement pfopovtioiindUe au earr^ de la diatanoe.» 
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5. Remarquons eiifiu que l'on peut demoutarer, d'uue maniere an»» 
logue, cette propodtion plus gMnle: 

Les diTcrscs courbes quc peut decrüre uu poiut (x, y) soUicii^ p«r 
une force 

De depenUnnt que des Cüordomiees du puiut {x, y), ne peuveut coiucider 
»vec Im tnjectoires d'tm poini (x, y) BoUieit^ pur une autre fbroe 
analogac 

qud ai Ton «: 

Ath^es, 3 man 1901. 
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Bemerkung zu emem Theoreme des Herrn Cwojdzinski. 



Von Eduabd JANiacH in Prag. 

Dafs solchp «icrhs Prmkto, wie sie in Theorem V auf S. 17s in > ;V 1 
tlirser Zrttsclirift li'iftrftt'n , ülirrlianfit auf ein<'ni KciTplsrhuitt»' 
ist ohne woiterrs zu erseheu; (Uiui si«» sind /.u zweien zeutrisch-syuime- 
trisch iiibezuLT anf (l*»n angegeben« u Mittelpunkt. Liegt speziell der 
Puukt, vuu dum Lute auf die Seiten des Dreiecks gefällt werden, auf 
dem Umkreis, »o zerfällt der Kegel schnitt in die dappeU m x&imäe 
SrnMuimie (WaUftcetiiiie) des Punktes. 

Der in Bede ttehende Satz bleibt auch aufrecht, wenn an Stelle 
dea Höbenschnittes em beliebiger Punkt tritt^ die Rohen durch die nach 
dieeem Punkte geaogeaien EektnuMTersalen eraetst nnd an Stelle der 
Lote anf die Seiten Parallele zu diesen Ecktransrersalen eingeftthrfc 
werden. Es giebt dann ebenfalls eine dem Dreiecke umschriebene 
Kurve "2. Orduiu^ (eine Ellipse), fQr deren Punkte die durch me ge- 
legten Parallelen zu den Ecktransversalen Fufspunkte auf den Drei- 
ecküseiten liefern, die in gerader Linie liegen. Die Enveloppe dieser 
Geraden ist ersichtlich eine Affine der St( ini In u Ihjpocykloide. 

Die punktweise Konstruktu»n der erwälmteu Kurve 2. Onlnmig 
bietet keine Schwierigkeit^jn. Nehmen wir eine beliebige (ierude an, 
welche die Seiten liC, CA, Aß des Bezugsdreiecks in den Punkten 
% trifft, nennen wir S den Vertreter des Hobenschnittponktee, 

und aehen wir folgeweiae durch %, (£ die Geraden a, b, c, die sich 
m zweien in H«, S9q, (S, schneiden mögesUf so laufen die drei Geraden 
Bf^t* ^nrch einen Punkt T jenes Kegebchnittes. Dab 
die 3 Geroden durch einen Punkt T gehen, ist sofort zu ersehen; 
denn sie sind die Kollineationsstrahlen fttr die zwei perspektiTen Drei- 
ecke A£Cf fi^fb^^or deren Kollineationsachse 9 ist Dreht man nun 
9 etwa UM H, so läl'st sich leicht nachweisen, dafs der Bflschel (g) 
projektiv ist mit den Büscheln der Strahlen i?93o, ^^^o- Erzeug- 
nis der letzteren - der Ort von T — ist mithin ein Kegelschnitt^ 
dem die Punkte C angehören. 
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Genau dieselben Schiursfolgerungen gelten aber auch, wenn wir 
noch weiter Teraligemeinem und verlangen: Es soll der Ort der Punkte 
T gesacht werden, welclie die Eigensdiaft beritaen, dals die Schnitlr 
ptmkte der Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC mit den 
daiek solch ein«i Ponkt gesogenen Fsrsllel«! zu den Seiten B'C, 
CA*, A'W eines zweiten Dreiecks A*lffC* jeweils in einer Geraden g 
liegen. Der Ort von T wird auch hier ein dem Dreiecke ABC tun* 
echriebmer Kegelschnitt sein iiml die Einhüllende der g eine Kurve 
3. Klasse, welche die unendlidi ferne Opiuilt' ziir Doppeltangente be- 
sitzt. Über den besonderen Fall, dafs die Ecken des Dreiecks A'B'C* 
der Reihe nach identisch sind mit den Ecken 7^, (\ A (odvr (\ A, B) 
den Dreiecks .1 HC, wird der Verfftsaer in dieser Zeitschrift einen 
läi^jeren Aufsatz verötientlichen. 

Pxagi 10. Jani 1901. 
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„tbw die Gfltigk«it des ])iftp«n€li«n OesfllxoB^ 

Van 0. LcMMEB in Charloi^biug. 

In meinem oben genannton Aufsatz hahe ich «Ja« Drapt rsehe Gesetz, 
demgemtUs alle fwsten Körper bei derselben Temperatur zu leuchten be- 
ginnen, ab tmgUtig erwieaen. Unmittolbttr BMh dem Encheinoi dea 
AntebiM fiel mir eine Arbeit*) aeoeren DatnmB in die Hlnde, in der auf 
Gnmd aorgfiltiger Verrache Ton neoem jenee Gesetas bestitigt und die 
niedrigste Lenchttentpemtor des blanken md des berofsten Platins sn 
etwa H70® C angegeben wird. Es sei mir gestattet, ganz kurz aacb 
diese Resultat« als einen Trogsehlufs nachzuweisen, der durch die ün> 
kenntnis des schwnrr.pn Korpers henrorgemfen ist. 

Zunächst revidiert Gray die schon von Draper angewendet« 
Fonncl, nm aus drr Atisdohniiriij (h-n f*latiris anf soino Tomperatnr- 
änderung 7.u scblielöfii. I)<i«ltin'ii i)rin<^ er die von Orfippr Hpobachtete 
Temperatur (n2r»** C der erstfu Glut mit der von iliiu beobachteten 
(37(F C ) iu genügenden Einklang. 

Gray hudet, dafs je nach d« r Helligkeit im ßcobachtungsraum 
(Morgens, Mittags und Abends) die Temperatur der ersten Glut variiert 
Systematische Veisacihe (Iber den Snflufii der EnnfIduBg des Auges 
auf jene Temperatur ergeben, dals ein im dunklen Zimmer (bei Nadit) 
ansgeruhtes Auge die wate Glut schon bei 370*0 bemerken kann. 
Diese Temperatur geht weit unter die Ton H. F. Weber und Emden 
(tci^L meinen Torigen Auftatz S. 8Ö) an Glflhlampenkdile beobachtete 
(^0* G) herab, von deren Versachen der Verf. keine Kenntnis hai 
Über die Farbe dieser ersten Glut wird nichts mitgeteilt. 

Uns interessiert hier vor allem das merkwürdige Resultat: Jhat 
flu miuimum temj)eraiure of visibüUy is tlw xnme for a brif/hf polishfd 
wUiUi»: mifffcc an fVtr mir rnrerrff irith himi>hl(trl:, füthough titc i»- 
tettsHtf of the radiation in tJic two cases tnay be diffcrenU** 

1) O. Lnniuer: kuMt der Hatli. n. Fhj«. (S) 1 p. 17^S0. 

2) P. L. Gray: „The Miniraum Temperature of Tiiibilify/* Ptooeed. of 
fioj. äoc. Bd. IS p. ISS— 132, London. 
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ThatriUMcli itt die StraUnng ebeB bUmken und bembten 
Plfttiiibleelui sebr Tcnehiedcm gjtoü, und in meinem rongea Aiiikdi 
babe ieh gezeigt, dd« swei so yenchiedane StraUer notwendig bei 
versdnedenen TempeFatonn tiber die Scbvelle sdireiten müssen. Ob- 
wohl P. L. Gray von seinem Resultat selbst sagt „This reenlt may at 
tlrst be, to some, nnezpected'', glaubt er doch dasselbe a priori eis 
möglich nachweisen zu können; denn er fahrt fort; „bat a little coniid- 
eration will show that it niight havo been, a priori, anticipaterl". 

Die versuohtf Erklärung ist aber irri<x, ebenso wie das Kesuitat. 
Draper kam /u seinem (leset/, indem er die verschiedenen Substanzen 
in einem (jlrifltUmptriirieu lluldrnum (Flintenlauf) erkitzte. P. L. Gray 
erhält üliuliche Resultate, indem er das strahlende l'latinblech mit 
einem kastenförmig gebogenen Messingblech umgiebt, um es vor Zug etc. 
an edilltsen. Eine solche Yenniehaanordnang wird freilich keinen groben 
Untenchied in der Glfihtemperatur des Platins zeigen, gleidivid ob 
das Flatinblech spi^lnd oder gesehwBizt ist Denn der Beobachter 
erhält in beiden I%Uen nicht nur die reine Platin- oder Bulsstrahliing^ 
sondern aufserdent die an dm Wänden des Messinghastens sfum PjaA'M- 
hleek eurihhfeworfene „erborgte" Strahlung. Ein im vollkommett 
spiegelnden Hohlraum befindlicher Strahlungskörpw von der Tem- 
peratur T liefert sogar nach Kirchhoff die vollkommen „sdiwame" 
Strahl u HL' flieser Temperatur. 

Wollte Gray die blnnhc Platiustrablimg beobachten, so hatte er 
notwendig den Knstm schwär/en müssen, damit jede erborgte Strahlung 
ausgeschlossen worden wäre. Im spiegelnden Kasten mnfsten die 
Unterschiede zwischen blankem und berufstem i^latiu wenig»tenä nahezu 
Yersdiwinden. 

Im Einklang damit, dals Gray die Strahlung des aoniihemd 
schwarsoi Körpers beobachtet hat, steht auch sein Resoltaty dafe das 
Leuchten sdion bei 370° C beginne. Bei gut im Dunkeln ausgeruhtem 
Auge konnte idi bei so niedriger Temperatur nur den absolut schwarzen 

Körper leuchten sehen und zwar nur bei peripherer Beobachtung mittelst 
der StÄbchem, da die erste Glut die von den NetxhBiatst<äKlien yer- 
mittelte, sogenannte „Orauglut" ist (vergL meinen vorij^ Artikel). 

Charlottenburg, 15. Juli 1901. 
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Die GesetM der schwunen Strahluig und ihre praktiselie 

Terweadaiig. 

Von 0. LuilU£U in Charlotteuburg.') 

Sinkitung: Für die ipsfonnigai Körper mit diBkontuniieilieheii 
Spektrtn hat num Bchon ane der Qualität der StraMung wichtige 
Sehltlewi siehea kOnnen (Spektndan^jse). Bei den kontintiieriicheii 
Spektren der Men und flfiaaigai Körper sind «jnantitatiTe Metsangen 
erforderlich, um fiberbanpt Unterschiede im Stiählnngwcharskter nach- 
weisen zu können. 

Im folgenden beschranken wir uns auf die Betrachtung der reinen 
Temf)erah(rs(r(ihh(nff , welche ToUkommen bekannt ist, sobald man die 
StnihlnngsHaergie ak iunktum von Welietilimge und XemperaUMr dar- 
stellen kaim. 

Zwei allen testen und flüssigen Kürjiern gem^ iHanu StraliiuiigE- 
eigenschaften bieten sich ohne weiteres der BeoburhUiüg dar; 

1. Die Straliiuiigsenergie steigt mit der Temperatur rasch an und 

2. die spektrale Verteilong der Energie (Farbe) ändert sich mit 
der Temperator so, dafo mit steigender Temperator die relatiTe Inten* 
sittt der kflrsenm Wellesi annimmtb 

IKe ilteren, an belieb^ heransgegriffenen Edrpem nntemommenen 
Yersadie kennten an keinem Strshluigsgesetse Ton gmerdUr Bedeatnng 
führen, da diese Gesetze von Kr>r]>er zu Körper Tariierao. Dies ist bis 
in die neueste Zeit häufig auTser Acht gelassen worden, wiewohl 
Kirchhoff schon im Jahre 1860 ausgesprochen hat, dais Strahlongs- 
gesetze von ffmerrlhr Bedeutung nur für einen Körper ron besonderer 
Art zu erwarten sind, den von ihm bei der Herieitnng seines Qesetses 

1} Dieser Auftats ist als ein« Folge des frflheren Äitikels ,,Über die Oiltig- 
krit des Drap er sehen (iexetzea" m betrachten. Der Vetf. giebt hieEiB auf Er^ 

«achen seitens rliT Ro<l;iktiun eine erwcit^rto Ilarstfllung der neueren \n srinoni 
Rapport „Sur le rayonnemcnt des corps noira" iiit'ili i;,'ele(^n Erf^^buisse anter 
HinzufOgong der inzwiüchen von ihm und Uerrn Pring»heim gewonnenen 
aenflsten Besaitete Aber die Tempeiataubestimimmg hocherhititer K«cper. 

Die Redaktien. 
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fiber Ab8or{>tion und Emission theorotisch detiuierten abs(diit sihnarzm 
Korppr. Di«»ser ist dafliireh charakterisiert, dafs er .,aUr Sfrdhkn, dk 
attj ihn lallen, vdlhomuwn aUorbkri, aho StraiiU^i wetier rejltkliertf ttoch 
kmduircIdäfsV' Kirchhoff spricht es auch aus, dafs die Funktion^ 
wdche die Energie des Bchvaraeii KSipen in Besiehniig ni Wi^en- 
limge und Temperatur selBt^ uunraifiiUiaft Ton einfiMdier Fomi ist^ wie 
aUe FunktioiMii es sind, die nicht von den Eigeneeliaften einselner 
Kdrper abh&ngen, und fttgt hinzu, dafii erst, wenn auf experimentallem 
Wege diese Funktion gefanden ist, die ganze Frachtbarkeit seines Saties 
sich aeigen werde. Dieser Sats kmtet: 



wo El nnd Ai das Emissions' und Absorptionsrermfigen eines beliebigen 
Körpers mul ei das EmissionsrexmlJgen des ToUkommen schwansen 
KOipeis fibr die i^che Temperatnr und dieselbe WeUeuUmge bedentra. 

Kennt man alm die Strahlung des schwarzen Körpers als Funktion vm 
WeUenUmge und Temperatur, so sind dadurch die Strahiungsgesetee für 
alle diejenigen Körper bekannt, deren Absorptionsvermögen cfmtfaUs als 
Funktion von Wrllmlänge und Tcmprrntnr gt^ihm ist. Experimentell 
einfiwhcr f]iirf"tp <i»'r ntii<?<'kHhrte We;^ sein, rlnrcb die Untersuchung 
der Struliiimg einen Korpers mit Hülle der Kenntnis von e auf die 
Absorption vi zu scldiefsen. 

1. Das Stefan -Boltzmannsche Strahloiigsgesetz. — Auf Grund des 
bis 187U vorliegenden Heohachtnngsmaterials hat Stefan') das nach 
ihm benannte 8tr<ihlung»ge»eU aufgestellt, dafs die (jcsamistraldung 
eines Körpers proportional ist der vierten Potem seiner absoluten Tetn- 
perak». Dieser Sa^ von dem Stefan intOmlich glaubte, dab er die 
StrahlnngseigenschaAen so Tecsdiiedener Körper, wie Ba&, Fiatin, Glas 
etc. darstellte, edangte seine wabre Bedeutung erst, als Boltsmann 
auf theoretisdiem Wege das gleiche Gesets für den voUhommm atkwanm 
K&per abgeleitet hatte.*) 

a) Tfieoric von L. BoUzmann. — Nach der elektromagnetischen 
Licbttheorie übt ein Strahl auf die Flächen«>inlRMt bei senkrechter In- 
cidenz einen Druck aus, welcher gleich ist der üi der Volumeneinbeit 
in Oestalt dieser iStrahluug onthaltenon Energie. Nach Analogie einer 
in der kinetischen Gastheorie ühliclion Hehlufsweise wird gefolgert, dafs 
in einem Würfel mit gleichtemperierten Wänden auf jede Würfelfläche 

1) J. Stefan, SiteongeW. d. \. GeaeUicb. d. WinenBch. «n Wien (S) 7I>, 

891—428. 1879. 

S) h. fioltsmann, Wied. Ann. 82, 81 ff. imd 891—284, 1884. 
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nur «m Drittel der gesamten Strahlen drfickend wirkt. In einum Miellen 
Räume ist nach Kirch hoff die Strahlungr'^dichtigkeit die eines arAfrarüm 
KOrpen nnd die Strahlnogsener^e eine blofse Funktion der Temperatur. 
Ist die GesamtstmbliiTig in der Vnlumeneinheit gLeick so wird der 
Ätherdruck f{i) auf die Flächeneinheit: 

(1) m-im 

Bnrtoli^) hatte emen Kreuprosdii «nigedachty dnreli den «r die Existem 
des Äilieidnidu in einem dwcluttnüüten Ranme als Folge des sweitmi 
Anptsaties der meduHUsdmi Wametkeorie erweist Die EKistans 

und die Gröfse des Afherdrucks folgert Boltzmann, wie oben erwuhut^ 
ans der elektromagnetischen Lichttheorie; den Bartulisclien Krcin- 
prozefs benutzt er, um zwischen dem Atherdruck f(t) und der 8trah- 
Innjgrsenergie ^ (7) des schwanen Körpers eine quantitative Beziehung 
abzuleiten, von der Fonn: 

(2) tdf-fdt^itdt. 

Mit Hfllfe der Formel (1) folgt somit: 
welche Gleichung durch üitegration gieht: 

(3) t - «OMt. <*. 

Hier l)edeutet t die fibstdnte THiiiperatur; die Int^'^iitionskoustiinte ist 
gleich Null gesetzt, d Ii. es wird uugeuommen, »IhIh für den absoluten 
NuLIpuukt die Straiiiuug des schwarzen Körper» gleich Null ist. Das 
Stefan-Boltsmannsche Gesetz wollen wir in der Form schreiboa: 

(I) S'^fEdl^wottT*, 

t 

wo 8 die Gwwmtstishlimg und J? die nur WeUenlSnge l gdiSrige 
Strahlung des sdiwarsen Kfirpers von der absoluten Temperatur T be- 
deutet 

b) Vermwhe mm 0 J.-'innnrr und E. Pringsheim. — DiePrfifimg des 
Stefan-Boltzmannscheu Gesetzes scheiterte lange daran, dar« koine 
schwarzen Körper bekannt waren, welche „Strablen weder roHektieren, 
noch hiadurchliiMSM?!'' Erst als di« vuu Kirchhnl'f aus seinem (lesetze 
gefolgerte chttraktenstische Eigenschaft «ines gleichteui[)«rierteu Ilohl- 
raums (vergL den AufBatz p. 1Ö4 und ü.j erkannt und benutzt war, 



1} Bartoli: „Sopra i movimenti prodotti dalla luce e dal calore". Le Mon- 
nier 1876. Veigl. saeh L. BoUsaann. Wied. Ann. 88, 81. 1884. 
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um die Strahlung des schvMirzen Körpers mit grofser Annäherung auch 
bei den höchsten Tomporaturen zu verwirklichen'), konnte eine ex- 
fwrimentelle Prütxing voigonommen wenlen, welche ich mit W. Wien 
begann und mit E. Priiigshoim durchführte. AV'ir bedieuten uns zu 
diespin Zwecke') metallischpr, innen geschwärzter Holilkörper, aus doren 
Innerem die Strahlung durch eine Offiiong der Wand nach aussen ge- 
lüiigwa konnte. Ea seigte sich, dafs tlul^ehlich imiMlialb des lieoliaditete)! 
TempemtiirmtemJls Ton iOC^ bis etwa 1300*^ G die Geeamtstrabliuig mit 
groüBer AnnShenmg sur Tiettea Potenz der absoluteii Temperatur fori- 
scdimtei 

In luwerer damaligwi Publikationi batten wir die tbermodd:biBdieii 
TemperatarmesBungeu auf das von Holborn und Wien^) an das Gae- 
pjrometer angeschlossene Le Chateliersdie Normalelement bczocreu. 
Nachdem nunmehr die Temperaturskala von Holborn und Day*) bis 

1 löO" C mit (Irtu .S^V /, .s^o/Z'thermometer neu fe8tg»'1'*^'t und darüber 
bfimns mittels Extrapi)hati(Ui au die tliornmelektrische Krait des Thernin- 
eiemeutes angeschlossm worden ist, iiaOen wir die damals ireniesseueu 
Temperaturen auf" die luuie Skala uniirenH-hnet. Die so umgerechneten 
Uesultiite siud in der tolgeudea Tabelle wiedergegeben. 





t 


n 


m. 


IV. 


V. 


VI. 


Kr. 


Schwarzer 


Ab«. Temp. 


Reduziert. 


C. 10»» 


Abs. Temp. 


T. Ijf'ol). 




Körper 


beobacbtei 


AttMchlag 


berechnet 


— T. b«r. 


1 


Siedetopf 


373,1 


156 


127 


37^^ 


-1,5» 


2 


Salpeterkessel 


492,5 


638 


124 


492,0 


^-o,5 


3 


n 


723,0 


3 320 


124,8 


724,3 


-1,3 


4 


n 


745 


3S10 


1 L>n,(; 


749,1 


-4,1 


■■• 

0 


» 


810 


h 150 


121,6 


806,5 


+ 3,5 


6 




8f)S 


6910 


123,3 


867,1 


+ 0,9 


( 


Chamotteofen 


1378 


44 700 


124,2 


1379 


- 1 


8 


» 


1470 


57 400 


123,1 


1468 


+ 2 


9 


n 


1497 


60600 


120,9 


1488 


+ 9 


10 


n 


1535 


67 m) 


122,3 


1531 


+ 4 



Mittel 123,8 



In ihr ist Ä der mit dem Bolometer und Galvanometer gemessene 
nnd auf die Klappeatemperatur 17** 0 (290^ abs.) reduaierte iliisacblag 



1) W. Wien u. O. Lutum, r, Wi.d. Ann. 66, 451—466. 1895. 

2} 0. Lämmer u. E. Priugöheim, Wied. Aim. 68, 895—410. 1897. 

S) L. Holbora n. W. Wien, Wied. Ana. 47, m. 160>. 

4) L.HolbOTniiiidA.Da7,Wied.Ann.W,817.18M{AnB.d.Pb7i.8,M5. 1900. 
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und T die snge]idrige »baolnte Tanpeniur des sehwimni KOrpert; «s 
folgt also C nach dem Stefamehen Gesets um der Gleichiuig 

X- (7(2* -290*). 

Die 8o gefufldt'uea Wem- vou C multipliziert mit lü"* sind in Kolumne IV 
angegeben. Mit dem Mittelwert von C ist aus der obigen Gleichung 
T berechnet und in Kolumne V eingetragen worden. Die Zahlen der 
Eolnmne VI leigen, dafo aich die Abveichiiiigeii der Beanltaite TOm 
Stefanaehen Geaeta schon durch relatiT kleine Fehler in der Temperator- 
hflatimimiTig würden erklSren laasen. Der kleine, bei Benntsong der 
attm Temperatoiakaln beohaditefee Gai^ in der Abweiehung vom 
Stefansdien Geseta flUi \m der neuen Skala gans fori 

Unsere Versuche bestätigen somit nicht nur die Richtigkeit des 
Stefanschen Gesetzes, sondern unter Vomussetzung dieses Gesetzes hätten 
sie sogar dazu dienen können, eine ufokrscheiiiUdte Korrektim für die 
äUere Tetnpera^irsknla nnfzustfllm. 

Dieso Versuche boten aulserordentliche technisrhi' Schwierigkeiten 
dar, <la es nur mit grofser MOhe gelingt, Hohlkugeln lu einem Cha- 
motteüt'en auf eine überall gleiehmiU'sige Temperatur zu bringen und 
auf konstanter Temperatur zu luiiten. 

c) Verm^ mü dem eidctrisch g^luhten schwarzen Körper. — üm 
den Giltigkeitsbereidi dieses Fandamentalgeaetaes der sebwanten Strab* 
lung nodi au erweiteni, konstmierte ich mit F. Knrlbaum*) den 
f^ddeiriB^ geg^iikteiif^ aobwanen Kdiper, welcher die adiwane Slrab- 
Img nicht nur in relatiT einfodier Wette, sondern andi nodi bis an 
Tempen^uren von über 1600<* C liefert. Die mit diesem Körper ana» 
geführten Versuche lehren, dafs das Stefan-Boltzmannsche Gesetn 
unter Zugnindelegung derHolborn-Day sehen eartrapolisrtenTemperatnr- 
skala sogar bis 1()(K)" C nnd darüber hinaus giltig ist. 

Wenn nnch /'r«st nnscre Versuche mit der „schwarzen" Strahlung 
eine Klärung und endgiitige Entscheiduut: i^- l »rächt haben, so mocht« 
ich es nicht unterlassen, der Versuche Schnoebelis-i zu gedenken, 
welcher eb*»nfall» daa Stefansche Oofletz bestätigte und mit seinem 
Resultat ganz vereinzelt dasteht, insofern die Experimentatoren vor und 
nach üuD, wie Schleiermacher, Bottomley, H. F. Weber, Edler 
n. and. sum T«ü gans bedeutende Abweichungen Tom Stefanschen 
Gesetse konstatieren und F. Paseben*) nodi im Jahre 1893 ans seinen 

1) 0. Lnmmer nnd F. Karlbaum: Verhdlgn. d. Fhya Gw. Berlin 17, 
10«— III, 1898 und Ann. d. Pbjaik (4) &, 829— 83G. 1901. 
i) ächneebeli, Wied Ann. 22, 420—438, lbä4. 
S) F. Paschee, Wied. Ann. 49, 60— CS, 18M. 

Ankl* MMhmiMlk «■« Mimik. ISL Bvtb«. II. 11 ' 
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MessnnfTen am blanken und benifsteu Platin schliefsen zn müsstni glaubt, 
dafs wahrscheinlich „sich alle festen Körper ähnlich wie Platin verhalten 
werden". Demgegenüber sei erwähnt, dals nach unseren Versuchen*) 
die Strahlnng des })lanken l'lHtüis fast genau zur fflnften Potenz fort- 
schreitet und Hüls, wenigstens in genügend dicken Schichten, nahe das 
Stef ansehe Gesetz befolgt. 

d) Venudut StAmeMia, — Di« HilbU«iide ThatBache, dab Sehnee» 
bell als der Einzige du Stef»n«ohe Qeeels innerhalb einee ziemlieii 
grofMn TemperAtnrintnTalla ftat ToUkommen bestätigen konnte, ISftt 
eioh nach meiner Meinung leielit ana Schneebelii Vemeihaanordnnng 
erklären; die abweichend von allen yorhei^ehenden und nachfolgenden 
ist, und durch die Schneebeli eine Strahlnng nuMy welche der 
schwärzen'' sehr nahe kommen dürfte. 

Schneebeli verwendet als Strahlungsquelle die Gefäfswand eines 
LufWiermameterSf dessen Inhalt etwa ÖOO ccm beträgt und mit einem 
Kapillarrohr von 1 Meter Lange verseben ist. Als Heizquelle dient 
ein doppel wandiger sogen. Perrotscher Ofen aus Chamotte, in dessen 
innerem Hohlraum das Luttthermometertrefrifs auf eine nahe gleich- 
mäfsige Temperatur gebracht wird. kann er znnäeiist sehr genau 
die Temperatur der strahlenden (itl ill.swand beftiiiuiieu, jedenfalls ge- 
nauer, als es alle anderen Methoden 7ai jener Zeit erlaubten. 

Um die Strahlung der äusseren Wand zum Bolometer gelangen 
y.u lassen, durdibohrt er die beiden Ofmwätuie, schiebt ein dünnes Eisen- 
rohr bis an die G^fswand und bringt aofsen geeignete 6fi&iungen 
an, nm jede „falsche Strahlung'' ansBaacUieTBen. 

Diese Anordnung bewirkt aber gerade das Gegenteil und statt der 
bloAen Strahlung der änlseren Gef&bwand, miüst Schneebeli die 
Strahlung eines fest geschlossttieai Hohixauma. Das im Indien 
Heiiramn wie da« Thennomelaxgefftfii be fi ndlich e Eisenrobr wird niim* 
lieh anoh dessen Temperatur angenähert annehmen, aodals man aniser 
der an nnd ftbr sich schon stark strahlenden Porzellanwand des Luft- 
tlier]nometers auch noch die an ihr reflektierte „erboi^te" Strahlung 
des glühenden Eisenrohrs gleicher Temperatur erhält. In Wirklichkeit 
kommt also zum Bolometer die StraMung eines nahe glekhtemperierten 
Uoiürmms, deren „Scbw?ir;'('" dipjenifre von freistrahienden Metall- 
0Jgr*^<'ö etc. jedenfalls bei weitem übertriflPt, 

Und um allen Bedingungen der Neuzeit gerecht zu werden, benutzt 

1) 0. L«mmeT ud F. Evrlbanm, Verhdlgn. d. Denliob. Fhjnk. Oes. 
Bd. I, Kr. IS, 1899, and 0. Lnmmer und £. Pringsheim ebenda Bd. I, Kr. IS, 
2899. 
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Sehneebeli nach dem Vorbild toh Baiir') ab Bdometer ein Stanniol- 
gitter, wdfihes miilelBi HatindiUiridt gesdtirant ist und Terwendet ao 
wiedenim nnbewobt den aebwinaaten Stoff (Platinmoor) ak Em- 
pfänger. 

Durch diese glückliche Vereinipn"'?? vprschiedener Umstände er» 
hält Sehneebeli bei sehr sorgfältiger Aiasföhrang der Measangen die 
fo^Senden Werte: 



T, ' 379 ' 


719 ' 


854 ' 


1 1007 


! 971 : 


1013 1 


1097 ' 11770 31,8. 


(T* - T*);S \ 9,2 I 


10.2 1 


10,9" 


1 10,6 


Ii 


71,6 j 


71,5 j 73,5 



wo jTj die absolute Temperatur der (letafswand, 7\ diejeuige des ßolo- 
meters und S die auf gleiches Malis (^für jede Keihe) reduzierte Sirah- 
lungsmenge bedeutet. 

Die geringen Abweichungen erklären sich swanglos ans der 
Sebwiezigkeit der Tempenturbeathnmung mitfcala dea Lvftthscmomelen 
bei hohen Tempentnien. Dahingegen scheint mir der Qraetsscbe 
Einwand, ob die gemessene Temperatur andi wirldidi die der atrablen- 
den Wand aei, Ton gerii^psm Einflols, insofnn es ja nur auf tMke 
Temperaturen ankommt. Auch der tod Sehneebeli selbst erörterte 
und später von Paschen gerügte Übelstand, dafs bei jedesmal^^ 
Strahlungf^TTiP^^sang durch Hochziehen der Klappe ein kalter Luftstrom 
eintritt, dürfte aus demselben Grunde ohne groüwil Einfluis auf die 
Resultate gewesen sein. 

Wie dem auch sei, durch (lie glücklich gewählt»* V'ersuclisauord- 
nung hatte SchuecKcli einen so gewaltigen Vorsprung vor allen 
anderen mit fr) istruhlcndi u ( )l>ertlächen operierenden Beohachtem, dafs 
er erst nach dur Verwirklichung der schwarzen Struiiluug überholt 
werden konnte. Alle zur Prüfung des Stefanschen oder zur Auffindung 
eines allgemein giltigen Strablungsgesetzes an beliebigen Substanzen 
wie natini Eisenoxyd etc. nntemommeiien Yersoebe mulsten not- 
wendig scheitern, diu mur det sefttfwrffen SInMmg das Gesebt der vkrtm 
Toten» mtkemmt 

Trotz Aufwandes Ton ungeheuerer Arbeit und Anwendong da* 
Terschiedensten, oft sinnreichen Methoden haben die Versuche mit /m* 
straMemli ' H])erflächen eigentlich nur gezeigt, dafa das anfuigs lange 
für richtig gehaltene Gesetz von Dulong & Petit ganz auszuscheiden 
hat, ohne aber die Frage nach „dem Strahl ungsgesetz** zu lösen. Dabei 
war mau so tief in die von Stefan verbreitete Idee, dais alle Körper 



1) C. Bftur, Verhdlgn. d. Phys. iJe«. beriin, Nr. 4, 16, imt und Wied. Ann. 
It, IT— tl, 1888. 

11* 
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164 0. Lummsh: 

das laiche StnhlniigigeBetB befo^{eii, «mgedmngeii, daß man Ueber 
die Bidna^teU dar von^andenm Venudte in Zweifd Mog, «Is dab man 
aus den fttr PJaiui and Rufs, Eisenoxyd und Glas erhaltenoiy «nander 
widarapraclifliideii Besulftatoii auf die Unridiiägkfltt jcBcr Idee sehlofii. 

% G«8eU«1itltehM nr Ywwlfldiekiuiy dtr MliwazieB StraUniig. — 
Beim Stodinni der Littezahir auf dem Gebiete der StnUmig kum man 

sich der Erkenntnis nicht erwehren, dafs im grofiien imd gansen 
aiemlich planlos gearbeitet winden ist Aach h^peift man schwer, 
warum der schwarzen Strahlung so wenig Beachtung geschenkt wurde, 
wenn man bedenkt, dafs Kirchhoff schon im .Tahre IKHO mit genialem 
Scharfblirk nur der schwarzen Strahlung allgeniemgülttjj; ' Naturgesetze 
vorauHHiigte, und dafs Boltzmann 1884 aul' tkeoretisc-hetn Wege das 
Stef ansehe Gesetz als das Gesetz der schwarzen Strahlung wahr- 
scheinlich machte. Aber noch mehr? Auch kostbare l:'ingcrzeige 
in Bezug auf die Verwirkliclmny der acbwanen Strahlung sind un- 
bennftzt gelaeaen woiden. Denn abgeeehen von der Kirchhoffadien 
HoUiftomtiieone exiatieren swei Arbeiten, in denen die Yerwirkliehuig 
der BchmunBen Sirabinng teile ansgefftfait, teile Toigeechlagen war, 
wekon SU einer Zei^ naoh der man noek lange Twgeblich bemlUii war, 
der schwarzen Strahlung heizukommen. Es ist nur eine Pflicht d«r 
Billigkeit, aneb dieae Arbeiten näher an beleoehteu. 

a) Zunächst kommt hier die Arbeit Ghristanaens „Über die 
Emiaaion der Warme von uuehentti Obeiflachen'* in Betraeht.^) 

Um die Thatsache zu erklären, dab daa Emissionsvermögen der 
Metalle dnrdi Bitaen der Oberfläche wesentlich erhöht wird, gebt 
Christiansen von folgender Überlegong aus: „Fällt strahlende Wärme 

auf eine unebene Fläche, so verlassen mehrere Strahlen erst nach der 
zweiten oder dritten Ketlexion die Obertläche; es findet also eine ver- 
gröfserte Absorption statt und daraus folgt nach dem bekannten (iesetze 
von dem Zusammenhang zwischen Wänneemission und -absorption, dafs 
daä Emissionsvermögen einer solchen Fläche gröfser als das einer 
ebenen Fläche ist." 

Zur Verifikation dieser Überlegung liefs Christiansen einen 
Lesliewtlrfel strahlen, dessen 4 Seitenflächen verschioden gestaltet laid 
matt veMÜbert waren. Von diesen wiur die erste ganz eben und glatt, 
die dritte aber mit 121 kotnsdten Lodtem Teneben, wihrend die anderen 
ans ebenen nnter Winkeln von 46^ und 90* gegen einander geneigten 
FUehenteilen bestanden. Bei Beraeksiehtigang der diurk B^kxim ge- 



1) C. Chriitianaen Wied. Ann. 81, M4— 869. 1884. 
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womiettm StnUUutigsmettgcn, folgt fOr du Vorhaltnis der Energie der 
Tier Flächen in enfter^Annähemiig: 

wenn mit « ilas iümissionsvprniögt'n dpr I/ocher, mit n das Ahsorptions- 
vennögen des Silbers bezeichnet und da^ Absorptionsvermögeu des 
«shwuMii KSipeni gleich Eine geeetst wird. iDer Yemiclk aber eigab 
für dieeelben FlSeheo das StrfthlongBTerliillme: 

: IT, : TV, : H^, = 1 : 2,05 : 8,7 : 2,06, 

sodafs die Bt'deutung der Oberflachenfornien sehr deatUch heraUflqpiingt 
und wifaerdem das interessante Besoltat folgt: 

.Setxt man aiicb nooh das EraissionsTermSgen des schwarten Körpers 

hei der BeobachtungHtemperahir (gleich Eins, so saf^t diese Gleichung 
aus, dai°8 c/a< Emissionsvermögen dfr Ixirher ynnf qröfsi-^r nfs das der 
dienen Hächc ist. Für das Absorptionsvermögen des Silbers erhielt 
Cbristiansen a =^ 0,039, aodais das Emissionsvermögen der Löcher 

«*-l,04 

wird und C brist iantan mit eisigem Recht folgert: JUa» Mkt obo, 
dafs sie als Meine wßkommen schwarze Flerl-en teirkm.** 

Abgesehen von der wichtigen Thatsache, dafs hier znm ersten 
Male der Weg mr Verwirklichung der schwaracn Strahlung gezeigt 
worden ist, scheint mir daa Resultat widitig. dafs in praxi schon ko- 
ni'^che Hohlräume die schwarze Strablune liefern, welche nach Kirch- 
iiofl.'? Folfreruug nur in vollkoiuuten f/tsrhiossrnm Hohlräumen besteht. 

Aber auch Christiansen scheint mit der K i rchho f fachen Hohi- 
raomtheorie nicht vertraut gewesen zu sein, da er weder diese als £r- 
klärang IBr eeliKi ReeoHate heiaiizielit, nocb den Namen Kirehhoffe 
aberbanpt «nriboi Eb beatatigi sich somit auch hier, daft man bei 
dem nngeheoien Reichtmn, welchen der Kirchhof fache Sali Übr die 
Spektraianaljae nnd die Kematnia der Geatiiiie mit sich brachte, die 
wiehtigeu aMünngatheoratiachen Fdlgemngen Kirehhoffa ans «einem 
Gesetze fast gar nicht beachtete. 

b) Um so überraschender wirkt es, dab onmittelbar darauf Bolta^ 
mann sogar die wichtige praktisdie Konsequenz der Hohlraumtbeorie 
Kirchhoffs zieht, welche zur Realisierung der schwarzen Strahlung 
führt In seiner Arbeit'^: „Über eine von Mm. BartoU eaideckte Be^ 

1) L. Boltsmaaa, Wied. Ann. SS, 91 a. 9. 1S84. 
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ziehtmg der Wnrmr.>ifrahhinff sttni ~>rr!fnt HnuptnaW* strfut "Rolt/tnHnn 
j^f'legpntlich niittoii in din mmierische Berechnung jener Beziehung 
folgende interesbante Hrmerkung ein: 

„Ich bemerke hier gelegentlich, dafs ich schon längere Zeit die 
experimentelle Unteisiu iiung der \\ iinuestrahlen teils im ganzen, teila 
zum Zwecke spektraler Zerlegung hogami, indem ich die Strahlung 
eine« rii^ mit gleichtemperierlen Wandem umgebenen BanmeB ans 
einem Udnen Loche od«r Spalte dieser Winde fttr die eines schmonEeiL 
Korpen aubstitoierte, ein PHmsip henntzend, welehee nnlingst Chris- 
tiansen xnr Erkfinmg der sürkeoren Strshlnng geritster HetaUe an- 
wandte. Diin h Vergleichnng mit der Strahlung ebener Körper könnte 
dann auch deren Emissionsyermögen bestimmt werden." 

In dieser Arbeit geht BoUzmann von der Bartolischen Her- 
leitung ans. dafs die AVärmestrahlen bei der Bestrahlung einen Dn(rk 
auf den Körper ausüben. Mit Hilfe eines Kreisprozesses wird sodann 
eine nrnnerische Beziehung zwischen dem Atherdruck und der Wärme- 
strühlung aa spiegelnden Hoblraiim l)erechnet und durch Übertragung 
des Stefan sehen Ge.setzes auf diese „schwarze" Strahlung die Grülke 
des Äi^erdrucks abgeleitet £s ist dies die numerische Beziehung, 
wslohe Bo Itamann knn nachher in seiner oben exoerpiertsn Arbeit: 
f^UeUm»^ des StefansGhen GtsäetSf härmend die WärmatnMunff van 
dar Temperaktr am der dehbrmaghdiaiAeiit lAtMOneori^ T«rw«idet, nm 
das Stefanache Qeseis als daqenige der sehwarsen StraUnng au er- 
weisen. 

In dieser viel gelesenen und berühmt gewordenen Arbeit spricht 
aber Bo Hamann weder von «einer Absicht, experimentelle Strahlungs- 
messimgen ausführen zu wollen, noch wiederholt er auch nur mit 
einem Wort jenen Vorschlag, die sehwarr.e Btrahltnig durch einen 
gleichtenijjcrierten Hohlraum mit einer Öühuug zu realisieren. Nur so 
koimte diese Idee in Vergessenheit geraten, zumal Boltzniann nach 
seiner eigenen Aussage die begonnenen Ex[)erimente wegen der experi- 
menteilen Schwierigkeiten nicht durchgeführt hat. Es dürfte inter- 
essieren, dafs sogar Boltamann selber es vergessen hatte, seine Idee 
pnbliaieit an haben, wie fiberhaupt damsk ollenbar kein Intarssse fttr 
die schwarae Strahlung yorhaaden war, insofiBm auch die Beferate in 
den Fortschritten der Physik und den Beibl&ttem nichts toxi Bolta- 
manns Vorschlag enthalten. 

l/l^Uirend aber diese wichtigen Bausteine Ton den Eiqwirimentatoren 
unbenutat am Boden liegen gelassen wurden, trug Boltzmanns Theorie 
noch reiche Frttohte, zu denen vor allem die von W. Wien fttr die 
nuucmale Energie der schwarzen Strahlung im Spektrum al^eiteten 
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Oewfae gehören. Anf diu Herleitung dieaar GaMAze und Qae esperi- 

mentelle Bestatigimg kommen wir später ausfülirlich zurück. 

c) Wie schon erwähnt, datiert die experiiuenteUe Messung der 
•ehwanen Strahlung erst von dem Zeitpunkt, da W. Wien und ich 
von neuem die Verwirklicliuug schwarzer strahlender und ahsorhirrrmlrr 
Körper in Gestalt gleielitemperierter Hohlräume vorschlugen.') Durch 
die Erfahrung hatten wir erkannt, dafs der Verwendung von Platin- 
bleciieu, die mit Metall« ixy den überzogen sind, vorerst rein technische 
Uindemisse im Wege stehen. Die Überzüge sind nicht gleichniiilsig 
herzustellen imd verdauipt'eu m hoher Temperatur. Glüht man sie 
elektrisch, so grenzen info^ nngleielimäisigen übanugM bedmtenda 
TempcvntardüfennMa an einaDdar» die sktHonät neben emander beatelwn 
bleibML Beatreicht man s. B. ein Uaakes Platmblecli auf einer Seite 
mit einer ftneiftaten Snbakans, ao iat die Rflckaeite der beatriebenen 
Stelle atata dunkler ala ihre Umgebung, wahrend die Lanohtikraft der 
bestrichenen Stelle bei geringer Anadehniuig aogar heller TOm glühenden 
Platin sich abhebl^ trotz ihrer niedrigeren Temperatur. Aufserdem be- 
reitet die Temperaturbestimmung eines solchen elektrisch geglühten 
Bleches sehr grofse Schwierigkeiten. Auch sind, wie erwähnt, die 
Metalloiyde weit entfernt, wie der schwarze K'r»rper zu strahlen, wälirend 
Hufs oder Platinmonr in höheren Temperaturen ihre Eigensciiaften 
ändern und Glas schon Uei niederen Temperaturen scluiulzt. Das reine 
Platin ist aber selbst im geschmobicnen Zustand ein vollkommener 
Spiegel, ähnlich dem Quecksilber. Gerade difine Eigeuschai't zu spiegeln 
fBhrt nnn dazu, die Körper zu adiwaraen sa machen, wenn man za 
ihrer Eigenatrahlnng noch firemde ^boigte^ Strablnng fügt, indem 
man aie doreh andere ^übende K^brper beatrablen IftfaL 

Ea laaaen sich leicht die Bedingungen ableiten, nnter denen ein 
hdubiger E5iper die i^wane Strablnng aoasendei 

Ffir ondnrehaiGbtige Körper, wie Platin, gilt swiacben Abaorptiona- 
and BeflezionaTennOgen die Beaiebnng: 

sodafs das Kirchhot'fsche Gesetz die Form annimmt: 

e = E-\-eR, 

alle GröDsen bezogen auf die gleiche Wellenlänge und Temperatur. In 
dieser Form lautet das Gesetz also: Die Emissiofi des schioarzm Körpers 

ist (jUlf Ji der Fmi^gim eftiPs hdidngm Korpers, vermehrt um den Bruch- 
teil der schworzen ßtraldut^ff welcher von dem heUreffenden Körper 

1) W. Wien md O* Lnmmer, Wied. Ann. ttl-^Aea. IBM. 
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refiMert wird. Hur wenn 1{ « 0 is^ wird auch e<^E, Ii wie beim 
bUuümi Flatin, JR eehr grofe, das AbeorpiioAiBvemiögen A aleo sehr 
Uein [nieht zu verwecliBebi mit dem Abeorptionsindex oder Absorptiona- 
koeCBaienten, welcher im Gegenteil fttr jedes Metall sehr grob ist], 
80 muls auch die »erborgte" Strahliingpnnengc (eli) sehr werden, 
damit die Platin Strahlung der schwarzpn j?leich wird. Berechnet man 
7. R. die gegenseitipfe Znsta^lung zweier Platinblrche, so findet man, 
daTs sie sich wie zwei schwarze bestrahlen, wenn beide Bleche die 
gleiche Temperatur haben imd einander entweder unendlich nahe sind 
oder bei endlicher Entfernung genügend grolse Ausdehnung haben. ^) 
Man gelangt also auch hierdurch zu dem Resultat, welches Kirchhoff 
güuz allgemein in seiner UlieoTie dea HoUfaume mit gleichtcmperierten 
Winden aasgeeproehen bat. 

Nack einer Ton Kirebboff am seinem Gesetse gezogenen Folgemng 
stellt eieb nämlieb im Ihneni einee jeden von gleichtemperiertMi, ftbr%ene 
hdii^igm ESrpem umgebenen Banmee eine solche Dichtigkeit der Ilnergie 
der Strsblimg her» als ob diese Körper vollkommen schwarz waren. Man 
hat also die sogenannte Strahlung eines scbwaisen Körpers als den 
Zustand des W:irTrif>tr]oicligewichts aufzofsseen, weshalb Herr Wien 
vorgeschlagen hat, die Stralilung eines schwarzen KorjUTS überhaupt 

„Zustand iks Wärtnef/f ir h(/etcic}Us" zu definieren.') Diese strengere 
Detinition wird auch gerechtfertigt durch die lT})erlegung, dal's es 
Körper, die in Luft sich wie schwarze Körper verhalten, praktisch 
nicht geben kann, weil jeder Körper Dispersion zeigen muTs, also nicht 
f&r alle Farben denselben Brechnngaindex haben kann. 

Um die! acbwane Strahlnng dem Experiment mi^uiglidi au 
madien, muTa man notwendig in den gleichtemperierten Hohlranm eine 
(yffining raacheny dnreh welche die Strahlung nach aufsen gelangt 

Von dieser Öffnung erhält die innere Oberfläche keine Strahlung^ 
und hierdurch wird eine Abweichung vom Z<istande des Wännegleich- 
gewichts bedn^crt Df ?i Grad der Abweichuiif^ berechnet man am besten 
durch AufViu hiiiii^ der Strahlung, die von einem ins Imiore irelHugrenden 
ÖtrahierilMiri(l( 1 wieder uacdi aufsen reflektiert wird.^) Nach dem Kirch- 
hoff schca >)iitz ergiebt sich hieraus dann auch die Emission des ITohlraums. 

Durch Umkehruug des ausgesprochenen Prinzips gelaugLeu wir 
ohne weitena auch aur Terwitldicibung stkteamer <Aaoriierender Bolo- 

1) NrdinrcB äehe 0. Lmnmer, Natorwinenach. Bmdiöbaa 11, No. T 

und 8. i%m. 

2) W. Wieu, Wied. Ann. o2, 183. 18»4. 

3) W. Wien and 0. Lammer a. a. 0. 
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niot«r. T)h PS «her srliwf^r ist, voilkommeüe Hohlräume au« diinneni 
Blech vou 1/1000 luiu llieke herzust*'llen. wie es Kurl bäum und ich 
zu lULseren Bolometern ^) verweiuitn, und da auch die Euiptindiichkeit 
w^en des geringen Widerstaud^ darunter leiden würde, so wendet mau 
hier Tort«Qiafler spiegelnde Htilen msl Denn nick KiTchboff stellt 
ntsk nicht nur im gleichtemperierteD, sondern aneh im wUkommen 
spingMkn HohlrMun die schwane Strahlung her. Mag die spiegelnde 
HtUle aber genfigen, nm die mit stark absorhierendeo Sabstaiuem wie 
Rais nnd Platinmoor belegten Bolometerstraifen nodi absorbierender 
emebeiuen zu lasBcn^, ZOT Ereeugung der schwarzen SfnMungsemrgkt 
somal bei hohen Temperaturen, ist die spiegelnde Hülle zu yerwerfem. 
Hier verdient der gleichtemperierte Hohlraum entschieden den Vorzog, 
und es kann der von Paschen verwendete elektrisch geglühte riatinstreif 
im spiegelnden Hohlrniim nicht als schwarzer Körper wigesehen werden. 

d) Auf sehr ongineilem \V»'g kam gleichzeitig mit uns fcJt. John^) 
XU der Verwirklichung der schwaraen Straiiiung, als er die Strah- 
iuugsei genschalten der im Auerstrumpf enthaltenen Erden untersuchte. 
St. Juhn brachte in einem Chamotteofen blanke und geschwärzte 
Platinbieclie aar Wnü^^ und liefe deren Strahlung doieh eiiHi öff- 
nnng des Ofens ansbreten. Die aoTsen sehr verschieden emittiemideB 
Snbstansen enehieaen im Ofen dem Auge von so nahe gleicher Hellig' 
keity dab St John an&ngs glaubte, es seien die Oxyde abgefidlen. 
Als durch Einflihnuig eines pdUäUten Eisenrohres die Eeflexe dar Ofen* 
Yraade des glühenden Heizraunies abgeblendet wurden, erschienen die 
Helligkeitsunterschiede wieder wie aufserhalb des Ofens. Die John« 
sdieu Versuclie z^^igen also aufscr der Wirkung des gleichtemperierten 
Hohlraums, dals din hcdcutcndc Strahlung der Substanzen im Auer- 
strumpt nicht emer Luaimiszenzwirkung /,u vt rihmken, sondern eine Folge 
reiner Teniperaturntrahlnnü ist. Um di.'Sf Krage exakt zu entscheiden 
und die Ahweicliungeii huiiinis7.icren(i('r Korjjer vom Kirchhoff sehen 
Gesetz experimentell festzustellen, hatten auch Wien und ich a. a. O. 
Torgeschlagen, einen gleichtempeherten Hohlraum innen mit den be- 
tredbnden Substanzen an belegen und die Strahlong mit der des 
schwanen ni rergleich«!. 

Im Gegenaats zn St John schiebt Bnnte^) die enorme Strahlung 
der seltetten Eiden anf eine JcaUtäig^nin^ Wirkong, infolge deren den 

1) 0. Lämmer und F. Kurlbauni, Wi*.(l. Ann. 4«, 204 -224. 18<!2. 
8> über die Ausführung vergl. F. I'aucben, Wied. Ann. «0, 72«, 1897 und 
0. Lämmer oad B. Pringahetm, Wied. Ann. S97, 1997. 
8)Cfc,E Saint-John, Wied. Ann. 56, 433— l.-iO, 1896. 
4) Bunte, Verfadlgn. d. Devtsdi. Chem. Qm. Berlin 1899. 
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feinsten Teilchen eine bohere Tempertlw «iteiH wird, als sie die 
Bmnianflamme besitet Und bei dw esperimoiteUeii Prdfüiqf der Stnb- 
lang der ▼emehiedeiien Erden findet Bnnte fhaMchlieh, dafi» die im 
Anerlidtt stark- und achwsehlenelitenden Miadiiingen sßMes Strah- 
lungsrermdgen haben. Da Bunte diese Snbetanxen aber in einem 
langen, elektriscli geheizten Kohlerohr glüht, so sind seine Versuche 
nicht beweiskräftig; vielmehr begeht er hier denselben Trugschlufs wie 
seinerzeit Draper (vergi. d. Z. S. I S. 82) und hat wie dieser durch das 
^fiindenc Resultfit lediglich die Kirebhoffsche Theorie Yom ^eidi* 
temperierten Hoiilraum besi'ltigt. 

So sehen wir anch an difSPin B^'ispielf, (hil's erst die Kenntnis des 
schwarzen Körpers und seiner \ i i wu klichuug /.xx einwandsti'eien iiesul- 
iaten auf dem Qebiete der Strahlung führen konnte. 

(l'ortaotzung folgi) 
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flb«r dli Bedeutung elekMselier Methoden und Theorien 

fflr die Chemie. 

Von W. Nebnst in GdiAingen. 

Tortnig*), gehalten tm Vt. a«ptegnber I9ui »uf der 78. NfttwfondMrverMUDinliiiig 

sn Hambnzg. 

Wenn in der uichaidichai SpnMdte der Atomietik die Chemie ah 
die WisMOBcluifk Yon der HUdvi^; der Moleküle ftberbaapt aas den 

Atomen und Ton ihrem Zerfiül in die Atome bey« i 1 t werden kann, 
so beschäftigt sich die ElehirocJicmie mit dem Werden und Veigdieii 
elektrisch geladener Moleküle, die man nach Faradaj kurzweg als 
Ion<»n hezeirlinet. Da nun in zahlreichnn rlK'mischen Hcaktionf^n die 
Ionen eine bereits klar erkannte Rolle s|iieieii und da in ri eleu anderen 
ihre Mitwirkung, wenn auch noch uieht sicher, 8(» doch wahrscheinlich 
ist, so sprmgt die Hedentung der KJektrizitatslehre iiuch für die reine 
Chemie, nicht nur für die Elektrochemie, in die Augen; alle elektrischen 
experimentelleu Methoden und alle theoretischen Erwägungen aus der 
Elektriiitatelelire, die auf die Ionen Anwendung finden, sind der Chemie 
bereite von Nutoen oder können ee werden. 

Nun iet es eine wichtige Erfthrnngethateache, daTa gerade dae 
Wasser sahireiche gddete Stoffe in Ionen zu apalteu Termag; dadurch 
ist dies LBeongamittel fllr die Elektrochemie nicht nur* sondein für 
die Chemie überhaupt Ton der aUeigr51sten Bedeutimg. Es ist übrigena 
kaum daran zu zweifeln, dafs auch die fundamentale Rolle des Wassera 
im tierischen und pflanzlichen Organismns auf verwandte Ursachen 
zuröckznftihren ist. Wahrscheinlich hängt das eip^enartige Verhalten 
des WaKsers mit seiner hohen Dielektrizitiitskonstante zusammen, welche 
in der That diesem Lr)8nngsTnittc! eine ganz besondere Stellung zuerteilt. 
Jedenfalls ist es von vornherein klar, dals in den experimentellen 

1) Dm Folgende ist ein Auszug aus den Vortrag, den Heir W. Nernst am 
S7. IX. 1901 auf der TS. yatnrfofeherrewammltiiig so Hambivf gehalten hat Der 
voUsUtaidige Vortrag ist bei Vaitdeahoe«^ und Ruprecht, OOttingen, er^^rhinneii. 

£ecL 
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Methoden der Elekirocliemie die wSsserigen Losungen die ▼idaeiti^rtm 
and bequemsten VenachBobjelrte sind. 

Wenn wir also nuimdir dam übergehen wollen, die wiehtigslen 
dekiriaehflii Methoden der Chemie kunt m eharakterisieren, so wüsai 
wir bereits, dafs es sieh hierbei immer um Ionen handefai wird. Bei 
der Behandlung dieser Frage ergab «ioh nun das Ton Tomherem an- 
sehauliobe Resultat, dai's bei der Untersndiung der Ionen alle Methoden 
anwendbar sind, die Uber den Bau der geT^öbnlichen elektrisch neutralen 
Moleküle uns zu unterrichten sich eignen; man kami Moleknlargewichts- 
bestimnuingen und Kdiistitntioiisbestimmungen au den loiif n ixenaii so 
ausfuhren, wie an den gewöhn liehen Molekülen. Dazu aber treten als 
neu und eigenartig (liejenigcii MethodtMi hinzu , welche sich an die 
elektrische Ladung der Ionen wenden, uud dieses sind eben die 
elektrischen Methoden der Chemie. Ich glaube, dufs der vorstehende 
einiaehe Sets die voUstandige Systematik der etekferodienrndien 
FmsehmigBmelihode enthSlt. 

Wenn wir also a. B. ein Sals in Triwseriger Ldsnng untersnehen 
wollen, so werden wir sunSchst dnrch Anwendung der ran t*Hoff- 
Avogadroschen Regel das Molekulargewicht bestimmen können; hier- 
durch allein werden wir in vielen flUlen, wie Arrhenins, der Be- 
gründer der modernen Anschauung Uber die elektroljtische Dissoziation, 
zuerst gezeigt hat, über Menge und Art der Tonen, in w^ilche das 
Salz zerfallen ist, Auskautl erhalten, Ue'^nn lors wenn wir damit das 
Heranziehen eheniiselier Analogien verbinden; in den meisten Fällen 
sind ja, wie Hittori" schon in seinen klassischen Arbeiten nachwies, 
die chemischen Radikale mit den Ionen identisch, und über die Natur 
dieser Radikale giebt das allgemeine chemische Verhalten des Salzes 
in der Regel hinreichenden AnfaehhilB. Wie schon b«atier1ct, stehen 
nna ftber auch speaifiach dekfarisehe Methoden rar Verfügung, und 
indem wir einerseits von der 'Eluitsaohe Gebranch machen^ dafs die 
Ionen nnter dem Einfiufs elektriseher Erifte an wandern Twmdgeiii 
nnd dafe andererseits die dektromotorisehe Kraft zwischen Metall nnd 
dtt" Lösung doreh Kator und Menge der Ionen bestimmt wird, gewinnen 
sowohl Messungen der elektrischen Leitfähigkeit wie solche der elektro- 
motorischen Kraft ihre Bedeatoi^ anoh f&r die rein ehesnisehe 
Forsclnnig. 

Dank den Arbeiten von Friedrich Kohlrausch ist die Be- 
stimmung der Leitlahigkeit von Lösungen zu einem hohen Grade von 
Einfacliheit nnd Sielierlieit gebracht worden. Ein kleines luduktorium, 
eine WUeatstouesche Brücke, ein Widurstandskasten, ein Telephon 
und ein mit Ül^troden versehenes Glasgctafs bilden das ganze phyd- 
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kaliaohe BUsbeug, dessen man zur Bestimmung der Leitfähigkeit 
bedart Einen nra&nendeii Überbliek Aber die Anwendnngen dieser 
MeCbode fttr die Chemie sn geben ist hieEr niebt der Ort; aber an 
einem Beispiele, das durch die Arbeiten von Ostwald herTorragende 
Wiehti^eit gewonnen bat, mochte ich wenigstens ihr Wesen ver^ 
ansdiaalichen. 

Dafs in wüaseriger Lösung die versiliiedenen Sauren sehr ver- 
schiedene Starke besitzen, ist eine längst bekannte cheniisclif Tlmt- 
sache; ihre wissenscbaftlichr Foriiiulierun^ iT^^lanj? jetloch »rst in 
neuerer Zeit mit Hilfe der louentheori'' und der liPhrr der clieniischen 
Massenwirkuiig. Allf Suuren lietV'm iiinnlir'b, in Wasspi- aufgelöst, eine 
mehr oder minder grulse Menge der pi.-itiv ^eladeueu Wasserstoff ioueii; 
die allen Siiurt'ii gemeinschaftlichen unti daiu r spezifisch sauren Reaktionen 
sind üim eben Ueaktiuneu des Wasserstoffions. Nach dem Gesetze 
der chemisch€Si IfassNiwirknng aber reagiert dne Molekülgattung, 
gleichgiltig ob elektrisch neutral oder geladen, um so energischer, je 
mdur Wasswstoffionen sie enÜüQt, Da man nnn mit Hillb der dek- 
tnsdien Leitfihigkeit am ein&chsten und genauesten die Hei^e der 
Wasserstoffionoi einer in Wasser gelösten S&ore ermitteln kann, so 
erkennen wir, wie die Messung der eldctrischen Leitfähigkeit ims über 
die Starke einer Säure und somit über die wichtigste Seite ihres 
chemischen Verhaltens Aufschlul's giebt. 

In komplizierteren Fallen, besonders bei drr Untersuchung der 
sogenannten komplexen Salze, tritt der Lriträliigkoitsmeasung die 
Untersuchung der lonenwanderung er^Lnzcm! an die Seite: indem mau die 
zu imtersuchende Lösung elektrolysiert und die mit Versckiebimg der 
Ionen vt rbnndeneu Konzentrati onsändenmgen an den Elektroden be- 
stimmt, läfst sich die Frage entscheiden, ob ein Element oder Radikal 
mit dem Strome oder dem Strome entgegen wandert; im wsteren FIsUe 
befindet es sich in einem positiven, im zweiten Fslle in einem negativen 
Ion. Bereits Hittorf aeigte bei seinen grundlegenden Messungen der 
ÜberKihrungssahlen, dsJb auf diesem Wege häufig die FVage leidit 
entschieden werden kann, ob man ein tjpisches oder ein sogenanntes 
komplexes Salz vor sich hat. 

Während die Leitfähigkeit einer Lösung durch die Summe der 
Leitfähigkeiten aller darin vorhandenen Ionen bedingt wird, nnd somit, 
besonders in komplizierten Fällen, in d^'nen eine ^Tt^fsere Anwibl ver- 
schiedener Ionen in der Lösung vorbanden ii^t , die Dentung der Ver- 
suchsei^cbnisse nicht ganz einiaeb wird^ liefert dif Bestiinuning der 
elektroniotorisclien Kraft die Menge v(»n einer ganz bestimmten louen- 
art, weil die Spannung der Elektroden aufser von ihrer eigenen Be- 
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idiaff«ii]ieit in wSsBerigeii L9«imgeii nur nocli von der KonMattration 
der lonenart abhSngt, welche die betrefifende Elektrode in die LOsmig 

entsendet. Der Apparat, der für die Ausführung dieser Messung^ 
arfoidmrlich ist, bietet in seiner Handhabung eben&Us, wie bü der 
Messung der Lcitialngkeit, keine besonderen Schwierigkeiten; ein 
empfiuf^luhes (ialvanometer oder Elektrometer, ein Normale! ement und 
ein Widerskindskasten sind in den meisten Fällen zur Aasfuhnuig 
der Messung voli kommen ausreichend. 

Bestimmen wir also die elektromotorische Kraft eines Silberdrahtes 
gegen eine Lösung^ so vermag diese Messung uns AufschluIiB zu geben 
fiber die Mei^ der Süberionen, die in der Lösnng Torkandeii sind, 
und «war liegt es in dar Natur der Fonnel, weldie die elelitromottnieehe 
Kraft und die Konaentration der Silbeiionen Terbindety da& die pro- 
aentiflche Qenaingkeit nnabhangig TOn der Menge d«r in der LSmg 
Torbandenen Silberionen isi Man ist daher in der Lage^ EoBMiEbralionen 
von einer Eleinbeit noch relativ sicher zu bestimmen, wie sie wohl 
auf keinem anderen Wege, z. B. auch nicht dundi die Hilfsmittel der 
Spektralanalyse anter den gttnstigeten Bedingangen^ gemesaen werden 
kSnnen. 

Auch hier mufs ieh nii<h darauf bpHfbriinkeu, au einem Beispiele 
die Anwendbarkeit dies r Methode zu erläutern. Das Wasser ist in 
reinem Zustande eu\ iaht völliger Nichtleiter der Elektrizität; es ist 
mit andern Worten nur zu einem äulserst kleinen Bruchteüe in »eine 
Ionen, das Wasserstoffion und das Uydroxjlion, zerfallen. Da von 
dieaen lonanattoi daa eine fBr die SSuren, das andere IQr die Basen 
iTpiach ial^ so iat daa Wasser gleidiaeitig sanier and baaisoher Nator, 
d.b. es ist {^eicbieitig eine achwache Sftore und eine schwadie Baaia. 
FOr aahlreiebe chemische Reaktionen dea Waasen war es nun Ton 
Wichtigkeit, die Stärke der sanren und der baaiaohen Funktionen des 
Wassers kennen zu lernen, und es mullsten zu diesem Zwecke die sehr 
kleinen Mengen yon Wasserstoifionen beatinimt werden, die in einer 
neutralen oder besser alkalischen Lösung vorhanden sind. Ostwald 
und Arrhenius lösten gleicli^'^itiiT und >i?)ab)umgig diese Aufgabe, 
bidem sio die elektromotorische ivratt einer mit Wa.><serstoff beladenen 
Platmcicktrode, die lediglieh von der Konzentration der VVasijerstoffionen 
abhängt, bestimmten uiid daraus die gebuelite aulserordentüch kleine 
Kouzeutrutiou der Wasserstoffionen ermittelten. 

Die bisher besprochenen elektrischen Methoden sind gleichsam 
Sonden, die der Forscher an cfaemiache Yerbindungen anzulegen und 
mit Hilfe da«n er sie aoansagen abantasten Tetmag. Die Elektriaitat 
giebt aber aaeh Ifittel an die Baiad, durdi die man, wie mit einem 
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sdufffen Werkzeuge, die ehmiiadieii Verbindungen zerschneiden kann; 
dieses Hilfsmittel ist das erste, das die elektrochemische Fonchong 
erbracht hat, nämlich die Elekfcroljse. Veimöge der elektrolysierenden 
Kraft des galvaiiischeii Stromes ist man ja imstande, auch die festesten 
Verb in dangen mit Leichtigkeit in ihre einlacheren Bestandteile auf- 
zulösen. 

Der Mechanismus der Elektr lyse ist überaus einfach und durch* 
sichtig; ein Strom, der einen Elektrolyten durchfliefst, führt die positiven 
Ionen zur einen, die negatiiren Ionen zur anderen Elektrode, und zwar 
findet dieae Wandenmg der Ionen, wie schon olwn aiiBeinandurgeset?:t, 
unter dem Einflnfa de« elektriaelMn Zngea statte da von den «ntgegeu- 
geeetst geladenen Elektroden auf die Ionen anagettlit wird. Bei hin- 
xeieliend ataiker Ladung der Elekfarodeii) d. h. bei hinreichender 
dektMunotoriaeher Kraft dee elektrolysierenden Stromes, gelangen die 
Ionen an beiden Elektroden zur Abscheidung; indem sie an die Eilek- 
troden ihre elekfcriache Ladung abgeben, gehen sie in gewöhnliche, 
d. h. elektrisch neutrale Moleküle über, welche dem elektrischen 
Zuge nioht mehr unterliegen und demgemäfs entweichen können. 
Der eigentlicli primäre Vnrtraiivr in der Klfktrolyse ist also nichts 
anderes, als der llhergang elektrisch gcUuimcr Ionen in elektrisch 
neutrale MolekiÜarteu , imd die Arbeit, welche der Strom hei der 
Elektrolyse zu leisten hat, besteht also in erster Linie darin, den 
Ionen ihre elektrischen Ladungen zu entreüsen, und xwar gleichzeitig 
den positiven Ionen ihre poiitiTe Elektxiiitat an der einen, den 
negativen Ionen ihre negativa Elektrijdttt an der andern Elektrode. 
Diese Arbeit ist nun aber un ao grSlber, je höher die an den 
Elektroden wirkende elektromotorische Kraft ist, nnd da wir letstere 
bei geeigneter Versuchsanordnung beliebig zu steigeni imstande sind, 
so erkennen wir, dals kein Ion seine Ladung so stark zu binden ver- 
mag, dafa wir nicht durch hinreichend starken elektrischen Zug sie 
den Ionen zu entziehen imstande waren. Mit Hille des Stromes können 
wir dementsprechend die stärksten chemischen Kräfte überwältigen. 

Während bei der Elektrolyse der galvanische Strom chemische 
Verwandtschaften löst, wird bei dem nmgekehrten Phänomen, der 
galvanischen Stromerzeugung, chemische Energie m elektrische um- 
gesetzt Auch der Mechanismus dieser Vorgänge ist mit Hilfe der 
lonenilieorie nnd der Theorie des osmotisdiflii Dnickes in nenmr Ztt% 
wie ich glaube, klargestellt worden. Die AnflSsung des Zinks a. B. in 
einem gvdvaniscfaen Elemente ist im Friniq» Shnlich der Anfldsnng 
irgend einer beliebigen Snbstani in einem L6snn|pnmttel; das Eigen- 
tOmÜche^ was bei der AnfUtaiiag des Zinks noch hinznkommt, besteht 
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lediglich darin, dafs hier, wie bei den Metallen überhaupt, nicht elek- 
trisch neutrale Moleküle in Lösung gehen, sondern dafs es sich dabei 
um Ionen handelt. Dadurch aber ist notwendig mit der Auflösung 
des Zinks eine elektrische Verseliiebung verbunden, die unter geeigneten 
Versuchsbediugungeu als geschlossener galvaniacher Strom in Er- 
scheinung tritt. 

Aber auch wenn man ohne besondere Yorkehnmg Zink oder ein 
Metall in %iimi lost, ist damit ein elektrisdier Vorgang untrambar 
Terbandfln; von dem Zink irorden Zinkionen in die Sftnre entsandt, 
wahrend i^eicfamitig die chemisch und somit auch elektrisdi SqniTalente 
Menge Ton Wasseratoffionen mngekehrt ans der LSsnng zum Zink 
abertritty um nach Abgabe der Ladung als elektrisch neutraler Waseev^ 
stoflf za entweichen. Genau so, wie ^r die Elek^oIyRe die Spannungs- 
differenz an den Elektroden mafsgebend ist, wird auch dieser chemische 
Prozcfs, wie in zahlreichen neueren Arbeiten gezeigt wurde, aus- 
schliel'slich durch die elektrische Potentialdifferens zwischen Metall und 
Lösung bestimmt. 

Der primäre Vorgang bei der Auflosung eines Metalls unter 
Wasserstolfeutwicklung besteht also in der Abgabe der positiven Ladung 
des Waaserstoffiona an das betreffende Metall. Leiten wir etwa Chlor 
in die LSsnng cinsi Jodids, so wird gewdhnlidies Jod in Freiheit 
gesetit und das Ghlorioa tritt an die St^e des Jodions; anch hier 
besteht der cdi«nische Proadk also wesentlidi in dner Dislokation 
«ner elektnscheii Ladung und xwar handelt es sich bei diesem Beispiele 
um dno negative Ladung. Nach aufsen verrät sich, wie es in der 
Natur dieser Erscheinung liegt, die elektrische Natur dieser Prozesse 
nicht weiter; elektrostatische Ladungen oder galvanische Stamme treten 
dabei nicht tinl'. Wohl aber lälöt sich die Richtung, in der solche 
chemischen Umsetzungen stattfinden müssen, aus den lonenpotsntialen 
ableiten. 

8chün daraus, dafs das Phänomen dvr Kiektrolyse in der Spaltung 
selbst der festesten chenu.sch(!n Vcrbindnugeji l)e8teht, wird es klar, dafs 
bei chemischen Verbindungen elektrische Kräfte eine wichtige liolle 
spiden; im einsdneu haben wir fiberdies soeben gesehen, dai's bei 
Tuanchan ehamischew Fh»aessen der primäre Vorgang in einer Dis* 
lokation elektrischer Ladungen besteht Damit tritt d«m zugleich die 
Frage an uns heran, ob nicht etwa die chemischen Eralla fiberhaupt 
elekAriseher Natur sind. 

Ehe wir darüber Betrachtungen anstellen, inwieweit die Forschung 
in das äufserst hypothetische Gebiet der Natur der chemischen Affinitat 
zur Zeit vorgedrungm ist, möchte ich kurz noch darauf eing^i^ wie 
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die chAiiuiche Affinität gemewen Verden kann. Wenn swei SulwUnMn 
bei ihrer Berflhnuig in raeche chemiflche WechMlwirkong za treten 
TermSgen, so sagt man in der B^el, dafs sie eine grobe chemiacbe 
Affinit&t beeitaen; dies ist einwandafirei, aber keineswegs die TTmkebmi^^ 
dieses Salaes, dals namlieb Substamen, die sieb aneb bei usaugster 
Berfihrung gegen einander indifferent ▼^rhritwiy keine Äffinitöt l>ositzea. 
Der Verlaaf eines chemischen Proaseeses ist zwar proportionAi der 
wirkenden ehemischen Kraft, aher er hängt anfserdero auch noch von 
der Grofse der Widerstande ab, die im bctrcfFcndeii Fall 7ai über- 
winden sind. Aurh sehr grofser chcmi.sclu'r Afünitiit kann <!io 
Reaktinns^psi'hwindigkcit verschwindend klein sein, wofür ein (iemeiige 
von Wasserstoö" nnd Sauerstoff ein Beispiel bildet; trotz der grofsen 
Affinität dieser KU'inente bleiben sie bei gewöhnlicher Temperatur so 
gut wie T(>llki>mmeu passiv, weil der zu überwindende chemische 
Widersland sehr grols ist G«ian wie du Intennttt eines galTsnisolien 
Stromes der wirkendem elektromotorieeben Kraft direkt nnd dem ent- 
g^enstebenden elekfariscben Widmtande indirekt proportional ist, so 
gilt fBr die rein ch«nisehen Prozesse ein analoges Gesetz: die Reakttona- 
gescbwindigkeit ist der dhemiseheo Ibaft oder der diemiseben Affinit&t 
direkt und dem chemischen Widerstünde indirekt proportional. In 
einem galvaniecben Elemente werden beide Gesetze, das Ohm sehe 
Grundgesetz der elektrischen Ströme uiul das rheniische Grundgesetz 
des Ueaktion««TprlaTifs. ideTitisrb. weil hier ipilvaniHcher und che- 
mischer Wider-^taiid xusammenliillen, die lleaktionsgeschwindi^keit nach 
Furadays Gesetz der Stromintönsitiit gleich wird und die Kraft der 
chemischen Attiiiität des stromliefernde n Prozesses in dem betrachteten 
gaWaniscLeii Ebnuenie einfach seine elektromotoriHche Kraft ist Ebenso 
aber wie das ühmsche Gesetz auch auf elektrische Ketten Anwendung 
findet, in denen keinerlei dkemisebe Prozesse sieb abspielen, wie bei 
den Dynamomaschinen oder den TbermosSnlen, so gilt das analoge 
ebemisebe Grundgeseta ancb bei Beaktionen, in denen, wie 2. R bM 
Verbrennm^fserscheinmigen, das Auftreten gidraniseher Str5me nieht 
nacbgewiesen und, wenn es sich lediglieb um die Einwirkung zwischen 
elektrischen Isolatoren handelt, geradezu ausgeschlossen ist. Immerhin 
weist die grofse Ähnlichkeit der beiden besprochenen Geeetae bereits 
auf eine Beziehimp^ zwischen chemischem l^ozeis und galTfliniscbem 
Strome (»der besser galvanischer Entladiing hin. 

Aus den vorstehenden i'})erlej^ingen er'^rluii wir I)ereit8, duf« dio 
Bestimmung der eiektrornotorischen Kraft eines galvanischen Elementes 
uns gleichzeitig die Gröfse der Altiiiitiit de.s betreffenden ström liefernden 

chemischen iVozesses liefert. Mau kann letztere GröCae aber auch auf 
AfohlT «»r ItathMiaMk «n« nqnlk. UL BMbo. IL 1) 
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xalilreiobni aadttraa Wegon «rmiitdiL; wie nebenbei bemerkt ni, liefert 
jede Methode, die zur Kenwtnie der mazimaloi Arbeitsleistimg einer 
chemischen Umsetzung oder, wie man es auch ausdrückt, zur Be- 
stimmung df»r damit verbundenen Änderung der freien Euergie führt, 

^gleichzeitig die chemische Affinität der betreffenden stofflichen Um- 
setzung. Die !\ressn!i<^' (!<^r olektromotorischen iLrat't ist aber die viel- 
seitigste und geuiineste Methode, und wir sehen also, wie auch hier 
wieder, wo es sich um die Messung einer der wichtigsten ( hemischen 
{iröi'seu handelt, euie rein elektriache Muthüde au der kSpitze steht. 

Hietorisch wäre Ober die Frage nach der Natur der chemischen 
Yerwttndtsdiaft etwa folgendes zu bemerken. Bei der BeMdUiltigxmg 
mit d«r aDOrgaauadien Chemie zeigte aicih in der Ziuammensetsang 
zahlreicher chemischer Verbindm^fen ein deutlicher DnaliBmoe; man 
konnte die Elemente nud Radikale in zwei Kategorien teilen, die 
positiven und die aegatiTon, mid man fand, dafs die poeitiTen, wie die 
negativen Radikale je untereinander meistens relativ schwierig reagieren, 
dals aber ein stark positives mit einem stark negativen Radikale sich 
stets glatt zu einer wohl charakterisierten chemischen Verbindung ver- 
einigt. Die Erkenntnis dieser Thatsache ist dir bleibende Inhalt der 
eiektroehemibchtsu Theorie von Berzelius; dala der grolse Begründer 
der analytischen Chemie dies Verhalten der Elemente dadurch zu er- 
klären suchte, dafs er die eine Kategorie als in freiem Zustande positiv, 
die andere als negativ geladen ansah, eine Annahme, die gegen die 
Elemente der ElddrizitätBlehre TenitSik^ ist im Chnmde eine imwesent- 
liehe Ziif^be zu seiner Theorie. Thatdchlich war es Berzelius auch 
wohl mehr danun zu thim, den von ihm so oft beobaditeten Dualismus 
in den chemischen Verbindungen durch die Anal<^e mit den beiden 
Elektrizittten anscihanlich zu machen, als eine streng physikalische 
Erl^oiing der Wirksamkeit chemischer Kräfte zu liefern. 

Nun entdeckte die aufblühende organische Chemie zahllose 
chemische Verbindungen, bei denen die einseitig dualistische Auf- 
fassungswcise vollkommen versaj^te, mid so entstand die, wie man 
sich kurz ausdrückt, unitarisclie Theori»' der Konstitutirm organischer 
Verbindungen, d. h. eme Vaieuztheorie, die sich um jenen JÜualisuius 
nicht kümmert. 

Gegenwärtig kauu man wuld sagen, dals eine rein umtarische Auf- 
fassungsweise der chemischen Verbindungen ebenso einseitig wäre, wie 
die rein dualistisdie AufiFassungsweise von Berzelius; wir müssen eben 
annehmen, daJb bei der Bildung chemischer Verbindungen sowohl ein- 
heitlich wirkende Kräfte zur Geltung kommen, wie es z.B. die von 
Jtfasse zu Masse wirkenden Newtonschen Attraktionskiifte sind, ab 
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ancli Kfifte polarer Natur tlültig Bind, wofOr die elektriBclien Kräfte 
das deuttidute Beiipiel liefern. 

Der von Berzelius erkannte Dualismus der elieinischen Ver- 
bindungen läfst sieh vom StaDdpimkte der ionentheorie sehr einfach 
folgendennalBen deuten. Diejenigen Elemente oder Radikale, welche 
ans chemischen VprhinduujfH« als positive Ionen abgespalten werden, 
bilden die eine Kiit»'gi>ri>': di^jVnii^fu, welche als negative lontMi auf- 
treten, bilden die auUere Kategorie der Elemente und Ra<lik.alt\ Es 
»lud aUn nicht dio freien Eleui»'iite oder Radikale elektrisch geladen, 
wie Berxulius amiuiim, sondern nach der Vereinigung von positiven 
und negativen Radikalen antareinand« Termag daa Mol^fll unier 
geeigneten Bedingungen sieh in Ionen an epalteni wobei dann die 
poeitiTen Radikale poaitiT, die negativen Radikale negatiT elektriech 
geladen find. Dieoe elektrieehe Spaltung offenbart eich am deutiidiaten 
durch elektrolytieche LeitfSbigkeit und die damit Terbundeiia fUiigkeiiy 
unter dem Einflüsse eines hinreichend starken elektrischen Zuges sich 
in die freien Radikale spalten zu lassen, gleichzeitig aber auch, worauf 
Hittorf auerst hinwies, in dem leichten chemiaehen Austausche eines 
positiven gegen ein anderes positives und eines negativen gegen ein 
anderes negatives Radikal, oder, mit anderen Worten, in der glatt<>n 
Bildung und gegenseitig»'n l niset/uug von JSalzen; Hittoit' drückte 
dies sehr prägnant durch den emtacheu iiaiz aus: „Elektroljte sind 
Salze." 

Berzelius uahiu, wie schon bemerkt, ieruer au, dals der Grad 
der Positirität oder Neguiivitüt, wenn ich mich kma so ausdrficken 
darf, durch die Starke der elektrischen Ladung bestimmt sei; seit 
Faraday weiis man im Gegenteil, dals die elektrische Ladung, die 
ein einwertiges I<m oder Radikal mit sich fOhrt^ ganz unaUiSngig Ton 
der Natur und demgemafii auch von der Starke dieses Radikales ist. 
Das äuJherst stark positive Kaliumion ist genau so stark elektrisok 
geladen, wie das sehr schwach positive Silberion, und das Gleiche gilt 
auch fÖr das äulserst stark negative Fluorion und das sehr schwach 
negative Jodiou. Nicht in der Gröfse der Ladung zeigt sich der Grad 
der Positivität oder Negativität, sondern in der Festigkeit, mit der 
diese Ladung gebunden wird. Dementsprechend kann, um bei den 
obigen Beispielen zu bleiben, Jodsilber bereits durch sehr geringe 
elektrontotorisf^he Kräfte in die freien Ekniento gespalten wenlen, 
während Fluorkaliuiu umgekehrt nur unter dem Euiilulü eines sehr 
starken elektrischen Zuges in die Bestandteile zerfallen kann. 

Der experimentelle Ausdruck der Thatsacfa^ dals die ▼erschieden- 
sten einwertigen positiven oder negativen Radikale gleich stark elektrisch 
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geladen sind, ist das Faradajsche elektroljtische Grundgesetz, wonaclk 
dit> jyleiche Strommenge ans den vfrsehiedensten Elektrolyton immer 
chemisch äquivalente Menj^en in i'reilieit setzt I>a imch alleni, was 
wir darüber \vi»i}«n, da.s enviihnte Gesetz mit grulstei ]!x;iktheit zutrüft, 
so kann die Thatsache, dala die verschiedenartigsten einwertigen Ionen 
die gleiche Elektrizitütsmeuge bmdeu, als siiher verbürgt gelten. 

Was cHe mehrwertigen Ionen aolangt, bo findet man, da£i die 
zweiwertigen Elemente oder Radikale genau duppelt ioyiel, die drei- 
wertigen genan dreimal aorid EleklariaitiiA binden, als die ein- 
wertigen Q. 8. w. 

Diese höchst merkwflrdigoi Thataachen lassen sich nnn ««ywa««^ 

einfach und anschaulich deuten, wie schon Helmholtz in seiner 
Faradaj-Bede (1881) angedeutet haL W«m wir an der stofflichen 
Nüfiir der Elektrizität festhalten, wozu man, wie Heim hol tx ebenda 
betoute, vollkommen berechtigt ist, — und ich glaube nicht, dafs sich 
seitdem hieran etwas geändert hat - . so sind die Ionen eine Art von 
chemischer Verbindung zwischen Eleujeuteu und itadikalen «einerseits 
und der Elektrizität audereraeits. Wenn nun femer, wie wir schon 
sahen, die verschiedensten Elemente oder Radikale immer sich nur mit 
einer ganz bestimmten Quantität freier Elektrizität oder einem Multiplum 
dsTcm Terbinden, so kann man das am einfachsten durch den Sati 
ansdrfldken: fOr die Ywbinduugeu swichen gewShnlicher Materie und der 
ElektrizitSi gilt genan das gleidie diemisehe Onmdgesetz, wie fOr die 
Yerbindwigen dm: gewllhnliehoi ehonischen Substanzen nntoeinander, 
idimlidi das Gesetz der konstanten nnd multiplen Proportionen. 

Erinnern wir uns, dafs vor etwa einem Jahrhundert die Ent- 
deckung jenes chemischen Grundgesetzes Anlafs zur Einführung der 
Atomistik in die exakte Naturwissenschaft gab, und dafs bis auf den 
heutigen Tag dieses Gesetz die sicherste experimentelle Unterlage jeder 
molekulartheoretischen Hetruchtung gebliehen ist. Olme die atomistische 
Naturauf fassiuifT stünden wir diesem t'undanieutaleu Naturgeöetze völlig 
ratlos gegenüber, ^\ähreud es uns vom Standpunkte der Atomistik aus 
geradezu selbstverständlich erscheint. 

Genau so liegt die Sache offenbar, wenn es sich um die Auf&saung 
des obigen dektrochemischen Grundgesetzes handelt; dmken wir uns 
die elektrischen Fluids als kontinni^iliflli, so bleibt es TÖllig unerldirlich, 
wantm die yerschiedeSsten Elemente und Radikale immer gerade eine 
ganz bestimmte Elektrizititsmenge bilden oder gerade ein Multiplum 
davon. Sofort aber wird es zur notwendigen Eonsequenz, wenn wir 
die Elektrizit&t als in einzelne Atome Ton nnT«&Lderlicher Grofse uns 
geteilt denken. 
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Hierdurch gelangen wir also sozusagen zu einer fliftnisrhon Theorie 
der Ellektrizität, die wir zum Schlnfs noch kurz lietrachten wollen. 
Anfser den l)ekHunten chemischen Elementen hätten wir zwei neue 
aozuneluuen, gel)üdot Ton den positiveu und negativen Elektrunen, wie 
mHi diese elekbruchen Atome beieicluiet; dieie Elemente sind chemisch 
eivnrfcigy d. h. die Talenz eines fflementee kmm dnreh ein, die eines 
sweiwerligen Mmieiites dnrcli swei EldEtronen gerilttigt weiden 
n. e, w. Das Atomgewicht dieser Elektronen kaon für die Zwecke 
der Chemie als Yersehwindeiid klein sngesehen worden. ForscJnmgen 
auf ganz anderen Gfebieten, die in erster Linie das Studium der 
Kathodenstrahlen betrafen, und worüber Herr Dr. Kaufmann, ein sehr 
erfo^^idier Bearbeiter dieses GlebieteSy am letsten Mittwoch von dieser 
Stelle aus berichtet hat, haben es flbrigens wahrscheinlich gemacht, 
dafs das Atomgewicht der negativen Elektronen etwa Vi««» Atom- 
gewichts des Wasserstoffs ist. Freilich ist die Fra^e noch offen, ob 
es sich hier um eine wirkliche Masse im ^ewtUinlichen tSume handelt. 
Jedenfalls aber ist diese Gröise tu der Tkat bei chemischen Arbeiten 
Terscbvvmdeud, insofern als etwaige durch die negativen Filektronen 
bedingte Qewichtsveränderungen innerhalb der unvermeidlichen Fehler 
anch der genauesten bisherigen chmnisehen Analysen liegen. Ob die 
positiTen £3ektroiien, wie nicht imwahrsdieuillch, das gleii^e Atom- 
gewiebt haben, wissen wir nieh^ weil man in diesen die den l^ithod«i' 
strahlen «ntsprechende Erscheinung noch nicht anfgeinnden hat. Die 
Eigwitttmlichkeiten , weldie diesen beiden Elanemten zwischen allen 
anderen eine ganz entschiedene Ausnahmestelle verleihen, sind die von 
ihnen ausgehenden eigenartigen Kraftwirkungen, die von der Newton- 
schen Attnüction der gewöhnlichen Elemente und Verbindungen so 
vollkommen verschieden sind. Die Behandlung dieser Kräfte bildet 
eben den physikalischen Teil der Elektri/)tät?»le)irp, >hc seit Coulomb 
und Ampere mit der Erforschung der (le^;etze jener Kräfte sich 
beschattigt hat. Dasjenige, was für die Chemie in Betracht kommt, 
nämlich die elektrolytische Leitung, die elekiruiytische Zersetzung und 
die galvanische Stromerzeugimg habe ich in dem ersten Teile meines 
Vortrages besprochen, und wir haben dabei konstatiert^ dalb sieh diese 
Ersdieinungen in der Tliat ans den el^trischen Gmndgesetsen heraus 
aaaeihanlich deuten hwsen. 

Wenn msa fragt, warum denn diese beiden Elemente Ton polar 
entgegwgesetstem Charakter eine solche Ausnahmestelliing im 
gleich 7AX allen flbtigen einnehmen^ so kann man diese Frage allerdings 
mit gleichem Recht aufwerfen, aber ebensowenig beantworten, wie die: 
warum ist das Chlor gerade das Chlor, warum hat das Natrium gerade 
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die Eigensehaften des Natriums u. s. w. Die EigenBchafteu Elemente 
köHBen wir vor Zeit eben sieht aiUeiten^ wir mtlBsen sie einÜBtich 
nebmen, wie sie sind. — Übrigens erinnert das gegenseitige VerUiltnis 
der poeitiven und negativen Elektronen wenig, aber aneh nur ein 
wm^ an das VerbSltnis zwischen zwei optischen Isomeren. 

Die Ionen sind, wie schon bemerkt, als chemische Verbindungen 
zwischen gewöhnlichen Atomen und Radikalen und den Elektronen 
aofauliBMen, und zwar sind es gesuttig:te chemische Verbindungen. 
Wenn wir nämlich etwa im Chlomatrium dm Natriuitiatom durch ein 
nejjatives Elektron suhstitnieren , »n hpkoiniiien wir dns ncjyative 
Chlonon; wenn wir das Chioratoin durch das positiv ijehidene Elektron 
ersetzen, so bekornnren wir das positive Natriumion. Man sieht also, 
dafa dit^ Tonen nicli vollständig in das Sclicma dpr Substitufionstheorie 
einordueu, sobald wir die atomistische Autfassiuig der Elektrizität zu 
Hilfe nehmen, filodizeitig wird auch der gewaltige UntOTscbied 
swischen freiem Chlor und dem Ghlorion, awisohen &eiem Natrium 
und dem Natrinmion offanbar; denn genau so, wie das physikalische 
Verhalten des freien Chlors und des freien Natriums ganz anders ist^ 
als wenn diese Elemente in einer chMnischen YorlMndnng, wie etwa 
Chlomatrium, vorhanden sind, so wirf! ihr Yerhalten durchgreifend 
durch die Verbindung mit den elektrischen Elementaratomen, d. h.dttrdi 
den Übergang in den lonenzustaad, grändert. 

Dafs sioh üHn'fjens die Tonen in der That wie £rpsattit;tp Vor- 
bindungen verhalten, geht unter audoreni auoh aus folijondfr Thatsache 
hervor. Aufser den chemischen VerlMiulunpcn, die sich dem Schema 
der Valenztheorie unterordnen, giet)t es auch sogenannte Molekfil- 
verbindungen; um hierfür ein Beispiel zu ueuiien, so vermag das 
Platinchlorid sechs Animoniokmolekülc zu addieren. Es ist nun sehr 
bemerkenswert, dafii die AmmoniakmoIekQle durch Ionen ersetabsr sind, 
wie die Forschungen von Werner gezeigt haben, und dafs also auch 
die lon^ in dar Art und Weise, MolektÜT^bindui^^ au bilden, steh 
Tollkommen den gewöhnlichen geeittigten Verbindungen an die Seite 
stellen. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob sich die Substitution im Chlor- 
natriiim nicht noch einen Schritt weiter führen, d. h. ob sich nicht 
gleichzeitig das Natriumatom und das Ghloratom durch ein negatives 
imd ein positives Elektron substituieren läfst; das Resultat dieser 
Substitution wäre also cmc- ^ erbindung ans einem positiven und einem 
negativen Elektron. Wir hätten so ein eh^ktriseh masseloses, neutrales 
oder wtMiifrstens so gut wie masüeloseB Molekül. TTljer diese Ver- 
bindung und über die Kolle, die sie vielleicht in cliemisuhen und 
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elektrochemischen Prozessen ipielt, wissen wir nodi nit-hts BeatiliimtM. 
Sollten diese Verbindungen wirklich existieren, nnd sollte es vaa» 
gelingen, ein Reagenz darauf zu finden, um mich der chemiechen Ans- 
dnickswoise zn bodienon, so würde "it^li 'um riolleicht oinp neue Wplt 
von Ersc'heinuiigcn »'rschlicfsen; die Veniiutunjr scheint mir jft/t schon 
uniii»\v»'isb»r. dafs im Verhalten des Liehtüthers, jenes bis heute noch 
völlig hyjtothetischcn Agens, diese MolekiUgattimg Hne Rolle spielt. 

Auf Grund dieser Anschauung köuueu wir uns uuu bald eiu 
Uaree Bild Uber das Veriialtnis von dualistischer zu unitarischer An- 
Behammgeweise TenehaiFen. Die Tmchiedcoien Elemente (bes. Radikale) 
bentMn xn den positiTen und n^ÜTen Elektroni»! TerachiedenB ehemische 
ÄfBnitSt; diejenigen Elemente, die som positiven Elektron eine ans> 
gesprochene Verwandtschaft zeigen, bilden die poeitire Gruppe Ton 
Elementen; entspreehend besit/.en die negativen Elemente eine Ver^ 
wandtschaft zum n^^tiven Elektron. Aufserdem besitzen die ver- 
schiedenen Elemente imtereinander eine chemische Affinitat, die nicht 
polaren Charakters ist. Dementsprechend können, ohne dafs die Elek- 
tronen eine Rolle spielen, /.wei .VtonM- »M^lt'^ Elementes eine feste 
chemische Verbindung eingehen; ich errnner*» nur nn die Festigkeit, 
mit der sich zwei WasserstnflFatome oder zwei Stu k^totiatome unter- 
einander zu einem Molekül vereinigen. Dasselbe güt vun vielen Ver- 
bindungen der Metalloide imtereinander, wie Chloijod, Schwefelphosphor 
n. s.w. Ebenao TermSgen die HetaUe imtereinander saUreidie Yer^ 
bindoBgen einmgehen, bei denen wir ebenfalls gar keinen Anlafs 
haben, auf eine Beteilignng Yon Elektronen an schlieAen. Der Kohlen- 
stoff insbesondere, der einen Übergang awisdien den ausgesprochen 
positiven and den ausgesprochen negativm Elementen bildet, vermag 
mit beiden Kategorien von Elementen zu reagieren, nnd da auch hier 
die Elektronen ans dem Spiele zu bleiben scheinen, so wird die Möglich- 
keit einer rein imitarischen Auffassungsweise bei den KohlenstoffVer- 
bindimgen verstiindlicli. 

Sobald aber ein positives und »'in negatives Element miteinander 
reagieren, tritt die Fähigk*>it (b-r lonenspaltnnt; auf, d. h. mit diesem 
chemischen i'rozesse ist eine Addition otler Aulsfialtung muen ma.sae- 
losen elektrisch neutralen Moleküls verbunden; es scheint mir sehr 
bemerkenswert, dafs diese Vorgänge mit einer viel durehgreilenderen 
Veränderung des gesamten Verhaltens verbunden sind, als diejenigen, 
bei denen eine Mitwirkung der Elektronen nicht stattaufinden sdieint; 
denn iriUirend die Verbindungen dat Metalle untereinander dentlieh 
metalÜschen Charakter bewahren und die V«4Hndmigen zwiiehen 
Metalloiden eben£dls deutlich an das Verhalten ihrer Beatandteile 
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«rinnera, entsteht offenbar etwaa ganz Nenes und Eigenartiges, wenn 
ein Metall mit einem Metalloide reagiert. Eine Substanz wie Chlor- 
natrium, weist gegen ihre Komponenten die denkbar >^r">r«teti Ver- 
scbif>(lpnheiteii auf, wie auch bei der Bildimg solcher V erhindangea 
offenbar ganz besonders mächtige ebeniische Kräfte mitwirken. 

Natürlich scheint es nicht unmöglich, dals auch l)ei den nicht 
polaren WechBelv-ukuiigen elektrische Kräfte im llinterginmde sich 
befinden, wie man ja auch jetzt schon vielfach hofft^ die Newtonsche 
Attraktion ihnlich wie ee mit der Optik gelang, auf eleUriflehe 
Pliinomeiie rairllekfnhreii an kSnn^ Das isi aber doch lediglich Sache 
der Zukunft; anr Zeit wird man gut daran thnn, die Erftfte polarar 
Nator aoinfaltig Ton den miitariachen an trennoi. 

Das hier dargelegte Schema läfst die Möglichkeit Torliereeiben, 
dafs ein Element oder Radikal mit einem positiven oder negativen 
Elektron zu reiferen vermag, ohne dafs gleichzeitig ein anderes 
Element von entgegengesetzt polarem Charakter sich des frei- 
gewordeuen P^lektrons bemächtigt. Werm dies gesebäbe, so würde 
(hm freie Elektron in Analogie zn den („Twobnlicben cheiiiischen Pro- 
zessen mit einem bestimmten Dissoziatumsdnick m Freiheit gesetzt 
werden, der sich in der lebendigen Kraft des fortgeschleuderten freien 
Elektrons äuÜBem würde. Vielleicht verdanken die Bocquerelstrahlen 
einem aoldhen ekemiaclien Proaeaae ihre Entatehmig; da nmn aaioili kier 
bidier nur das Anfizeten freier negatiTer Elektronen beobaiditet ba^ 
80 gewinnt es fiberhaupt den Ansehdn, als ob die positiTeEn Elektronen 
viel schwieriger an isolieren, d. h, 'riel fester Tcn den Elementen 
metallischer Natur gebunden seieni als die negatiren Elektronen Ton 
den Metalloiden. 



RezensioneiL 



Adolf Kneser, Lehrbuch der VariatioiiBreohnmig. Brinnidiiraig, 

Friedrich Vieweg und Sohn. 1900. XVT u. 312 8. 8®. 

Die Variationsrechniuig bat eine eigenartige Geschichte. Unternimmt 
man es, das Interesse der Mathematiker für diese Disciplin festzustellen, indem 
maii die daniif beiflgKdieii Abhaadliuigega und Werke Jalir Ittr Jahr ab- 
zählt, so ergeben sich auffallende Verschiedenheiten. Drei scharf hervor- 
tretende Maxima fallen zxmiicbst auf, die etwa zu den Jahren 1700, 1740, 
1765 geboren; ihnen entsprechen die Namen Jac. und Job. Bernoulli, 
Evler, Lagrange und die Stnfto der EntwicUnng Ten der SteUong und 
Lösung' besonderer Aufgaben bis zur Anfßndung allgemeiner Methoden und 
der Schaffung eines besondcrpn Algorithmus. Dfr rrsten Blütezeit folgt 
im Abstände von etwa 70 Jahren eine zweite: mit Anfang der drei£siger 
Jahre des neunzehnten JalirhimdertB beginnt die ffinfigkutskiuTe wieder 
iH tieigen vnd bleibt von 1835 bis 1855 auf einer eriiebliehaa Höhe. 
Einmal erfahrt die Aufgabe tJer Variationsrochnung Erweiterungen, toils 
von geometrischer Seite durch Steiners noch lang« nicht genug gewürdigte 
Arbeiten, teils von analytischer, indem nach dem Vorgauge von Gaufs 
doppelte und mebrÜMhe Integrale in den Kreis der Betnehtnng gesogen 
wurdsB. Dann aber wird die durch Ans&tze von Legendre (1786) und 
Lagrange (1801) begonnene Kritik der Variationsrechnung durch Jacob! 
fortg^tzt, dessen Untersuchungen tiber die zweite Variation bis in die 
nenette Ziü faanein ihr« Fradd&urkest bewieien haben. 

Etwa seit 1875 beginnt ein neues Steigen der Kurve, und in dem 
Gebiete dief^i"'^; ^fnximuras befinden wir uns noch gegenwärtig. Die Weier- 
straf.s.sche .Schulo hat hier einen hervorragenden Anteil; es handelt sich 
darum, die Theorie von Grund aus neu aufzubauen, sodals den Forderungen 
der „Weierstrafssohen Strenge** genügt wird. Waa Weierstrafa senMt 
betrifft, so sind wir auf die Abbandlungen einiger seiner Schüler an- 
gewiesen, dip, wie Herr Kneser sieh ausdrückt, „zwar in erster Linie den 
eigenen Untennchungen der Verfasser gewidmet sind, aber auch in modi- 
finerter und ▼eraUgemeinerter Weise aUe weeentliehen, auf nneem Gegen- 
stand bexngliehen Ideen von Wcierstiafs enthalten". 

Da Herr Kneser für die Encyklnpädie der mathematischen Wissen- 
schaften einen Bericht über die Variationsrechnung Uefem wird^), will er in 
seinem Lehrbuche anter Yenicht auf eingehende historische Angslwn nnd die 
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Erörterung von Prioritatsfragen einen AbriTs dieser Disziplin geben, so wie 
«r auf dem gegwiwlrtigen Standpiiiili der Entwicklung gegeben werden 
kann. Eine solche nach einheitlichem Plane eifolgiMide, auf einheitlichen 
Gmndsfitzcn beruhende Darstellnnpr 7.n üpfem, war keine leichte Aufgabe; 
denn wenn auch die Art der Durchftlhning und die Zielpunkte der ünter- 
enchung von Toraherein feststanden, m galt es dodi, sich dareh ein Ge- 
strflpp dornenvoller üntersnchnngen d^n Wr^' /\i bahnen, nnd dar eigenen 
ThBtigkeit drs Ypi-fassprs blieb vieles überlassen. Deshalb ist, was rr j^e- 
leistet hat, weit mehr als ein Lehrbuch im gewöhnlichen Sinne des Worten, 
es ist, wie die folgende Übersicht über den Inhalt des Werkes zeigen wird, 
ragleidh ein Beitrag nur Fortbildung der Yariationsredtnang, der von 
bleibendem Wert sein wixd; einen Beweis hierfilr bildet die Thatsaebe, dafs 
bereits, dadurch angeregt, andere Antoren weitergehende Unteranchungen 
angestellt haben. ^) 

Nachdem in dem ersten Absduntt (8. 1 — 19) Begriff und Qnmärtg^n 
der Varitttiomrechmtnfi brliandeJt worden sind, werden in dem zweiten 
(8. 20 — 42) notwendige £edi$tgutiffm dafür aufgestellt, daA ein Integral 

m 

ein Extremnm ist Herr Kneser bedient sich dabei oinipf^r nenor termini 
technici, die sich in einer vom Ref. an der Univprsifilt Kiol pphaltrrtpn, mit 
Übungen verbundenen Vorlesung sehr gut bewährt haben und allgemeine 
EinfUirung verdienen. Die Kurven, die der Düferentialgleiciiimg 

genügen, bezeiebnet er als die zu dem Integrale J gehörenden Extremalen 
(8. S4). Soll femer J unter der Bedingung ein Extremnm sein, dals der 

Endpnnkt der Extromale auf einpr prrrrbpnon Knrve Hegt, SO SSgt er, dafs 
die Exfromale zu der Kurve transiersal liege (ö. 32). 

In dem dritten, umfangreichsten Abschnitt (8. 43 — 116), der den 
Hittelpiinkt des Buches bildet, werden kmreiehtnde Sedingwngm dt» Eit- 
iremums von J entwickelt. Auch Her finden sich glücklich gewählte Aus- 
drücke, so die folgenden Bezeichnungen, deren BedenlnuLr leicht ersichtlich 
ist: Fdd eines Bogens (S. 44), weitere und engere MtuJibarschaftf starkes 
tmä scftimMkes Exfremum (S. 54), ordenttU^ md außerordetdHdies Ver- 
sdUffinden des Weierstrafsschen Ausdruckes V 'R. 78), exlretnalcr Brrnn- 
punli. rrfrnnaJ konjwfierte Funlfr fS. H^). Xrirninfvariatioti TS. Un- 
zweckmiifsig erscheint es dagegen, dafs von einer „Legen dreschen Be- 
dingimg" bei einem ittarkcn Extrcmum gesprochen wrird (S. 60); wer die 
Litterator tber den Oegenstand nicht kennt, wild darans entnehmen, dafo 
Legen dre diese Bedingung aufgestellt habe, wihrend er doch nur das 

1) über dBM Verhältni« der Uutersucbungen von Herrn Kues er su denen 
von Heim Hilbert veivleiche man denen Bemerkungen in dem Abdmck seines 
Vortngei „üfa(llesHrtud& JVoWeme« (dieeee Archiv (8) 1, 231-286). 

Zusatz Oktober l'JOl. 
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schwache Eztremum behandelt hat; statt Jacobische und Legendresche 
Bttdingtu^ wttrde es vieHaidit beasor höftent 8le(jglnitB> und Yoneidieii- 
bedin^uig. 

T>pr Aufgiihe, diifs J ein Extrcmnni poin soll, während gleichzeitig ein 
zwf itt's Intogral K derselbea Art einen gepeboni'n W^rt hat. isi; dpr vierte 
Abschnitt (S. 117 — 170) gewidmet. Es folgen Verailgomeinerungeu der 
vorhergehenden UntemichiiBgeiL WUhnnd die KurreOf die ein B&treniiUD 
liefern sollen, ursprünglich als stetig geikrümmt vorausgesetzt worden, 
werden im Abschnitt 5 (S. 171 — 192) anch diskontinuierliche Lösungen 
zugelassen, ohne dals freilich dieser schwierige Gegenstand, dem besonders 
Steiner und Weierstrsfs ihgre Anfinerfcnmkeit zugewandt haben, er- 
aehOplBttd behandelt würde. Im sechsten Absehnitt (8. 193 — 226) wird 
ang^'nommcn, (lar> die Funktion nntor dorn Integralzeichen AMf^itungcu be- 
liebig hoher Ordnung enthält; die schurtsinnigen Untersuchungen de^ Herrn 
Zermelo waren hier eine wichtige Vorarbeit. Schlielslich wird auch der 
Begriff des Integrals Terallgemeinert, indem im siebenten Abschnitte 
(S. 227 — 262) an die Stelle der Quadratur das Integral eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen tritt. Endlich geschieht auch der 
Übergang zu Funktionen von mehreren Veränderlicheo- Ohne sich in leere 
Allgemehiheiten ra Terlieren, beschrSnikt sich Herr Kneser darauf (Ab- 
selmitt 8, S. 263—306), die Untersuchung fOr den Fall ebes Doppel- 
interrals dmch/uftthren, wol den Herr Kobb die Wei erstraf ssche Theorie 
ausgedehnt hatte. 

Bs folgt noch ein ansf&hrliches Litieratnrverzeichnis (8. 307 — 311); 
sehr nütslich ist aneh, daTs auf 8. XV alle die Fangraphen zusammen' 

gestellt sind, in denen die IT) von Ilemi Kneser ausgewählten Aufgahcn 
behandelt u enien. Mit Hei lif hat er auf die eingehende Disktission von 
Aufgaben grofse Sorgfalt verwandt. Geistreich gestellten, geistreich ge- 
lOstmi Aachen verdankt ja die Yariationsrecfanong ihren ürsprong, und 
die Vertiefung in besondere Ph>bleme ist auch spftter der Antrieb zn 
weiteren Foii«< liritfen gpw*"sen nnd wirfl es in Zukunft hl*»ihfn: denn zn 
allen Zeiten wird die von Leibniz am höchsten gestellte ars inveniendi des 
Mathematikers besonders in der SteUwig schöner Anij^en in Erscheinimg 
treten. 

Reichhaltigkeit des Inhalte und eine den Fordr-rungon mod<'rner Strenge 
entsprechende Behandlung des Stoffes sind gruJse Vorzüge des Kneserschen 
Werkes. Bei einem Ldirbudie darf man jedoch auch noch andere For- 
derungen stellen. Vor allem soD die DarateUnng den Bedttrfidsseit der 
Ijemenden entsprechen. Dieses Ziel zu erreichen ist im Laufe der Jahre 
immer schwerer geworden, denn unbedingte Strenge und leichte VerstUndlich- 
keit stehen in einem gewissen Gegensatz zu einander; Strenge verlangt 
htnfig lan^ Entwickinngen, deren Zweck nicht nnmittelbar «nlenchtet 
Dafs diese Schwierigkeit überwunden werden kann, zeigt, um einige Bei- 
spielf^ lienm?mgreifen, Picards glänzend geschriebener Traite d'Annlyse, 
es zeigen die Bände, in denen Engel und Scheffers die tiefgi-ündigen 
Ideen yon Sophns Lie dargelegt haben. 

Worin besteht nun diese Kunst der Darstellung? Von wesentlioher 
Bedeutung ist wohl, dafs der Antrir es versteht, die dem Stoffe immanr^ife 
Gliederung dem Leser zum klaren Bewulktsein zu bringen. Das geschieht, um 
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einige elementAre Regeln anzuiuhren, indem uuifaDgreichen Untersuchungen ein 
Plan Uinr Dorahfllliriuig TipnuiagMcliiolc^ imäem bei den «molnen Btedien dar 
Darchfähnmg angegelMtt wird, wM erz«icht ist, und was zu tiinn noch übrig 
bleibt, indetD fiip Viewieseoen Lehrsätze und Theoreme jedesmal ansdn'V klirh 
formuliert und womöglich durch besondere Typen, hervorgehoben werden. 
Dum kommi dann di« geidiiekle Anordonug d«8 Stoffes, fl^ die ridi keine 
betümmten Regeln geben lassen. 

Das Gegenteil hiervon ist eine Darstellung, bei ^ler der Leser ohne 
Ruhepause weitergeführt wird, ohne daTs er weifs, wohin der Weg geht 
und wo er sich gerade befindet, bei der er sich dem Autor als Führer 
blindlings anrertnmen mnb, der ihm snrnft: „AUm vn amnt, la tta "nm 
viendra". Lobatschefskijs Schriften sind ein Beispiel. Von ihnen hat 
Ganfs gesagt, dafs sie einem verworrenen Wnlde gleichen, durch den es, 
ohne alle Bftnme erst einzeln kennen gelernt zu haben, schwer ist, den 
Dnrehgang und die übersiabt ni finden. In TortreffUdier Weise kennwidmet 
Gftilfs bierdnrch die Schwierigkeiten, die der Leser zu tibenrinden hat^ 
wenn er sich auf einen Standpunkt erheben will, von dem ans er die dar- 
gestellte Theorie in der Gesamtheit ihrer Verzweigungen umfasäen und 
«ikennen kann, welebe Bedentong ihr in dem System der Mafbematik in- 
kommt. 

Es penftfjfl 7n sageu, dafs die Forderungen, die Herr Kneser an 
diejenipen stellt, die sich nicht blofs die Handhabnnp eines Formelapparates 
aneignen, sondern den Geiät der VaiiationsrechnuDg erfassen wollen, recht 
eibeblich sind. Daan kommt noeb, dab der Leraende nicht schrittwwse 
Tom LeieUerm zum Scbwereren geführt wird, sondern dafs er sich die 
Theorie soforti in der Allgemeinheit und Abstraktheit aneignen soll, di© im 
Laufe der Entwicklung allmählich erreicht worden ist. Es ist gewiCs für 
eine strenge Behasdlung des Sxtremnms eines Integrales ' 

unbedingt erforderlich, x und y als Funktionen eines Parameters t anzusehen. 
Im Grande bedeutet das aber, daft man Litegiala der Form 

m 

betrachtet, bei denen y und » eindeutige Funktionen von x sind. Vom 
pädagogischen Standpmdcte ans wird es stob aber empfeblen, den Ronns 

der Variationsrechnung mit Aufgaben zu beginnen, bei denen nach der 
Natur der Aufgabe die Ordinate als eindeutige PtTnVtion tler Absoisse an- 
zunehmen ist, und erst auf Grund der hierbei gewonnenen Einsicht die 
Diskussion des allgemeinen Problems Tonconebmen. Ebenso läM die An- 
ordnung des Stoffes im dritten Absdudtt m wUnsdien fibrig, dessen centrale 
Bedeutung bereits hervorgehoben wurde. Li ihm werden zunächst unter gewissen 
Voraussetzungen und Beschränkungen hinreichende Bedingungen des starken 
und schwachen Extri muuis von J entwickelt, und erst hinterher ertliLrt 
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der L«ä«r, warum jeue Vorauä:>6Uungen berechtigt und jene Beschr&nkungen 
«rford0flieh wtren. ISn» Dazatelliuig, bei d«r du Ziel des Abedmittes: 

die Äufsieüunff hinreichfnder Bedingungen auch den SchluTs der Unter* 
suchung bnd<>te, wSre vorzuziehen; freilich müüste dMUI in einer Einleitiuig 
der Plan der Untersuchung dargelegt werden. 

Mail kSttttfe gegen diese AmskeUvBgeB einwwiden, daft alles das 
was im Vorhergehenden angeführt worden ist, nur die Schale betrifft, 
dafs aber der Kern dt^s Kn es ersehen Werkes vortreflTlieh ist, dafs es auf 
solider und gewissenhafter Arbeit beruht, und dafs der Leser, der die 
Geduld und Ansdauer bat, dem Verfasser bis ans Ende m ISodgen, für 
aoae Mllhe feieh belohnt wird. Die Entscheidung mOgen die Leser treAn, 
denen vor allem zu raten ist, dafs sie sich nicht etwa durch den ei-st^'n 
Abschnitt: Begriff' und Grundr^nihi du- Varidfion^rrchninu/ abschrecken 
lassen, der weitaus der schwächste i^t. Es sei gestattet, hierauf mm Schlufs 
noeh mit «imgen Wcctoi «anzugehen. 

Aufgabe des «nien Abedmittes bStte es sein sollen, den Begriff 
der Variationsrechnnng in voller Allgemeinheit und mit der für solche 
grundlegenden Auseinandersetzungen erforderlichen Schärfe d^ Ausdrucks 
so eotwickeln -and den Übergang tn den in den folgenden Absdinilten 
dnrehgeführten Untersuchungen dadurch /u bewirfam, dab dtigelegt wurde, 
warum dabei pewi.sse einM-hrftnkende Annahmen gemacht werden mfissen 
und zu leisten übrig bleibt, wenn man sich von diesen befreien will. 

An Stelle davon giebt der erste Abschnitt eine durch kein inneres 
Baad verknft|»fto Zneammenstellnng von Definitionen und Beseudmimgeii, die 
im Folgenden gebraucht werden, und während sonst eine erfreuliche Prä- 
cision des Ausdrucks herrscht, ist hior das Gepcnt^il zu konstatieren. So 
heilst es z. B. S. 3 — 4: „Sieht man da;, ijf und ihre ersten Ableitungen 
als Ueine GrO&en an nii^ madkt die entspredtenden YenuujblKssigungen, 
so gehe in du über." Hier hatte gesagt werden mflssen, dafs es eine 
Eiiisi-hränkung für da? un<^ ^ ff Imriontot, wenn man ihre ersten Ableitungen 
als kleine Gröüsen derselbeu Urdnuug auslebt Bedenklich ist fernur, weil es 
den Lernenden leicht Terwirrt, daüB hier, wie an mehreren anderen Stellen des 
ersten Abschnittes, von VemaflhlMssignngen die Bede ist Der IfalhemaülMr 
hat niemals das Kecht etwas zu vernachlils>iigen , und wenn man bei einer 
Beihenentwicklung das Aggregat der (ilieder er^trr !>iTnri] siim mit «--inf^m 
besonderen Namen oder Buchstaben belegt, so i&t das keine Vernachlässigung. 
"Sodk bedenUiclier ist, daft fjix und dy als Ueine Gröben angesehen 
werden**. Ja es heifst sogar (S. 1): „Die Gröfse rfy = <p(x'\-dx) — <p{x) 
ist, wenn ^/ r klein ist, da.s Differential von y*'- ist zum mindesten 

eine Detinitioa des Differentials, die von der üblichen abweicht, nach der 
Differentiale, wenn man ihnen 1lbeibaiq|»t selbstHndig« Eiistena ntbilHgen 
will, gegen Null konvergierende Inkremente der Veränderlichen sind (TSfgL 
Enoyklopädie der mathematiiohen Wiasemchsflen, Bd. IL S. 69). 

KieL Vavl QrrlxnaL. 
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Diese Entgegnung giebt mir, zu meinem Bedauern^ keine Veianlassaiig, 

irgend eine der in meiner Besprechuiiir Toreptraprenen Beinilnrrcltingfn zu 
modifizieren. Nur emige litinerkungen der Entgt'irnuni.', wcltlu- den that- 
säcklichen Verhältnissen nicht entsprechen, mögen einci' uähereu iiuleuciiiung 
ttnierworfen werden. 

Den Satz von Castigliano HJbw die Differentialquotieutcn der Defor- 
mationsarbeit habe ich in der Besprechung nach der zitierten Übersetzung 
des Originals, wo er sich auf den Seiten 18 und i'2 befindet, dem Wort- 
lavt ttaeh angegebeiL Unter ,^nfa«rett KrSften*^ Teratoht in diesem Suis 
Castigliano diejenigen in den Sjstemponkleii angreifenden Kräfte, welchen, 
9n den Systempunkten sel])st, die Spunnxtnff^n das GleiiliL'ev.icht halten. 
Auch sagt er (Seite Bj, dals ein Stfstem, teddtc^ nadt der Deformation tUs 
starr betreuMä wird, unter äm Ein/hiß der äufserm SrSfte im Glächgewksht 
itL Bei Castigliano sind daiier iärnOkshe StatskrBfte (AnflageMOe) 

ältftert- Kräfte. 

Herr Füppl erkliirt, dals diu Auflagerreaktionea „niüd zu den äufseren 
Kräften gerechnet werdeu ki>uuun^'. 

Castigliano bdiemcbte die Statik so binraehend, dals er wabte, 

dafs beim Weglassen der Auflagerreacüonen (oder einzelner derselben), die 
nach Herrn Fftppl übrig bleibenden (htßernt Kräfte, an dem als stanr be- 
trachteten Küipor nicht Gleichgewicht hervomüen. 

Hiernach glaube ich, auf die weiterwi AnsfUiningen des Heirn Föppl 
nicht eingehen zu sollen. 

Rechnet man in j-der fTröfseren Brflekenbaoanstalt wirklich nach den 
Aofiiassungen des Herrn FüpplV 

Der Irrtum des CastiglianoBcfaen Satzes, der auch bei dem ge- 
gebenen Beweise hervortritt, liegt darin, dab Castigliano so Teiildirt, als 
ob eine bestimmte Funktionsdarstellung der Deformationsarbeit vermöge der 
äußfrm Kräfte* »«xistiertc, während es unbegrenzt viele solche Darstellungen 
giebt. Der Satz selbst ist daher, iu dem von Castigliano ihm gegebeneu 
Wortlant, ^nzlich unbestimmt Diese Viel&chheit der Fonktionsfonuen wird 
aber einüufslos, wenn man das Minimum der Defonnationsarbeit, unter der 
Voraussetzung d<'r ErfüHniig der Gleicbgewichtsbedingnnwpn zwischen den 
äufserm Krälten autsucht, unter welcher Voraussetzung die verschiedenen 
Fonnen ftquivalMt sind. 

In das Dilemma: „Ob die Lasten die Ursache der Dorchbiegnimen 
oder die Durchbiegungen T^-sarlie der Lasten sind" Terflocbten zu wwden, 
hat Poncelot wohl nicht verdient. 

Die Bemängelungen des § 65 bezogen sich sachgemäl's auf die vom 
Yerftsser gegebnun Gleidinngen für die Yerscbiebuigen der Punkte eines 
isotropen Körpers, bei deren Bntwickelung das Gebiet des Wärmeeinflusses 
ausgeschlossen, und mit keiner Silbe erwähnt wurde. Herr Föppl über- 
trägt den Dissens auf das ausgeschlossene Gebiet, um eine Widerlegung 
zu konstaniieren. Ich will ihm gern anch auf dies Gebiet folgen. Schon 
TOT sechzig Jahren haben Duhamel und Frans Nenmann nachgewiesen, 



1) Vgl. {&) 1, 35ä C 
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dafs tin in sfiut'u verschiedenen Stellen ungleich erwärmter isotroper Körper, 
auch uhue EiuÜu;»& vuu Kräiteü auf das luaerc oder die Oberfl&che desselben, 
innere Spamrangcn erlangt. Diese erfolgen so, als ob auf d«a Kdrpetf so- 
wohl im Innern wie an der Oberfläche, sieb das Gleichgewicht haltende 
Kräfte einwirkten, derfn einfache Darstellung von diesen Autoren gegeben 
wurde. Diese „etwaigen Eigenspannungen^' sind daher der Theorie der 
•llgemeineii Gleicfatmgeii fOr die TetscUebmig«» eines isotropen KSrpets 
SQgingUcL Allerdings nidä ähnlich lie^'t e< mit den sogenannten „Gufs- 
spanniM^L'en'' ^^' tti solche in dem auf glcichfonttujr Temperatur gebrachten 
ibc^rupcu Kürper vorhanden sind, so werden sie iJtskotüinuitcUm in den 
Verschiebungen verdankt Diese DiskoDÜnuit&ten sind von derselben Art, 
wie diejenige, dio der von Hemi F8ppl in demselben Band dar Yorlesongenf 
Seite 330, bebandelten Aufgabe entspricht. Wenn man über ein Rohr aus 
isotropem Material ein zweites erwärmtes überschiebt, dessen innerer Durch- 
messer im erwärmten Zustand diese Überschiebung noch gerade erlaubt, so 
liat man nach AbkAhlong bttder Bolire auf gleidie Temperatur einen 
isotropr-n Körper mit .,Eigenspannungen** vor sich. Eine thatsächliche 
DiskofitDuitiät der Verschielrnngen findet statt längs der Cyliii<Ierfliiche, 
weiche der äulisercn Uberliäche des inneren und der inneren OberÜäche des 
Siib««n BolnM gemeinsofaaftUcli ist Daher die Möglichkeit dmr Eigen- 
spannongen. Das tiefere Yerständnis dieser Yerhiltoisse geht wohl weniger 
auü der angewandten Naturwissenschaft als ans den Betrachtungen der 
reinen Mathem»tik hervor. 

In Beziebimg auf die Beuiüugelungen der £ntwickelung der Lagrange - 
sehen Gleichungen, die ans riaem Irrtum von meiner Seite herrorgegaagen 
sein sollen, bemerke ich Folgendes. Wenn man für die Futi r t-.rl ung der 
Bewegung eines Lagrangeschen Systems den Anfangspunkt und die Axen- 
lage des zu verwendenden rechtwinkligen Koordinate usystems festgesetzt hat^ 
und sich fttr eine bestiimnte Wahl der onahh&ngigcn Parameter (der all- 
gemsinen Koordinaten) entsdiieden hat, so werden die rechtwinkligen Ko* 
ordinaten der einzelnen Systerapunkte völlig bestimmte Fn^ikti* nen dieser 
Parameter, welche noch etwa wUlkürlidi bleibende Konstanten nicht weiter 
enthalten. W^enn dagegen nach Herrn Föppi die Wahl des Anfangspunktes 
der Vektoren «md die Aehsenlage (Wahl der Vektomi Jfc), ebenso wie t"e 
der Parameter (jr- erledigt ist, so enthalten die Koordinaten der ein- 
zelnen Systempnnkte noch anderweitige u'iUkiirUch bleibende Konstanten. 
Spaltet mau, nach der Ausdrucksweise des Uerm Föppl, die Gleichungen 
flir die r in ihre drei Komponentengleiehangen, so enthalten die Koordinaten 
der Systempunktü noch diejenigen WiükUrlicfikfUett als Konstanten, die mit 
der inUlürlirlift} Wahl der }s'ormaIsfi Ilun;/ {irgend einer Stellung des Systems) 
verbunden sind. Der Ausgangspuni^t der Entwickeluugen des Uerm Föppl 
deckt sidi also nicht mit demjenigen von Lagrange. Wird die Ühw- 
einstimmung der Endformeln behauptet, so ist von Herrn Föppl der 
Nachwt is zu führen, dafs alf<H»i' in hei der Bildung der lebendigen Kräfte L 
die trUikiirliihi'H Konstanten seiner Formeln herausfallen. Ein einzelnes 
Beispiel') beweist dutur nicht>. Auch gehtirt gerade dieses Beispiel zu dfin- 

1} Uewuhulu Ii wird die Miuae des „physikalischen Pendels" nicht in eine 
Ebene an8gel>reitet vnran^ge.setzt. Verngt fiir das etnfadiste tuumUehe Beispiel 
die nene vereinfschende Methode? 
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Beseiuionen. 



jenigan, yon deiMii er auf Seite 881 (Bd. IV) aagfe: f^Or solche Mechanismen 

haben aber die Lagran gesehen Gleichungen wenig Wert, ol)schou sie, 
wenn man die Sache recht gelehi-t darstellen will, auch dazu verwemiet 
werden können.'* Wir wollen aber den betreffenden Nachweis von Uenu 
Föppl nieht f(»rdenif sondern ihm nur die Frage vorlegen: Weldie Not- 
wendigkeit gebietet die Einführung der Vektoren ro? 

Es scheint mir, um mit den eignen Worten des Hcmi Föppl zu 
sprechen, da£s er seine Entwickelungun der Lagrangeschen Gleichangco selbst 
fflr Mathematiker sehr gelehrt dargestellt hat, mid dab m den Erwägungen, 
die dazu führen, nur eine fBr das Veistlndnis nutsloie Snchwerung der 

üntersU''!;-:':.- '-'-/t 

Der Fkweis, den Herr Föppl in der 2. Auflage der Vorlesungen für 
das Lagrangosche Theorem der Hjdrod^namik vorlegt, ist wiedenun sehr 
bedeDklich. Er ist ans dem Traitä de M^eanique von Poisson reproduziert, 

aber ohn>' die Kritik, die Poissou selbst an dioseni Beweis vor mehr als 
siebzig Jahren geübt hat, Derselbe Reweis würde in wörtlicher Wieder- 
holung auch für die Fliissi^keitshcueyunym unier dem E'mfiufs der Jicibung 
das Lagrangesdie Theorem ergebttL FQr diese Bewegnngen gilt es be- 
kanntlich nicht. 

In Beziehung auf das Theorem des Herrn Föppl, dafs bei der Be- 
wegung einer Flüssigkeit (unter Voraussetzung eines Ueschwindigkeits- 
potentials) in einem ringfBrmig geschlossenen Bohr, die Bewegung „im 
ganzen genommen" nicht wirbelfrei sei, der Sitz des „Wirbels'" au deu 
Flüssigkeitsgren/.en Hege, ist zu der Entgegnung des Hemi Föppl Folgendes 
zu bemerken. Wenn für alle Punkte innerhalb eines abgegrenzten Raumes 
die Geschwindigkeitsverteilung, also die Komponenten u, t', w als Fviuktioneu 
des Orts sn bestimmter Zeit g^^bm sind, so sind anoh die Botationskompo- 
nentcu fWirbelkomponenten) an jeder Stelle ilkscs Raumes sofort mit ge- 
geben und stehen fest, ohne jede Beziehung zu Angaben über Bewegungen 
in liäumen, die aufserhalb des abgegrenzten Raumes liegen. Für die Be- 
w^pmg der Hflssigkeit m einem im Bohre abgegransten BtromfiMlen (bei 
stationärer Bewegung), die nach Herrn Föppl „im ganzen genommen" nicht 
wirbelfrei i.st, scheint nunmehr Herr Föppl deu Sitz des Wirbels aufsei'- 
halb des Stromfadens zu suchen, da er Bedingungen für aufserhalb des 
Banmes desselben gelegene BSnme heramdehi Es handelt sich aber nur tun 
die Bewegung im Stromfaden, die feststeht, und um eine ideale reibungslose 
Flüssigkeit Was den angeführten Satz des Herrn Föppl über die wider- 
standslose Bewegung eines Körpers von beliebiger Gewalt in einer reibungs- 
losen Flüssigkeit anbetrifft, so kann ich nicht einsehen, dafs er mit dem 
ans Lambs Hydrodynamios angeführten idmHsdtj oder avoh nnr so nahe 
verwandt ist, dafs ich, wenn letzterer mir vorgelegen, die Bemängelung 
unterlassen hätte. Wenn der Satz, dafs für eine homogene Kugel jede 
durch den Schwerpunkt gehende (jerade Hauptachse ist, für einen Körper von 
tdidtiffer GettaU in Anspruch genommen wflrde, so könnte ein solches Ver* 
ükhren nicht auf den bekannten Satz der drd stets existicrmden auf ein' 
ander scnlvrecbien Hauptachsen gestätat werden. Der Vorwarf des aigeo 
MiDsgnfEs entfällt daher. 

Die in dissen Bemeikungen nicht herflhrten Vetsdüedenheiten dwr Auf* 
fassung, die bestehen bleiben, sind dnreh die beiderseitigen ÄnUsernngeo 
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hinreidiend pr&zisiert, und bddflrfen keiner erneuten Beleuchtung. Meineir» 
Mite ist daher die Diskiusioii fiber den Torliegflndea Q^enstand abgeschlosten. 
Charlottenbiug. J. Wumoabtik. 



Bnrld«iiuig auf dit jwaMmi»n BeMkiagtii dM Htm Wtlagartfn. 

Für den L«äer, der sich die Mühe mmiut, die einschlägigen Steiieü in 
meiiinn Boehe tuushsnieblftgeii, wird ei aidii ediwer sein, stell Uber die 
tiriaoheii Henm Weingarten und mir bestehenden Streitpunkte auf Grund 
dessen, was vorausging, ein eigenes Urteil zu bilden, auch ohne da£s ich 
hier noch einmal auäi'ükrlieh darauf zorückk&me. Nur ein Punkt, den ich 
in meiner ersten Entgegnung wohl niefat ttosflUiilicb genug behiad^ Iiabe, 
möge au8 Anlafs der leisten Äufserungen des Herrn Weingarten noch ein- 
mal bebproi lieii werden. Ks budelt sich um die Golsspaimiiiigeii, über die 
Herr Weingarten sagt: 

„Allerdings nidU ihnlicb (wie bei den durch nngleichm&fsige Erwär- 
rnong henrotgebncbten Speimtmgen) liegt ee bei dra sognumntea „OaA> 
spumungeu'S" 

Um diese Behauptung zu widerlegen, betra(:hte ich wieder einen Lampen- 
cjlinder, von dem ich jetzt vorauiisetxen will, dal's er bei irgend einer 
vngleidilSnBigeii ErwSn&iuig speanangstos gewesen sei Wenn er nach 
der Abkühlung Qbenll dieselbe TempecBtnr angenommen hat, besteht in 
ihm ein Syst»'!n von Eigenspannnngen, die man mit vollem Rechte auch als 
Gufsspanuuugen bezeichnen kann, da ja in der That die GaDsspumungen 
durch Abhflblnng ans einem spannrntgslosen Zustande, der bald nadi dem 
Gosse noch besteht, dadurch hervorgehen, (\a.h nick die verschieden warm 
gebliehenpn Teile um ungleiche Hetrilge abkühlen müssen, nm in einen Zu- 
stand von gleicher Temperatur tu gelangen. Mau siebt aber nun schon, 
dafs jeder durch verschieden starke Abkühlung hervorgebrachte Spannuugs- 
Bostand ebenso auch durch eine entsprechende ungleiehm&finge Erwbmnng 
hervorgerufen werden könnte, und dafs daher / vi i hen beiden FUlen der TOU 
Uerm Weingarten behauptete Unterschied nicht besteht. 

Richtig ist allerdings, dais mau in besonders einlach gelagerten Fällen 
die Eigenspannungen — wie sie nun auch im ttbrigen entstttiden sein mSgen 
— auf JDbkontinuitätsflächen der elastischen Verschiebnngen zurückführen 
kann. Im allgemeinen Falle i>t eine solche Zurückfühnmg aber nicht mög- 
lich. Nimmt man z. B. an, dafs in einem Lampencjlinder ein System von 
EigenspannuAgen bestehe, das auf eine einzige DiskontinuitAtsfllche der Ver- 
wdbiebnngen sartl<^gelllhrfc werden kttnnte, eo mtlbte der Gelinder, wenn 
man ihn längs dieser Flliche aufreifst und aufklaffen lafst, nachher überall 
im spannungii losen Zustande «ein. Im allgemeinen wird aber ein einziger 
Sprang dieser Art natürlich nicht genügen, um alle Eigenspannongen zu 
beseittgen. Selbst nachdem man den OyUnder in beliebig viele Bme^Uleke 
seil^ hat, werden im allgemeinen in jedem Bruchstücke nodi Eigenspan* 
nongen — wenn auch von entsprechend geringerem Befrage — ynrück- 
geblieben sein. Man erkeuui daher leicht, dafs im aUgemeinstea Falle 
unendlich riele DiskontinnitaisBlehen d«r Yenehiebungen angenommen werden 
mlUSrtea. Bs mag ja nun lein, dass ein Mathematiker daran heonen An^ 

anUv «m MaUMaMtfk «ad MyHk. Ut.n«bt. IL t$ 
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cto& nimiut; jeder Natnrforsehw wird sb«r wohl erUlnn» dftfii ihm mit 
dner solchen DtzvItUniig nicht gedient seL 

Der Sfit? in meinem "RurhR, an d«»n picli diese Erörterungen knüpfen, 
lautet; „Diese (die Gufsspannungenj h&ngen aber yoq Umständen ab, die 
mit noBerer Aufgabe nidits ca thun haben und deren Berechnung daher 
auch nicht verlangt werden kann**. Der Leser mSge min eotächeiden, ob 
mir ein Vorwurf daraus 7.n machen ist, dafs ich es unterliefs, ^n»"- hfi /ufiigpn, 
dafs man diese Spannungen auf ein System von im allgemeinen unendlich 
vielen Diskoutinuit&tsfl&chen zor&ckzaflUiren Tem9chte, da£s aber doreh diese 
DanteUoBg die Beredmnng der Spannmigen idbet nm keinem Sdurttt weiter 
gefördert würde. 

Schliofslirh erwidre ich noch uuf die zum physikalischen Pendel ge- 
stellte Frage des Herrn Weingarton: 

„Versagt fttr das einfachste liumliche Beiflpiel die neoe yereinlkdiende 

Methode?" 

dafr^ die Mcthoilc nicht versagt, und dafs sich die Formeln für diesen 
Fall nur wenig von den für den früheren Fall angeschriebenen unterscheiden. 
Da man aber von dem Les«', der sieh ein zutreffendes ürteil Aber die Vektor- 
Methode bilden will, erwarten mufs, dafs er sich /uvur WL-nigstens so weit 
mit dif'S*T Mnthniio vfrtrant ppmacht hat, um sich derartig einfaolic Fnig^on 
ohne fremde Beihülfe selbst beantworten zu können, sehe ich davon ab, die 
Formeln auch für diesen Fall anzuschreiben. Aus demselben Grunde gehe 
ich audi auf die übrigen hiermit im Znaammenhange stehenden Änfiwirungen 
des Herrn Wongarten nicht weitw ein. 

Mftnchen. A. Föpfl. 



Otto Pund. Algebra mit BinsohliLfs der elem«&tweiii Zahlanthooiie. 

Vm -f- 345 Seiten. Göscbt n-Ltipzig, 1899. 

Um die im Bande VI der „Sammlung Schubert ' gegebene Algebra 
beurteilen zu können, mnb man bertcksichtigen, dab die „Praxis der Glei- 
ehnngen'* in einem später herauszugebenden besonderen Bande durch Herrn 
RuDgo l)fbaiulfit wenli'u wird. Während dieses Ict/.tfre Buch unzweifelhaft 
,.den Anforderimgeu der Praktiker im weitesten Maise Rechnung tragen" 
wird, ist die Pund sehe Algebra für den Praktiker im wesentlichen ohne 
Bedeutung und nur für die Studisrendeu der Mathematik im enguran Sinne 
brauchbar. Herr Pund ist Anhänger Kroneckers und hat sich bemüht, 
dessen Terminoliigio und Begriffsbildungen auch schon bei elementareren 
G^enst&nden zur Verwendung zu bringen, und zwar in gröfserem Umfange, 
ab man dies in sonstigen modetnen Lehrbflcheni, z. B. denen Nettos vnd 
Webers, findet. Bekommt hierdurch das vorliegende Buch «inen ausge- 
sprochenen Oliarakter, so ist doch dieses T'nternidunen gleichwohl nicht 
ohne Schwierigkeit. Die Benutzung des Begnüs der „Modulsysieme" für 
die Zwecke, die hior vorliegen, wird yielleieht von manchen für ein wenig be- 
denUich gehalten werden. Es ist ja ft-eilich verständlich, dals der Kenner 
der grofsen Bedeutung, welche dieser Begriff in der allj;'emeinen arithmeti- 
sclien Behandlung' der algebraischen Gebilde besitzt, denselben in möglichst 
weitem ümlauge anzuwenden bestrebt ist. Auch soU gern zugestanden 
werden, dab verschiedene Entwickelungan, die Behandlung der linearen 
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S^ongrneiueii^ die Lögung linearer Gleichungen u. a., bei Gebrauch der 
Modulsysteme unter den einheitlicheu Ofsichtspunkt d»^r .V juivahti,- der 
Modulsjsteme gerückt werden. Aber man könnt« doch Btnieukeu hegen, 
ob der lernende Leeer den Begriff des ModiüsjstemB an der Tom Terfasser 
mr Bmfthnmg gewlUten Stdle nnd in der von ihm bevomigten Geateit 
als einen der Sache gem&Tsen anerkennt. Es heifst S. 33: „Wir nennen 
den gröfsten ^M-ineiiisumen Teiler von a, b, r, • ■ • auch das aus den Zahlen 
a, ö, • • ■ ab Elementen gebildete Modulsjstem.^ Wird die Einfuhrung 
des Labegrüb aller Zahlen aa^ßh-^ye-^-" mit gannaUigen 
a, ßy^y ■ ■ ■ für /u hwierig gthalteä, W bleibt bei der hier gew&hlten De- 
finition für den Anfänger immer ein gewisser Widerstreit zwischen der Be- 
nennung und deren Bedeutung. Auch bei der späteren Rückkehr zum Begriff 
des Modnlsjsteais (8. 104) bat es der Lernende mchl ganz Idefai Dort 
kommen Modulsjsteme für lineare Funktionen zweier Tariabehi mit beliebigen 
Koeffizienten in Betracht. Vielleicht w&re hier h-s^er 7.Tin?lchst die Erweitf>- 
rung des Ueghffs des Modulsjrstems an die Spitze gestellt, «he man 2um 
Begriff der Äquivalenz der Modulsysteme vorgeht. Weim Kronecker in 
Yorlesongen fther Detenninantentheorie v. a., an aUgemeine Begriffb an> 
knüpfend, im wesentlichen einen deduktiven Entwickelungsgang befolgte, so 
ist für ein einführendes Lehrbuch doch auch der induktive Weg seiner 
leichteren Fafsbarkeit wegen beachtenswert. Dada der Herr Verfasser viel 
Neigung hat, dedukÜT zu operieren, sieht man an seiner Einfthrung der 
zahlen theoretischen Funktion ^(m) S. 47 ff. über methodische Fragen 
wird der Zwiespalt der Meinungen liutürlicli immer bestehen bleiben. Be- 
trachtet man aber das vorliegende Buch allein aut seinen sa>uhlichen Lihaiti 
so kann man nmr bewundem, mit welchem ClMehick der Tei&sser bei dem 
geringen cor Verittgung stehenden Räume- wirklich in die Tiefen der 
Algebra eingeführt hat. Vor allem gilt dies vom letzten Abschnitt, welcher 
von der algebraischen Auflösung der Gleichungen aut" (Irund der Thforie 
der Permutationsgruppeu handelt Dieser in der GleichungstheoriB iment- 
hdurliche vnd der Algebra eigene Oruppenbegriff wird lÜHrigens auch §dum 
in früheren Tell' ii des Buches eingeführt und eingeübt, fiine Reihe sahlen- 
theoretif?chpr Abschnitte, welche die Teilbarkeit der ganzen Zahlen, sowie 
die Kongruenzen ersten und höheren Grades behandeln, fügen sich der £nt- 
wicklong swanglos «In nnd dienen ihrerseits wieder zom Ausbau der alge- 
braischen AbschaittSL 

Braunsehweig. Fuon. 

Ma Glöser. Lehrbuch der Arithinotik für die erste und awoito 
Klasse der österreioluBOlien BeaieolLulen. Vierte Auflage. 20^ Ö. 

M. 1,«0., 

Ctormdsüge der aUgemeineik AztOimetfk für die dritte •"•'n-rr 
der öeterreiohisohen Woalanhulen. Vierte Auflage. 116 8. Wien 

1899, A. Pichler. M. 1,30. 

Das Lehrbuch enthält das Rechenpensnm der Sexta bis Quarta eines 
preuisischen Gymnasiums in einer Darstellung, die dem Übungsmaterial nicht 
hinreiehenden Baum gewihrt, so dals der Schfller neben dem Lehrbach 
noch me Au^bensammlung nOtig hätte. Derselbe Vorwurf ist gegen die 

18» 
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ßeseiwioiies. 



,.Gfimdifige" z\i erbeben. Auch hier madit ädi der Text auf Kosten des 

Übunji^materials viel zu breit. Es murs immer wieder betont werden, dafs 
für den üechen- und Algebra-Unterricht eine reichhaltige Aufgabensaauniung 
die Hauptsache bleibt. 

In den „Grundsflgien'* fftllt weiter das gftnxlichA Fehlen der Gleichungen 
auf. Dieser Mangel dürfte allein genügen, um die „Gnmdzüge" als imge- 
eignet für eine Einfijhrung in die Algebra erscheinen za lassen. 

Berlin. £. Jahnse. 



W* Goering. Die Auffindimg der rein geometriacheu Quadratur 
das VMmb und dtte Taflniis jedaa belielilcan Wlnkato und Xreiaea 
in «Ine beliebig» Anaalil g^iohMr TaUa. Dresden 1899, B. Schttr- 

mann. 13 S. 

Die vom Verfasser mitgeteilte Konstruktion ist natürlich auch nur eine 
angenäherte und lautet so: Gegeben der Quadrant MAB mit M als Kreie- 
mittelpvnkt ßrriehte Aber der Sehne AB das reditwinklige Dreieck ABO 
mt 4: ABC ^ III, ^BAC = \ Ii-, sodann über AC das rsdiMikliga 
Dreieck ACJ) n.i* ACD ^ IJi. <CA7)^lR u. s. w. Alsdann 
führt die ins Unetidiiciie tortgesetzte Konstruktion zu einem, rechtwinkligen 

Dreieck mit der Hypotenuse .4Z«=~. 

Das ist offenbar nur die Konstruktion der bekannton Formel 

sin tt 

a o « ' 

CO» -5- coe -T- «Ol — • • • 

doreli weldw jeder Kreisbogen darstellbar ist Nach Oantors GesdL d. 
Maih. 696 gabt diese Fonnel schon auf Vieta 169d sorttck. 

Berlin. B. Jahmxb. 



Wilh. KillfTTs:. Lohrbuch der analytischen Oeometrie in homogenen 
Koordinaten. Krstei- Teil: Die ebene Geometrie. Mit 50 Figuren 
im Text Paderborn lüOO. Ferdinand Schöningh. Xm, 220 S. — 
Zweiter Teil: Die Geometrie des Banmes. Paderborn 1901. Fer- 
dinand ScliöiiiiiKTh, Vm, 361 s. 

Wer eine Vorlesung rd>er nnalvtisclie Geometrie gehalten hat, wiid 
unzweifelhaft, so viel er auch versucht hat, in dieselbe hineinzuverweben, 
am Schlüsse die Empfindung haben, er habe noch üumer sehr viel mehr 
bei Seite liegen lassen mUsseUf als er ta erOrtem im stände war, und diese 
Empfindung wird ihm auch dann nicht erspart, wenn er, von vornherein 
auf höhere algebraische Kurven und um so mehr auf tranncendente Kun-cn, 
auf liaumkurven und auf Oberflächen höherer Art verzichtend, einzig die 
Gerade and die Kegelschnitte^ die Ebenen und die OberflSchen zweiten Chrades 
zu behandeln sich vornahm. Herr Killing hat^ offenbar von dem gleichen 
Getulile ans, an eine Vorlei^ung ganz elementarer Natur, welche, scheint es, 
sich der einzigen Descartesscheu Punktkoordinateu bedient, eine zweite 
angescbloBsen, weldie homogene Koordinaten und swar sowohl homogene 
Pnnkl^ als homogene Linienkocrdinaten, spiter Tetraederkoordinaten, ver^ 
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w«iidet, und weldie in üum» das lüttd findet, weit ti«fer in den Gegen- 
stand eiiuadriBgiiii, sowie auch weit allgemeinere Betrachtungen uuiutellon, 

als sie bei einem ersten rntorrichtn gestattet sind. Aus dip«!pr zweiten 
Yorlesung ist das kleine Lehrbuch entstanden, dessen erster Teil die ebene 
Oeonietrie, dm- vireite Teil die BamiigaoDetrie beiundeli Von «na- 
ly tischen Hüftiehreii setzt Herr Killing nur die Theorie der Determinanten 
als bekannt mraxiF:, anf Infinitesimalbf traditiinp'pn erhebt er kr^nfn Anspnicli. 
Wir cestfhc n gern, dafs, als wir das verhältnismälsii; (lünnn liuth duichgelesen 
hatten, zuerst die Fruge sich uns aofdrängte, ob denn wirklich 220 and 361 
Seiten »«^[ereicht lütten, den gmraltigen Stdf sii bewältigen, and daC^ 
als der Augenschein ans zur Bejahung zwang, als zweite Frage die erschien, 
ob Stndiprende im stände sein werden, den Killingschen Vorlesnngen zn folgen? 
Aach diese Frage möchten wir für den ersten Teil etwa vom dritten Bogen an 
unbedingt bejahen, wKhrend wir die erste Einftthrung in die Lebre fon den 
trimetrischen Koordinaten, deren Schwierigkeit Herr Killing sich vollständig 
bewufst ist, gern noch r twas breiter angelegt sithon Vielleicht tlluschon wir uns; 
aber wir können Zweitel nicht unterdrücken, ob jene ersten Kapitel auf 
ToUes Terständnis treffen mögen, wie es zur Anwendung doch onumgänglich 
ist Zu den bestgehuigenen und Uarsten TeUen des Baches rechnen wir 
da>,'e^'en 8 — 11 von den nneipentliclien Ochildrn in der Ebene, worunter 
Horr Killinp die unendlirh fernen Gebilde verstellt. Bei den Kurven, d. h. 
bei den Kegelschnitten, ist die Lehre von den Polaren an die Spitze ge- 
stellt, indem ein Punkiepaar gesndit wird, weldies die DarebsdmittopQnkte 
einer Transversalen mit der Kurve zu vier harmonischen Punkten ergänzt; 
die durch den Pol selbst hindurchgehende Polare lüldef den Sonderfall der 
Berflhruxigslinie. Die Anordnung der letzten Paragraphen des Buches ist 
von der gewOhnlidi gebranchten sehr Tersehieden. Erst nadtdem die SKtse 
Ton Pascal und Ton Brianchon erwiesen sind, wird mittels des Pascalschen 
Satzes die Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Sl rahlenbüM hei 
hergeleitet. Dann schliefst sich als § 29 der Kreis und die uiiendlichfemen 
Kreispunkte an. Hier kommen also gaiu spät die Chordalen, der Chordal- 
mittelpvnkt, die Xhnliohkeitq>ankte, Iniiter Gegenstftnde, welche hftnfig nooh 
vor den Kegelschnitten erörtert werden. Nun kehrt Herr Killing zu den 
Kepelschnitteii /iiiilck und nimmt deren HauptarlisHrnunblem in Anfrriff. 
Endlich ist § 31 als letzter Paragraph den koniokalun Kegelschnitten ge- 
widmet« wel^e als solche definiert werden, su welchen die nnendlich fernen 
Kreisptinkte geboren: So encheint der Begriff der Brennpunkte selbst gani 

am Schhisse der Tb'<ra( btnnjren. In • inf>r ersten VorlesuD'^' über analytische 
Geometrie der Ebene wäre das wohl kaum zu empfehlen; aber in einer 
sweiten eihdht der Wechsel in der Beihenfelge unxweifelbalt den Reiz und 
enengt eine gewisse Spannung der Znh0rer, wann wohl diese oder jene 
ihnen bekannte geometrische Thatsache an die Iw ihe kommen werde. Der 
zweite Teil behandelt, wie schon gesagt worden ist, die Geometrie des 
Haumes. Das ist an sich ein erheblich schwieligerer Gegenstand als die 
Geometrie der Ebene, nnd Mich die Killingsehe Bantellimg stellt an den 
Leser, den wir uns tiiit" ! allen UmstSnden wicilprum als mit den wicbti>?sten 
Thatsachen schon bekaout voraussetzen, ziemlich hohe Anforderungen, trotz- 
dem infinitesimale Lehren nicht in Anspruch genommen werd<;u. Diese 
letitere BesduAnkung bildet eine weeentliche YersohiedeDheit gegen Hesse» 
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BezeuBionen. 



Analytische Geometrie des Baum«», toA w«leh«n steh Hr. Killing im 

iibngon zirinlich bpeinflussspn lipf«?, wie es bei d^n anprknnnfpn Vorzügen 
jenes klassischen Werkes kaum anders möglich war. Wir müssen uns 
ftwUch dagegen Terwahren, als sollte hiermit behauptet werden, Hr. Killing 
habe sich an Hesse angelehnt. Plan un<l Inhalt zeigen, bei beiden Werken 
die bedoutondsten Untergchiede ; nur in Einzelheiten, z. Ti. in der Behand- 
lung des Hauptachsenproblems bei den Oberflächen zwcit-en Grades, tritt 
eine Ähnlichkeit hervor. Der Stoff ist in 36 Paragraphen gegliedert. Ent- 
spreebend dem in der Geometrie der Ebene eingeseUagenen Gange ist der 
Lehre von den Polarebenen, dann der von den Polartetraedem die gröfste 
Atifioaerksamkeit geschenkt, und sie dient als Grundlage der späteren ünter- 
snchungen. Von den Oberflächen zweiter Ordnung wendet sich der Ver- 
fasser bn 90. Paragraphen m den OberflSehen siveiter Klasse, und beide 
geben im weiteren Verlaufe Gelegenheit, Fliichenbüschel zweiter Ordnung 
von Flächenscharen zweiter Klasse zu unterscheiden. Ein gewisser Parallelis- 
mus zur Qeometrie der Ebene ist auch darin zu erkennen, dals die Lehre von 
den konfokalen mehen in drei Paragraphen den Abaddiifs des Garnen bildet 
Heidelberg. II. Cautos. 



Henii Febr. Applleatton da la millioda Teotoiialla da Qvatanaim 

k la g^omötrie inflnitösiniAU. Thise. Paris. Gsoiges Carre et 

C. Naud- 1899. 94 8. 8". 

Schon in flrafsmanns „Ausdehnungslehre" von 1862 finden sieh die 
Grundlagen der Differentialrechnung mit extensiven GröDsen, jedoch nur nach 
der analytischen Seite hin entwichelt nnd ohne geometrisdie Anwendungen. 
Erst Hermann Grafs mann der Jüngere hat in drei Programm- Abhand- 
Imigen der Lateinischen Haiipiseh'il'» (1886, 1888, 1893) die metrische Geo- 
metrie der Kaumkurven und der kruimuen Flächen mit den Mitteln der Ans- 
dehnnngslehre von Grund aus und zusammenhängend aufgebaut, und zww, 
entsinpeehend dem Gegenstande, aossdilielalioh mit den Methoden der Streoiken- 
rechnting, trnter Aiisschlufs der mehr fBr die Geometrie der Lage geeigneten 
Puriktrerhnung. Später ha*^ Bnrali-Forti in seiner ,,lntroduction ;i la Geo- 
metrie düferentieUe suivant la methode de H. Gral'smann'' (^Paris 1897) 
Anwendungen der Ansdehnnngslehre gegeben aof die Theme der Enveloppen 
von Linien und Ebenen, der RegelflächoEi Schraubenlinien, orthogonalen 
Tn^ektorien, Evolventen und Evolnten und Verwandtes. 

Der Verf. der vorliegenden Pariser Doktor- Dissertation verfolgt den Zweck, 
die vereinfiudiende Wirkong der Methoden der Amdehnnugslehie auf dm- 
selben Gebieten der Geometrie darzuthun, die schon GraXsmann der Jüngere 
bfhnTiHelt hat. Es liegt in der Natur der Sache, dafs "^i "Ii Ineraus weit- 
gehende Übereinstimmungen in den beiderseitigen Darlegungen und Be.sul- 
taten ergeben. Auch erklKrt der Verfiisser sdion im Yorwort, im Literesse 
des Zusammwihangss und der Elarhdt seiner Darstellung nuutbhe SteUen 
der Grafsmann. sehen Arbeit direkt übernommen zti liahen, während er 
seine selhstundigen Untersuchungen hauptsächlich auf die Theene der Flächen 
gerichtet hat. Neue Besultate will er nicht bieten j auch vermeidet er bei 
der Auswahl des Stoffes solche Spemalittteiit bei denen die Überlegenheit 
der Grafsmannschen Metiioden in geringeran Grade henrortritt. — Nach- 
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dem diese Methoden in neuerer Zeit von Terschiedenen Seiten her, insh«* 
Sooden dureh imaeno Laadonaim Casparj, in ilinn Gmndlagen wie in 

ihren Anordnungen dem Interesse der französischen Mathematiker näher ge- 
rückt worden sind und speziell in Herrn Carvallo einen begeisterten An- 
hänger gefunden haben, ist es als ein verdienstliches Unternehmen zu 
beiMelmeo, dab H«nr Fehr dmiselbefi Fachmiimera die Vorteile dieter 
Methoden nun anch auf demjenigen Gebiete vorgeführt hat, welches gecftde 
von df-n Mathematikern Frankrei< bs mit so lebhaftem loteresM betreten nnd 
mit so grolsero Erfolge angebaut worden ist. 

Über den Inhalt ist im einzelnen folgendee m berichten. In der Ein- 
leitung werden die lom Yersttadnie notwendigea Begriff» und FonnelB der 
Ausdehnungslehre zusammengestellt. Es werden Linientoil und Strecke 
nntorsrhifden , die äufseren Produkte von zwei und drfi Strecken gebildet 
und geometrisch gedeutet, sodann dos innere Produkt 2:weier Strecken, das 
innere Qoadnt und sein nnmeriscber Wert Bs folgt der BegrüT der Er- 
gänzung, das System der drei zu einander normalen Einheitsstrecken («|, ^) 
nebst der nnmerischen Ableitung einer bplifbig^^ n Sti»*ekp ans denselben, die 
innere Multiplikation zweier Fiächeur&umc, die Dttt«nuinante als Zahlfaktor 
eines inlseren IVodoktes und ^ Znsunmenhang der Einheiten mit den 
rechtwinkligen Koordinaten, üm seUielslich eine Raumkur\e darzatteUea, 
wlnl cli»' StrM'lcf zwi^^rbfn eiiicin Kiirrrnpunlitp j\f und dein Ansgai^- 
punkte 0 der drei Einheitsstrecken durch den Ausdruck bestimmt: 

wobei Xj, j-j, jr, Funktionen einer unabhängigen reeUen Viriable I räld, 
sodab die Qleidiang achliefiilioh die Form erhält: 

Die Gleichung einer Fläche unt/rsiboidt t sich Ton der vorstehenden nur 
dadurch, dafs x als Funktion zweier Variablen « und v erscheint T»io 
Bezeichnungsweisen sind die der Ausdehnungslehre, in der Terminologie toigt 
der Verfasser zum Teil Hamilton, anch Bnrali-Forti. Doch sind andi 
Awdrlleke anderer Autoren viAi imenrtUint gelassen. Ebenso fehlt ee 
nicht an sachlichen Hinwci?5en anf verwandte T'ntei-suchunpcn 

Nach diesen V'orbereitungen werd<'n im trstcn Kapit^'l der Arbeit die 
iiLaumkuiv<;n behandelt, die Gleichungen der Tangente, der Nurmalebene, 
Sdimiegungsebene wid Hanptnotmale aofgestellt. ffier wie in der darauf- 
folgenden Krümmnngstheorie stimmen Methoden und Resultate im wesent- 
lichen mit iloiipn von Orafsmann überein. Jedoch beschränkt sich Fehr 
mehr aut das Hauptsäcidichste und fügt andrerseits noch einen Abschnitt 
Aber die dritte Krftnunung mit der Laneretschen Formel, betreffend den 
Zusammenhang der drei Krümmungen, hinzu. — Das sweite Kapitel bringt 
die Elfineiiie <]fr Fliiclientheorie, ebonfrills in der llauptsaclie in fTierein- 
stimmung mit (irafsinann. Nach Detinition der krummlinigen Koordinaten 
{/ und V werden die Atisdrücke für das Linien- tmd das Flfichenelement 
anfgeeteUtw Dnreh Einftthrnng der Tangentenstrecken l« nnd {« an die 
KoordinatenkniTitt («) und (v) wird bei der Darstelltmg der Fundamental- 
beziehungen erster und zweiter Ordnung eine wesentliche Vereinfachung 
erzielt Es wird ferner der Wmkel einer Kurve mit den Koordinatenkurven 
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und dis Bedingnng der OrihogoiiallcurTOi bcstimiiit. AnTierdem wird dem 
NatM der isothermischen Kurven eine kurze Bcirftchtung gewidmet und ge- 
zeigt^ wie die erst<>n Ablpifimgen der Neigungsstrecke lg in Funktion der 
ersten Ableitungen von r dargestellt werden können. — Das dritte Kapitel 
besdiftftigt äick ndi der Krflmminig der wS einer FUdie gesogenen Idnien. 
BSi irird der Satz von Meusnier ab^'elcitet (ftwas abweichend von Grafs- 
mann), sodann die Ausdrücke für die Kriitmniing der Hauptschnitte nebst 
den Hauptaricbtungen und Hauptkrümraungsradien, endlich die Eulersche 
Formel wat xwei yeriehiedenen Wegen. — Das -vierte Kajriiel bandelt Ton 
der ErUmmiu^ der Flltchen. Die allgemeinen Formeln der totalen Erttm- 
mnng werden nnf i^nr. Tipgelfliiche angew^endet, di<* mittlere Krtlmmiing 
führt zum Betritt der Mmimaldiichen. Ilinzugefilgt ist ein Abschnitt über 
die sogenannte mittlere quadiatist-he Krümmung C^, deren Begriff von 
Gasorati eingeflUirt wurde, und die mit der totalen Krflnunnng 0« nad 
der mittleren Cf dnrdi die einfaehe Formd mammeiililngt: 

Jm letsten Kapitel werden die wichtigsten Linien auf oner Flftohe nnter- 

sucht. Der Verfasser geht von dem konjugierten System aus und behandelt 
die Krümmtingslinien als Spezialfall der konjn{,nei-t«n. nämlich unter der 
Annahme, daTs die letzteren ein orthogonales System bilden, wahrend Orafs- 
mann den umgekehrten Weg einschlägt Es werden dann unter Yoraus- 
aetrang voa bfinunnagslinien als Koordinatenknrren noch weiter verein- 
fachte Ausdrücke für die Krümmiingsradien und die KrümmnngPn einer 
Fläche gegeben, woran sich das Dupinsche Theorem schliefst. Es folgen 
die asymptotischen und geodätischen Linien nebst einem SchluTsabsdmitt 
(Iber ^e geodfttiiclie KrUmmung. 

Im Vergleich mit der Grafsmannscthen Arbeit ist die voriiegeode 
vielfach kürzer gefafst, weist auch gelegentlich auf die ansführlicheren Dar- 
legungen jener Arbeit hin und geht endlich inhaltlich weniger ins Einzelne, 
ftigt aber einiges Nene binsn. Neben aUeo den nnvermeidliehen Überein- 
atimmnngen, die sirb aus der Gleichheit des Stoffes und der Methode er- 
gebeSf '/."\r^ f^if F' lirsche Arbeit doch sownbl 'ti der Anordnung des Stoffes 
wie in <ier IJehandlungsweise ein ausreichend originelles Gepräge, um für 
ihr Studium auch bei denjenigen Leser Interesse zu wecken, der die 
OrafsmaniiMba Arbeit bereit« kennt. 

Hagen L W, ^ V. Soblbobl. 



F. Klein und E. Blecke. Über angewandte MathMnatik und Phyalk 

in ihrer Bedeutung für den Fnterrii'bt an den böberen Schulen. Vorträge, 
gehalten in Göttingen, Ostern 1900, bei Gelegenheit de« Ferienkurses. 
Mit einem Wiederabdruck verschiedener einschlägiger Aufsatze von 
F. Elelll. Mit 84 Textfignren. Leipaig und Berlin 1900, B. O. Teabaer. 

\TT, 252 S. 

Die Herausgeber haben in einem Vorworte die Fragen nSher bestimmt, 
auf welche die Mehrzahl der Ostern 1900 von den Göttinger Professoren 
der Mathematik und Physik abgehaltenen Ferienkurse die Antwort erteilen 
sollten. Sie lauten: Waa lind angewandte Ibtliematik und Physik im 
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Sinn« ävr nmtn nüfiuigsordamig, und was b«d«ateB rie fdr die hQhereii 

Sdinlen? Wie kann der Lehrer sich nötigenfalls durch Selbstanterricht 
die prfordcrlichpn Kt'nntnisse erwerben? Wie anderersoits sind mit Rüf^k- 
sicht aat das Bedürfnis der Schulen wie der Wissenschaft üb«riiaQpt untrere 
bezüglichen Umversitätseinrichtungen zu ergänzen? In einem Kadnrofte 
hnben alednnn die Hermisgeber von den Gegnern gesprochen, welche teils 
an üniversitriffn, t»^ih an technischen Hochschulen den durch sie in Hoffinpcn 
geschaffenen Einrichtungen erwachsen sind. Man sieht daratis, dafs es rorlit 
eigentliche Orationes pro domo waren, welche damals gehalten wurden, 
weldie jetrt im Drucke Tereinigt rind, und wer noch iweifellnft wire, 
dem würden die in den gleichen Band anftrenoramenen Vortlage und Auf- 
sfltzf des Herrn Klein fiT)or die WiedtToinfüpnng in dpn Lehrpinn der 
UniTersitat von Dingen, welche seit kaum einem Jahrhundert sich ans ihm 
abgeiweigt baben, ineoweit ae damals schon Toriumden waren, Oewifidiett 
geben. Ein in einer bestimmten Richtnng bdefamnder, natorgemKlfl etwas 
poleraischor Zweck lap mithin den VortrHpen ?n Oninde. wenn anch die 
Form der Prilemik durchweg vermieden, dort wo sie im Anhange früher 
vorhanden gewesen, wesentlich gemildert erscheint 

Siratlielie Vorfcrlge sind aber anch an lutd Ar adi belehrend, und 
et will uns dem Charakter unserer gewöhnlichen Berichterstattung ent- 
sprechend erscheinen, in diesem Sinne auf deren Inhalt aufinerksam m 
machen. 

1. Zur Gesehii^ des phjgikaHsohen Tnstitnte« und des phjsikalisdien 

Unterrichtes an der Universität Göttingen. Von Ed. Riecke. Eine fesselnde 
Darstollunp der werliselvollen Pcliirksnlc dieses Tjehr/v.T-i c"'' entrollt sich. 
Segner, Kästner, Tot)ias Mayer, Vater <fc Sohn. Lichtenberg, 
Wilhelm Weber sind die hekanniesten auftretenden Namen. 

9. Allgemeinee Aber angewandte Matiiematik. Ton F. Klean. I>er 
Lehrplan, welcher den Göttinger Vorlesungen fBr mathematische Lehramts- 
kandidaten zu Grunde liegt,, ist entwickelt. Als Endziel wird anpp!?trebt, 
dnrch Zosanunenwirken des Lehrerkollegiums die AUseitigkeit nutzbar zu 
madien, die ein Oatirg sebriftstelleriscb Tereinigte, wenn er aneh TerRchmShte, 
sie als Lehrer zu bethStigcn. 

3. Über techniselie Mechanik. Von F. Klein. Die terhni^ehe Mccha» 
nik wird im Gegensatze zu der reinen, theoretischen, oder wie der Vor- 
tragende sie nennt, zu der klaasischen Mechanik gestellt. Bewegungs- 
endiiÜRUigen nngemem Terwiekelier Art, deren Unpiiuig yielfach nur 
manpelliaft bekannt ist, werden studiert. Dieser Eigenart der Aufgabe 
entspricht eine Eigenart der Behandlnnp. Man sucht nicht die wahre, 
sondern nur eine von der wahren so wenig als möglich abweichende Lösung; 
man sacht sie auf dem Wege der Annihenmg; man bedient sieh deshalb 
eigens zu diesem Zwecke erfundener, insbesondere graphischer Methoden. 
Grade die Fr^innimtr snlrher Methoden und die Au'^ Scheidung des in erster 
Annäherung zu Vernachlässigenden hat der eigentliobe Mathematiker zu 
leisten. 

4. t^er darstellende Qeometrie. Von Fr. Schilling. An eine Sehil- 

derunp der T-ehrmittel nnd Lehn-Jlume fQr den T'ntemeht in dar.sfr'lrn'ler 
Geometrie knttpft sich in Cestalt der Überschriften von 36 Paragraphen 
das Gerippe des Lehrganges selbst. 
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5. EinftUmmg is die Geodftsie. Von E. Wiechert. Bise ziemlich 
ansfOhrliche Boschrcibung oinfaohcr fcldmcsserischcr Hilfsmittol uud der 
damit zu lüsondon ATifcalM^n sot/t doii Tjcser in den Stand, lohrcnd anf 
diesem Gebiete 2U wirk.eu, vorausgesetzt allerdings, dal» er das Können üicb 
aneigne, weldies bei Beantnmg beseluriebeneii Voniditiuigen weit wklt> 
tiger als das Kennen ibL 

6. Über Vfi sichpmngsmathematik. Von G. Bohl mann. Per Vor- 
tragende erörterte besonders eingebend die Anfertigung von äterblichkeits- 
talWIii unter Berflokacbtigung der wiiditigen, allerdiüigs «ich elwms schwie- 
rigen Arbeiten TOn Knftpp und Ton Lexis. 

7. Über Wanneltraftmaschinen. Von Eut'. Vr^vfr. Als Hauptinhalt 
dürfen wir die Angabe der bei solchen Mascbiueu erzielten tliatsSchlicben 
Wirkung im Gegensatze zur rechnungsmäfsig möglichen Wirkung nennen. 

8. Ober Blektroteeboik. Ton Th. Des Coudres. Di» Übcnrschxiften 
der nur wenig mit einander in notwendigem Znsammenhange stehenden 
ünt'^rfibteilungen sind: das macnetischf FHd, das Ohmsrhp Oesetz, Dynamo- 
cbarakteiistiken , Temperaturgleicbgewicht der Maschinen, wirtschaftlicher 
Qaenchnitt und rentnble Spannung, Weehselsirom^ die GVÜanger elektriwhe 
Centrale. 

■piocoe sind die dem Dniclce ülK-igebt nen Vorlosnnpen aus dem Ferien- 
kurse. Der Anhang vereinigt folgende vier Arbeiten von F. Klein. 1. Über 
den Plan eines pby^kallsch-teehnisclien Instituts an der üniTeraitilt GdtHngen 
(1896). 2. Die Anforderungen der Ingenieure und die Ausbildung der 

mathfmatisrlipn Lehramiskandidaten (1896). 3. FnivrrsitUt und teohniscbf 
Hochschule (1898). 4. Über die Nciir-inrichtungen für Elpktrotechnik und 
allgemeine technische Physik au der UuiversitÄt Göttingen (1899). 
Heidelberg. H. Oaktok. 



Eugen Netto. Vorlemuigmi flb«r Alcelnw. In awei Binden. Zweitear 
Band. XII -f- 619 Seiten mit eingednudrten Holascbnitten. Leipng 

1900, Teuhner. 

Mit dem jungst erschienenen zweit^^n Bande kommt das p-ofse Algpbra- 
werk des als Kenner und Forscher der Algebra gleich hochgeachteten Herrn 
Verhaun fnm AbschluTs. Der erste Band, der 1896 erschienen ist, wurde 
in der historiedi'lHiterariscihen Abieilnng der Zeitsehrift fttr Mathematik nnd 
Physik. Bd. 1,3, anpezf'if.'t und pfwilrdipt. Der vorliegende zweite Band 
schlipfst sich mt-thoilisch und saclilich eng an den ersten an. Herr Netto 
zeigt sich in Ansehung der Methode auch hier als überzeugter Purist; er 
belumdelt die ^Algebra** mit mOgliebst rein und avsfUirlidi entwiokdten 
„algebraisehen" Methoden. DnentbelvHch war seUieftlieh nur die Hinzu- 
nahme der GrTuppentheorie. Die peompfri.schen Entwickelunpen ühpr die 
Wendepunkte der Kiu^en dritter Ordnung haben nur den Charakter eines 
bflilftnfigen Beispiels, und die TJntersachungen S. 374 if., algebraiache 
Zahlen betreffend, vei-meiden arithmetisehe Gesichtspunkte fast ganz. Um 
80 ausgiehiger kommt di>' eigpntlirhe Algebra in Hcmi Xettos Werk zur 
Geltung, und es eröffnet sich namentlich auch ein übersichtlicher Blick fiher 
die weit verzweigte algebraische Litteratur. In der That dürften die viel- 
seitigen Utterariseben Angaben des Verfiusers, welche durob ein am Schlüsse 
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•Dgefllgtes Nanwmpegister nodh «rhOht zu^ngUcli -wurden, e&nm be80iid«r«n 

Wart des vorliegenden Werkes darstellen. 

Die (inippi'nthporit' Lat Herr Nptfo um einipe neue Benennun^yen be- 
reichert. Das Wort ^ubgruppe" statt „Untergruppe" ist zwar nicht so 
dratsdi, liat diftr tber Ewä BueliltalMn weniger; übrigens bttte diM» B»> 
nennnng wohl S. 236 hei Einfllhnuif der gruppentheoretischen Tflnaiiio- 
lopif genannt wcnlpn können. Etwa.« fronidartig bf-rühren die Benennungen 
.,conjuge" nnd „autojuge" Untergruppe Eine „autojnge rnterpruppe" heifst 
sonst eine j^onotypische'^^ „selbst-konjugierte*' oder „ausgezeichnete" Uuter- 
grappe oder andi ein f^enmlteUex^. Yeifuser Ütt die toh engUiehen 
Autoren hergenomnMne Bezeichnung „selbst'konju gierte'* Untergruppe für 
die treffendste, wogegen jedoch zu erwidern ist, dafs jede Gmppe «ieh selbst 
koi^ugiert ist; denn sie wird jedenfalls durch ihre eigenen <>perati()nea 
in rieb eelhet tnnafermiert Jha Beate an den Beseiobniingen .,coujug" 
tind „antojug** wflrde nnzweifelbafi lein, wenn sie allseitig aeteptiert und 
aussehhefsUch in Benntzung genommen würden; doch liifst sich da? rv.<'ht 
erzwingen. Übrigens ist Kurze der Bezeichnung gewifs gut; dafs m&n aber 
auch mit längeren Bezeichnungen, wenn anders sie sinngernftüs sind, ganz 
gut auskommen bum, zeigt ims daa Briapiel der CSiemiker in ftbeneogender 
Weise. 

Der AbschlnTs des ersten Bandes liefs die Verrnntung zu, dafs der 
zweite Band zun&chst die algebraische Auflösung der lileicbungen weiter- 
fördern mOebte, insowAt diese ebne anafllbilicbe Henuuiebung der Gmppen- 
tbeorie duTohAbrimr ist. ^dessen unterbricht Verfaaier diesen Gegenstand 

zunächst, um sich znr Theorie der Eliniiiiatinn 7.u wenden, deren Ergeb- 
nisse ^äterhin zur Verwendung kommen. Vorausgeeandt wird erst noch 
ein Abschnitt über ganze ntionale Funktionen mebrerer Yariabeln, deren 
Irrednnhilitit, sowie deren Wmrxd^ateme. Die EKminationsibeorie, welcbe 
die Vnrle<rangen 3,3 bis 47 umfafst, ist so reichhaltig nnd erschöpfend an- 
gelegt . dafs kein irgend wesentlicher Zweig diese«? ricgonstandes unlierück- 
sichtigt geblieben ist. Der Leser findet hier die grundlegenden Sätze über 
Besnltanten und Eliminanten, die EUminationsmeihodeii von Kroneeker, Ton 
Cayley-SylTeater, die Theorie der Diskriminanten u. a. Auch die Charak- 
teristikentheorie, vermöge deren Krön eck er eine weitgeheivb' Verallgemeine- 
rung der Sturmschen Sätze erzielte, tindet hier ihren Hätz. Der funda- 
mentale Satz TOD Hilbert, dafs man in einer iiredimblen ganzen ganz- 
zahligen Funktion der (m -f- ») Variabein jTj, x,, • • •, jr„; 9ii 9t* " '* !f» 
den letzten n Variabelti stets solche ganzaaUigen Werte beilegen kann, dafs 
eine „irreduzible" Funktion der Xj, a^, • • as» resultiert, wird in einer 
besonderen Vorlestmg bt.hauilelt. 

Im IttnAen Abst^tt (Torlesnngen 49 bis 68) wird erstlich die am 
Schlüsse des ersten Bandes unterbrochene algebraische Auflösung der 
Gleichungen insoweit fortgefQhrt, dafs die cyklischen Gleichungen sowie die 
allgemeinen Ah eischen Gleichungen ohne Zuhilfenahme des Gruppenbegrifb 
behandelt werden. Dann aber folgt in neun Yorlesungen die Tbeorie der 
Substitntionsgnippen, wobei der Kontinuiat halber die Ab eischen Gruppen 
voranstehen. Nach allgemeinen Betrachtungen über die Gesanitgntppe aller 
nl Substitutionen, sowie Über alternierende und cyklische Funktionen 
wendet sich die Darstellung gleich wieder im speziellen zur linearen Gruppe, 
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wo der tnaSra FaU weg»ii wamar Anwendungen im Gebiete der ellipftisQhai 

Funktionen besonders interessant ist. Demn&chst greifen algebraische Ent- 
wickelungen über die zu den finzelnpn Untergruppfn t?ehör«»nden Funktionen- 
gatl^mgen, über Besolventenbildung u. s. w. mit dem weiteren gruppen- 
theoretiechen Ausbau die Komposilaon d«* Gruppen^ die Galoissdie Gruppe 
einer Gleichung, die Tnutnthritßt und Primitivität u. 8. w. betreffend in 
einander. Ehe <lie Anwpndnn^' der rinipp^^ntheorip tut Oewinnunp der 
fundamentalen Theoreme Ober algebraische Auflösung der Gleichungen, über 
auflösbare Gleichungen von Primzablgrad u. s. w. behandelt werden, lind 
in einer besondoren Vorlesung die Begriffe des Rationalitttsbeireiches, des 
Gattungsbf'tf icht":. '1er Adjiinktion von nntflrlichen, hrj. accpssorischen Trra- 
tionaiitäten u. s. w. /u t'titwickein. Mit den alsdiinn folgorKk-n Bätzen 
über algebraische Auflosung der Gleichungen erreicht die Darstellung ihren 
HShepunUh Als Anwmdnngm werden einnal die beioi Probien der 
Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung auftretenden Gleichungen behan- 
delt, andererseits sind die beiden letTfpn Vorlesunpen dpii Hljtrebraisch auf- 
lösbaren Gleichungen fünften Grades und der allgemeinen Gleichung dieees 
Grades gewidmet. 

Bei der erschöpfenden Art^ mit welcher der Herr Verfasser seine 
(^fp^n stünde zu behandeln pflegt, war ps ihm unmöglich, ohnp wpit mrhr 
Kaum zu brauchen, alle mit dem let ♦« n Abschnitt in Berührung stehenden 
neueren Untersuchungen anderer Algtbraforschcr zur Darstellung tu bringen. 
Indessen besfedit nad^ «ner Andeutung des Yerfaseers die Hoffirang, dab er 
in dieser Hinrioht bei anderer Gelegenheit noch «ine Er^tatnug nachfolgen 
lassen wird. 

Braunschweig. FaiCKS. 

La Pirapoetaiir. Apparsil inTente par Cli. t. Ziegler. Gen&ve. Inbraiiie 
B. Burhhanli 1899. 14 8. 

Es gielit mancht' Apparate, mit denen aus Grund- und AufHfs ein per- 
spektivisches Bild pezeichnet werden kann. Zu <len einfachsten gehört wohl 
der ,rPerspecteur", und deshalb machen wir hier auf denselben aufmerksam. 
Dereelbe gleicht einem Zirkel, durch dessen Kopf C aufiier den 2 Annen^ 
noch eine Csste Stange geht. Die Arme können bei der gleichzeitigen Be- 
WPpung stet.s so einpo.stolli werden, dafs ihr Winkel durch die feste Stangp 
halhiert wird, ist dann C das ProjeVtionszentrum (.\uj^'e). und durchläuft 
die Spitze des einen Annes ^le directeur) eine Figur (GrundriTs, Fayade 
etc.), so seichnet der andere Arm (le traoeor) auf jede beliebige Ebene daa 
perspektivische Bild. Zum praktischen Ophrauche sind mit dem Apparate 
noch 3 Ebenen in Verbindunp' j,'eliraclit, welche leielit als Grundrifsebene, 
AufriTsebene und perspektivische Bildebene eingestellt werden können. 

Besonders bequem gestaltet sich die Anwendung des Apparates, wenn 
aus den Höhenkurven einer* Karte das Panorama in VogelperspektiTe ge- 
zpichnet werden soll. Die.se AiifLral>e führte den Frfindpr zur Konstruktion 
des Appai-at«s. Er läi'st sich aber auch zur Herstellung von architekto- 
nisches Perspektivbildem benutzen. 

Zflrich. OsMunAX "Bbwl. 



Kesennonen. ^05 

¥• Hofhlmilll. über eiiM Art der Bneognng der Kurven dritter 
TTlBHirft mit einer Doppeltangente. Leipzig 1899, B. G. Teubner. 50 S. 

Es ist eine durebans fleilsigo Arbeit. Doch dürfLp den Yerf , '^'t eine 
Fortsetzung seiner Untersuchungen in Aussicht stillt, eiue genauei"« Kennt- 
nis der Litterator, z. B. der Theorie der melndeutigcu geometrisoheo Ele- 
mentargebilde nnd der algebraischen Konren and Flächen als deren Er- 
zeugnisse von Emil Weyr, Leipzig, B. G. Teubner 1869, beleliren, ilal's 
die von ihm behandelte AiitVabe bereits trclöst ist. Insbesondere sind die 
von ihm ,^karnerend" genaontcu Fimktreihen als einzweiiieutige Gebilde 
lingife bdiauint 

Berlin. E. Jahkkb. 

Felix Miiller. Mathematisoliee Vokabularium. Franzosisch-deatsch und 
deutaeh-firansSBiKh , enthaltend die Kunstausdracke ans der rnnen nnd 

angewandten Matbematik. Krste Hälfte: Französiscb- deutscher TeiL 
Iieipdg 1900, B. G. Teubner. Paris 1900, Gauthier-Villars. IX, 132 a 

Wem, und wäre er der französischen Sprache noch so miiihtig, wäre 
es noch nicht vorgekommen, daüs er beim Lesen einer französischen Ab- 
iiudlung über ein Wort straudielte, von welchem er nicht gleich wufste, 
welchem in Deutschland üblichen Ausdrucke es entspreche? Nimmt er aber 
das beste, das vollständigste Wörterbnrh ztir Hand, SO bleibt er ratlos wie 
vorber; denn es enthält das betreffende Wort entweder überhaupt nicht, 
oder doch nicht iu dem fachmännischen Sinne, dessen er bedarL Genau 
ebenso geht es nnfwen westlichen Nadiburen beim Lesen einer dentiohen 
Abhandlung Uber reine oder angewandte Mathematik. Die Klage ist alt, 
eine Abhilfe schien schwer. Herr Müller hat gezeigt, dafs sie nioL'bcb ist. 
Wir haben heute die erste Hälfte des mühsam vollendeten Buches, den 
framtSsisch-deatschen Tal, vor uns, dem der deut8ch-fi«nc08che naohfolgak 
•olL Ein derartiges Buch liest man nicht, kann man nicht lesen. Man kann 
nur Stichproben an.-tellen, und das liahen wir gethan. Wir haben dip nus- 
gefalienstcD, die landläohgsten Wörter aufgeschlagen. Jene fanden wir nicht 
unerwähnt, an diesen war der Verfasser nicht achtlos vorübergogaugen, ein 
Venehen, welches nur m leicht voriconunt Wir linden flheerall, wo wir 
nachsuchten, die richtigen f^bersot/.ungen , aber mitunter auch noch mehr, 
nämlich die sehr erwünsibto kurze Angabe, wann und von wem das Wort 
gebildet oder in facbwisseuschaltlichen Gebrauch genommen wurden ist. 
Wir kOunen das Buch mit gutem Gewissen anft dringendste empfehlen. 
Es gehört unbedingt in die Bibliothek einer jeden Mittelschule; aber auch 
der einzelne Mathematiker wird, sufem er in bleiliender Verlündung mit 
seiner W^issenschaft zu stehen wünscht, kaum onihin können, den „Felix 
HflUei^, wie das Vokftbidarttun bald kurzweg haiften dflzfte, naraicihnflen. 

Heiddberg. H. Canron. 

0. Dliobek. Lehrbnoh der analytischen Geometrie. I Teil Ana- 
lytische Geometrie der Ebene. Berlin, Hans Th. HofiiaanA, 1900. 

350 S. 8» 85 Fig. 

Eei'ereiit ist hüuhg von Studierenden der technischen Huchschuie ge- 
beten worden, ihnen ein Ar sie geeignetes Lehrbuch der analytischen Geo- 
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metrie zu nennen, und ist dabei immer in eine gewisse Verlegenlieit gekonmien ; 
gerade deshalb begrüfst er mit besonderer Freude das vorliegende Work, 
dessen Verfasser, ein langjähriger, bewährter und beliel)ter Dozent der Char- 
lottenburger Hochschule, es verstanden hat, in suiuem Buche den frischen 
lebendigen Stil des mBndUidieD Toitnges fbetsabalteii; die Pl:obleai» weideo 
nicht blofs gelöst, sondern es werden auch genau die Schwierigkeiten hervor- 
gehoben, die Klippen, an denen der AnfUnger scheitern kann. Die Elemente sind 
musterhaft klar und breit dargestellt, nirgends aber wird dem Loser das eigene 
Nachdenken gespart; andi bei den einflachsten Ouigen werden die Benebungen 
zu tiefer liegenden Fngen sofgedeckt und aagen^ Jedem Paragraphen 
sind einige tibungsaufgaben angehängt: ihre Lösung erfordert nicht blofij 
genaues Verständnis, sondern meist auch l&ngere, algebraische oder numerische 
Eechnungen; im Anhang sind die IiOsnngen in kni^per Form mitgeteilt. 
Billige Angaben Aber den Um&ng das Stixes mSgen das Gesagte ergimen 
und bestätigen. 

Im ersten Absehnitt (§ 1 — ö) finden wir /unilrfn-t die Geometiie der 
geraden Linie und des Ötrahieu büscheis j die ganz auiilulir liehe Behandlung 
des BopfielTerhUtniBSes und der linearen Substitntioiien wird alsdann flir 
Perspektive, projektive und in volu torische Beziehimgen verwertet. Dann 
erst kommen die Koordinatensysteme, die Transformationsformeln und die 
Grundaufgaben der analytischen Geometrie zur Erledigung. Der zweite Ab- 
sdmift (§ 6 — Ii) erlfttttert die Begebungen zwiscboi Kurve and Gleudmng 
ausführlich an gut gewählten Beispielen, die historisch oder technisch interessa&t 
sind; es folgt die Parameter-DarsteUung, die Einteilung der Kurven. An 
die verschiedenen Eormen der Gleichung der geraden Linie knüpft sich die 
Einführung der Liaienkoordinaten; die Methode der abgekürzten Bezeichnung 
wird u. a. auf die Eeofiguraition von Perspektiven Dreieeken angewendet. 
Der dritte Abschnitt (§ 12 — 18) Itehandrlt Kreis und Kreisbüschel, die 
wichtigsten speziellen Eigenschaften und Erzeugungsarten der Kegelschnitte, 
die Diskussion der allgemeinen Gleiciiuug zweiten Grades, ihre Ausnahme- 
fUle und «anige aumerisdke Beispiele. Der vierte Absehnitt endlieh (§ 19 — 26) 
giebt eine Reihe von Erginzungen; er beginnt mit dem Transversalen-Satz 
und den Sätzen von Pascal und Brian chon; nach einer DarsUdlung der 
Determiuantenlehre folgt die Einführung homogener Koordinaten, die Theorie 
von t^ol und Polsre und swar auf quadratisehe und bilineare Formen geettttst, 
die projektiven Eneugungen der Kegelschnitte, EegelscbnittbUschet und 
Sehar, Abbildungen and geometiisohe Verwandtschaften. 

Berlin. Biobabd Mür.f.m. 



F. KlfMU. über die Neiieinric'htnng für Elektrotechnik und allge- 
meine teotmiaohe Ph^aik an der Universität Göttinnen. Mit einer 
Antwort auf die von Fkof. Slaby in der Etitiung des prsuükMobsn Heiren- 
baoses vom 30. Hte 1900 gehaltene Bede. Le^Hdg 1900, Bw Q. Teubner. 
83 S. 

Universität und tecliiii.sclie H'd.hsi.bule waren finst, insbesondere in 
Deutschland, Bildungsstätten durchaus verschiedener Natur. Die Vorbildung 
ihrer Zöglinge war eine versdtiedene^ und veiscbieden war, wie der Zweck, 
ancb der Inhalt des d<wt Gelefarten. Die techniscbe Hochschule war es, 
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wenn wir nieht aelir imOf welche den Gegenenii zuerst eimgarmabeii aus 

dem Wege räumte, indem sie die wenigstens tt-ihveise Ausbililimg von Mitt^^l- 
fchull ehrern auf ihr Programm setzte' un'l. uns diest-r Aiit'trabe gerecht zu 
werdeUi Vorlesungen halten iiels, au dtiuuu kaum je andere Zuhörer als 
solche, die sich dem Lehrfiache widinm wollton, toünalimen. Wir ennnem 
uns nicht, dafs die UniversltiteB versucht hätten, dem entgegenzutreten. Nun 
hat die Fniversitfit riöttingrn ihrtrseits einen entsprechenden Schritt gewagt. 
Sie hat Einrichtungen getroffen, und zwar unter Aufwendung reicher Privat- 
nittol gelroffen, wäche ee ihren Studierenden ermöglicht, Elehtroteohmk vnd 
allgemeine toehnisdie Physik theoretisch und praktiflch wa erlernen, ohne die 
Universität zu verlassen. Alsbald wurde wenigstens von Seiten einzelner 
Lehrer an ttc hnisehen Hochschulen lebhatter VV ideispruch erhoben. Herr Felix 
Klein hat m der uns vorliegenden Broschüre die Antwort auf diesen Wider* 
■proeh erteilt, wie ee eein Recht» wir mSchten fut lagen seine Pflicht war; 
denn nur durch seinen in alle in Betracht kommenden Schichten tief ein- 
greifenden Einflnfs ist der (Jöttinger Versuch möglich geworden. Was aus 
diesem Versuche schliefsiich wird, das ist eine gam andere Frage, und wir 
wagen ee nicht, den Schleier der Zukunft Iflften su woUm. Wird ee mög^ 
lieh sein, für lingere Dauer Privatmittel wie seither fiOssig zu machen? 
Wird der Staat mit KiUksifht auf «r-i-ltf' Krt<>!m. \ny d^n Rifs treten? 
Wird er es können, wenn etwa in dum kleiueu (truisher^ogtom Baden die 
beiden vorhandenen Univereit&ten auf ähnliche Erwmtantng ihrer Anstalten, 
ihrer Lehifarftfte Anapradi erheben, wfthrend sogleich die technische Hoch- 
schule in Karlsruhe mit Recht verlangt, in den ihr nötigen Zuwendungen 
nicht VPrk"Orzt 7U werden? Wird ein/ig Ofittingen au.sersehen bleiben, die 
glücklich zur üeltung gebrachte Doppelrolle weiter zu spielen? Daü sind 
Einzelfiragen, in weldie die oben gestelUe Fnge, deren Beantwortung wir 
verweigerten, serfiütt, und weUhe sieh hnoht tennehren lieften. 

Heidelbeig. M. Gamtob. 



P. Hauerbeck. Lehrbuch der Stereometrie nebst sahireichen 
Übungen und einem Abschnitt über KxyataUogmplüo. Stattgart 

1900. A. Bergsträfser. 291 S. M. 6. 

Die Stereometrie gehört zu den schwierigeren Unterrichtsgegenstanden 
am Oymnasinni. Die vorliegende Arbeit ist ein ansgeieichneter Wegweiser, 
um die mannigfachen Schwierigkeiten zu überwinden. Sie tritt den be- 
kannten Lehrbttchera von Hauck, Martus und Schwering ebenbürtig an 

die Seite. 

Der Verf. geht von dem Oencbtspnnkt aus, „das vielfach in neuester 
Zeit zu Gunsten der algebraischen Rechnung zurückgedrängte geometrische 
Moment wieder mehr zur Geltung /u bringen; denn die Hauptaufgabe der 
Stereometrie ist und bleibt die Pflege räumlicher Anschauung". 

Das Lehrbuch umfasst 7 Abschnitte. In den drei ersten (S. 1 — 59) 
werden die allgemeinen und besonderen LagenverfaXltnisse von Punkt, Gerade 
und Ebene besprochen. Hier wird u. a. das Dualitätsprinzip fder Verf. 
spricht vom „Gesetz" der Dualität; dieser Ausdruck ist wohl nicht ganz 
korrekt, da sich das Dualitätsprinzip doch nicht beweisen läistji erörtert und 
auf zahlreiche Bnspiele angewendet, femer der Desargnessche 6«ts hersage- 
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zogen, der überhaupt für eine Kiuführung in die Ranmanschatiung besonders 
geeignet ist, und im Anschlofs an Monges Geometne descriptive wird eine 
Einleitung in die Methoden der darstellenden Geometrie gegeben. Wie in 
«lleii TaUen der Arbeit, so findet neh auch luer eine Ffille tou Bei^ielen 

und Aufgaben. 

Der viei-te Abscimitt (S. 39 — 84) handelt von den natürlich vor* 
kouimeuden Vielfl&chnem , deu Krjst&llen. Gegenstand des fünften Ab- 
edmittai rind die Bedelrongen der Kugel su ibram SientralstraUenUbidel, wo- 
bei n. &■ das Dreikant und die Geometrie auf der Kugel untci-sucht werden. 
Der scekste Abschnitt beschäftigt sich mit den ümdrehungsfliirlif n Hior 
werden u. a. die Schnitte des KreiscyUnders und Kreisk^ek eingehend be- 
tiMthtet und ferner die belcanntesten Abbildungen der Kugel dargelegt. 
Der letzte Abscimitt enthält Berechnungen von Oberflächen und Baum* 
inhaltf-n von Körpom, insbesondere auch Aufgaben über ifaxima und Minima. 
Hervorzuheben sind hier das delische i'roblem, wo die von Arcbjtas und 
Meaächmus herrührenden Lösungen eines besonderen Falles und die ailgo- 
meine LOsung mitteta der Wend«^ und NeÜBchen Parabel dngebend bo" 
sprochen werden, femer das Cavalierische Prinzip (der Verf. spricht vom 
„Satz" des Cavalieri, obwohl sich derselbe bekanntlieh nicht bswoisen lafst) 
und die Simpson scheu Körper, welche die Eigenschaft haben, dafs sich 
der Inbalt einer iiur Gmndßldie paralleleo BchnittflAche durch eine ganie 
rationale Funktion von hdchitens drittem Grade des AbBtandei darstellen l&l^ 

Berlin. S. Jabmib. 



IL JMeltner. Vleleoke und TMlflaolka. Theorie und OeBohiohte. 

Leipzig 1900. B. 0 Teubner. 227 S. 

Seitdem durcli Clir. Wiener in seiner klassisclieu Schrift „Über Viel- 
ecke und VielÜache" die Theorie der regelmäisigen Polygone und Polyeder 
höherer Art sun Abeohlub gebracht worden iat, hat ^e Lehre von den 
dniwh Gerade und Ebenen begrenzten Gebilden bedeutende Fortschritte auf- 
zuweisen. Einerseits handelt es sich dabei um daj? noch heute ungelöste 
Problem, sämtliche von einer bestimmten Anyjthl Flüchen begrenzten Viel- 
flaohe SU bestimmen, ein Problem, das Herr T. Eberhardt zn einem vor" 
Itufigen Abecfalnls gebracht hat. 

Andererseits haben die Untersuchungen besondere Vielcrke und Viel- 
flache ZXU3X Gegenstand, die als gleicheckige, gleichkantige, gieichflächige 
n. s. w. bezeichnet werden. 

Auf Gnmd d«: Ori^nalarbeiten stellt der Verf. die Theorie der Viel- 
ecke und Vielflache lujd die Hauptzüge ihrer geschichtlichen Entwickelung 
im Zusammenhang dar, wobei er Wert darauf legi, mit mriglichster An- 
schaulichkeit in die vrichtigsteu Probleme einzutühren und Lücken er- 
kennen sn lassen, die ihrer AnsfQhnmg noch harren. 

Der StoflF ist in sechs Abschnitte gegliedert: A. Allgemeine Theorie 
der \rielecke. B. Besondere Vieb-. ke. 0. Allgemeine Theorie der Vielflai he. 
D. Theorie der Eulerschen Vieltiache. £. Die besonderen Euler sehen Viel- 
flache. F. Die besonderen Vielilache höherer Art 

Jeder dieser Absehuitte enthält längere historische Bemerkungen von 
hohem Interesse. Anfserdem sind neben den zahkeichen Figoren im Text 



S09 



7 lithographierte and ö Lichtdnick-Doppeltafeln beigegeben^ um eine mög- 
lidiffc ftiug«dflli]ite VenuueluiidkihnBg sd cntrabeiL Diese Beprodnktionen 

und nich Modellen ausgeführt, welche der Verf. beigestellt hat. 

Das hoctiintr'n'ssante W'vrk venlicnt \v«^it<'3te Verimttong Qlld SoUte 
in der Bibliothek keiner höheren Lehranstalt fehlen. 

Barlia. £. Jabmks. 



F. £nriqae8. Qaeationi rigiiardauti la geometria elementare trattate 
d* U. Ijnaldl* Bttronl, Ii. Boaidm, B. €!«I6, O. OMtolimovo, 
A. Conti, E. DanWto, F. Siuriqiiea, A, Oiaoomini, A. Oaarduooi, 
Q. Yitali, raooolt« e rmmUnfitir d» r. Xiiiiqa«k Bologna 1900, 

N. ZanicheUi. 532 S. 

Es ist eine Sammlung von Artikeln, in denen die Grundlagen und 
Fnadamentalprobleme der dementaren Geometrie besprochen weiden. 

Der erste Artikel, dessen Verfaaser der Herausgeber isfe, handelt von 
dpr wissensohaftlichen und didaktlschfn Bedentim-r ^ier Fragen, die auf die 
Prinzipien der Geometrie Bezug haben. Im besonderen bilden den Gegen- 
stand von Artikel 2 — 6: die verschiedenen Definitionen der Geraden und 
der Ebene, die Verwendung der Kongnienz und der Bewegung sowie der 
Stetigkeit in der elementaren Geometrie, die Theorie der ÄqniTtleni und 
der Parallel pnthf'orie sowie die nichteuklidische rrpometrie. 

Die übrigen Artikel 7 — 14 bescb&ftdgen sich mit bestimmten Problemen 
der Elemeniaiigeometrief nimUch mit den verseUedenen Metiioden, die 
bei der LOeong geometrischer Aufgaben nur Anwendung koiniTion, mit der 
Lösimg ppomctris'i her .Auf;^;iben sei es allein mit Hülfe des Zirkels, sei es 
mit Hülle von Zirkel und Lineal, mit der algebraischen Auflösbarkeit der 
Gleichungen mittelst Qnadratwnneln, mit der Konvbmktion des regulären 
Zehaecks, mit der WOrfelverdoppelong nnd WinkeldniteUaag und endlioh 
mit der Quadratur des Kreises 

Ht'f. möchte diese Gelegenheit bt-nutzen, um auf ein itit'Tessant*?« Ge- 
biet der elementaren Geometrie hinzuweiüeu, das noch wenig verbreitet sein 
dOrftei dae aber, neileicht mehr als mancher der obigen Artikel, verdiente 
dnrdi Aufnahme in eine solche Sammlung weiteren Kreisen bekannt zu 
werden, ich meine die tqh £. Lemoine begründete „Q^om^trogruphie'*. 

Berlin. £, jAmnui. 



Lagrani^c (1 77'2'i und Cauehy (IBiy). PartieUe Differentialgleichungen 
erster Ordnung, herausgegeben von Gerb. Kowalewski. Leipzig 
1900, Ihigelmaas. 64 S. (Ostwald's Ktasiiker Nr. 113.) 

Zehlreiohe SehrifMeller haben sich in laUretohem Abhaadliingen mit 

den partiellen Differentialgleichiugcn erster Ordnung beschäftigt, bevor die 
Aufgabe ab gelöst betrachtet werden durfte. Durch Herrn Kowalewski 
sind zwei dieser Arbeiten in deutscher Übersetzung herausgegeben, eine von 
Lagrange nnd eine Ton Canehj. Jme leistete die ZurflekfBfarang auf 
lineare partielle Differentialgleichungen, wenn auch zunächst ohne diese 
letzteren zu integrieren. Die«»* ying von dem Falle 7v.'(>ifr unabliüngigen 
YeränderUchon aus und suchte bei der in diesem f alle leichten geometri- 

AicUt du MAUMUftUk uid Statik. UL A«Ui«. 11. 14 
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sehen Deutung eine durch eine gegebene Kurve hindurchgehende Integral- 
flSohe sa gewiimeii. Benr Kowalewski seigt in lemem ZnsKtmi, m» die 
Methode Lagrang von Monge, die CftOchyB Ten Lie mr Klarheit und 

Anschaulichkeit gebracht wurde. 

Heidelberg. M. Camtob. 

H« Potncai^. fflnteuitique et mdcMilniie«, potentiel «t m^omigtue 

des fluides. Cours profess^ a la Sorbonne. Bidig^ per A. Guillet. 

Paris 1900. Carre et Naud. 385 S. 

Das Werk ist aus Vorlosungen henorj^ogaugon , die der berühmt»? 
Verfasser an der Sorbonne gehalteu hat £s bestubi aus zwei Teilen, deren 
enrter von der KinematilE handelt und die Theorie der wichtigsten ICecha- 
ttiemen bringt, während der iweite daa Potential nnd die Hjdrodjrnatnik 
nun Gegenstande hat. 

Der erste Teil ist der ungleich interessantere, er enthält eine durchaus 
eigenartige Dsntelliug der Einematilc. Die geometrischen Hellioden treten 
im allgemeinen hinter den analytischen zurück; und um beiden Richtungen ge- 
recht zu werdi'ii, kommt vielfach (11»' Vokf orimlhfüiie zur Anwendung. Diese ver- 
leiht gerade dem einleitenden Kapitel eine bemerkenswerte Klarheit und Jilleganz. 

Unter den Ühergangsmechanismen werden mit besonderer Ansftthriich« 
keit die Zahnräder behandelt und im Anschlufs das schraubenförmige Ge- 
triebe VOM Hnoke xitul White, das konische Getriebe und das cardanische 
Gelenk, welche s!lmtlich die Kreisbewegung wieder in eine Kreisliewegiing 
umsetzen, bodauu die Pleuelstange, der ^Kcenter und der Stephenaousche 
Sdiieber, welche ihrerseits die Kreisbewegung in eine hin- nnd hergehende 
geradlinige umwandeln, und endlich das Wattscbe Parallelogranun, welches 
eine hin- und hergebende Kreisbewegung in eine hin- und hergebende gerad- 
linige Bewegung umsetzt 

Ln ersten Kapitel des zweiten Teiles wird der Begriff des Krafiflnsses . 
eingeführt und in seiner Bedeuttmg dargelegt; das zweite Kapitel bringt 
das Green. sehe Theorem nebst Ainveiidungen, das dri*tf^ enihült die An- 
ziehung des Ellipsoids. Der Vert. bedient sich hier der elliptischen Koor- 
dinaten, führt die korrespondierenden Punkte ein nnd gelangt zun&chst 
Slir Anziehung einer unendlich dünnen EUipsoid-Schale auf einen Punkt. 
Um die Anziehung eines FIlipsoids auf einen ftuAersn Punkt zu finden, 
leitet der Verf. das Ivo ry sehe Theorem ab. 

Das vierte und füutte Kapitel b«liandelu die Hydiodt&tik und H^dro- 
djnatnik, insbesondere die Grlei<^gewiolitsbedingttngen sehwinunender Körper 
und die Helmholtssehen Wirbel. 

Berlin. B. Jauikb. 



Bemerk II iijT. — Die in Bd. I dicsor ZuiUcli rifl S. 3Gü gedruckte Besprechung 
der „Elemente der Stereometrie" von ti. IlolzmüUer int ohne lorwissen 
des Ueferenten veröffentlicht. Nachdem Henc G. UolzmüUer seiu genanntes Werk 
am der Sammlnng Schubert heramgenoinmeii und «elbitftndig publiziert hatte, 
wurde die erwähnte BcFprechnnf^ .sL•it^•ll^i des liefereuteii zurückgey.oj^eu. Der Ab- 
druck eetchah nur infolge eines durch den liedaktionswechsel der Zeitachritt 
bagrflnaeten Terseheas. 

Braunechweig. VaumM. 



Vermischte MitteilungeiL 



t AiiiSs»b«a und LriuwttR. LösuagtiL 

2G. Lors(]u'une courbe Ä «ti tOMeptible d'etre dicvito par point8 
Uetermiues avec la regle et le compas et qn'on veut placer tm point Je A, 
on peut le £üre d'un nombre infini de manieres suiTant les donees que 
l'oB choiait pour determiner la courbe et suiiraiit las teoremes que Ton 
tpUqae ponr «n dMaire ]* porition du politi 

Le coeficient de simplicit^ du simbole geometrografique du trac4 le 
plus simple qne Ton trotjvp ponr nn poitit de A en partaut de certaines 
tUmees qm determinent la courbe, sera dit la simplicitd ponduele de Ä 
coretpondaiU A ee» denüs. 

Le groupe de don^ .s (jui conduira pour pbHier un point de ^ k 1a 
simplicite ponctuML' la plus pctit«', sorfi «lit Ir ffrmipr gmmftrografiqflf ponc- 
tuel de A et co^Üdent de sunpUcite de ce traoe le plua simple, sera 
dit: la simplaiU' pomitvMe abtchte de A. 

Pour fixer les id^ aoposons qa'il s'agisse d'^tadier a oa point de Tue 
le plarr d'un point de la courbe A qui seralt vuie Aipsp. A pput ?trp 
detinie »'n gnindt-ur et eri ilirwtion l" par I'üxc focal tt los foytTs; 
2*^ par ü poiuiü^ 3*' par un ax« et uu puiut-, 4" par un tuyer et '6 pointä etc. etc. 

n a'agit d'4tadi«r la eiaytUeiU potieltaHe de P^lipae eontpondaid d chaqite 

eas dt dome'eSj de trouver le groupe gtonu'tfografique panctud de Velipse et 
la itimplioite pfmdnrJr abs^olue de die coitrhr. Ou chercheiAf daas toQB OOS 
caa, la simplicite de la determination de n points. 

Le ohamp d'^tode «st f^riqneniMit iUimito, memo ponr one Beule 
courbe; mais il est clair que Tinteret se oonoentre rar lao oas leo pllit attteb 
dp <loTipfs et sur les courbes les plus conups. Do nnmbreuses questions 
peuvent se grefer sur ceie-ci; par e:iemple: un point de i'elipse est evidem- 
ment plus simple a placer si les donees sont faxe focal et les fojers quo 
■i ko d<ni^ sont 5 points; alocs qnol nombre » de potnta ftiut-il avoir a 
placer pour qu'il soit plus simple en partant des cinq points dones, de 
determiner les axes et les fnT<»r8 et d'apliquer ensuite la construction ponc- 
tuele qui se raporte au cas oü Taxe et les fojers sont les donees, que 
d'apliquer an tnoi de duMon des m points don^ la oonstntction ponctaMo 
qni corespond au cas oü les donees sont 5 points? etc. 

ptudiera les courbfs prinripalps, '>v;ih's de DescartoSi lima^oni 
de i'abcal, cwsoldes droite et oblique, strofoides etc. etc. 

14* 
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En constnüsant une «onzbe non plus par aas poürti, maiB par aea 

tangentes, il j a reludo analogue a faire, cn prenant les memes d^finitions 
quo precedenüTifiit , imüs t^ii y changeant, chaque fois qn'ils s'y troavent, 
les motu de simpiluit« poncluile ea ceitö do simplicit« imufetUiUe. 

Paris, 22 mü 1901. E. Lbmoime. 

27. n j % daa problemes celebres dont quelques -una aont ^tudi^ 
dopiiis des siecles par les gpnmrtres et nnt rei^n de tres nombreuses Solutions; 
je citerai par exemple: Meuur, par un point A de la bissecirice d'un angle 
done, une droit« sur laqa^le lea coUa de l'angle inierceptent une longueur 
don^; le probl^e dit de Is Seeätm de nitwm; le probttme da Malfatti; 
le Probleme d'Apollonius de conshmire les 8 cercles tangents a trois 
coreles don^s; la determination du point Ic tel que la some des cares de 
neu distances a n droites doueea mit minima etc. H serait tres interessant 
de eonaaorar k chacnn da oas problimes une m<mognifie o& lea eolntüma 
diferentea Mnüant exposees, ou serait etabli leur simbole gfometrografiquei 
decidant, |>ar con.soquent, qnhle est cele des aolutiona qvi condoit k la 
Solution gwuai niugratique du probl^e. 

Paria, 22 mai 1901. E. Lbmoinb. 



88* fn der ÜSbeae aeien zwei auf «maader aenkreeht afcaheiide, sieh in 

0 Bcbneidende Geraden a und b und ein Punkt P gegeben. Wird Uber 
OP als Durchmesser ein Krt'is gezeichnet und durch /' eine Gerade SO 
gelegt, dafs, wenn A und B ihm Öcimittpunkte mit a und b, Q ihren 
zweiten Schnittpunkt mit dem Kreise bezeichnen, AP = QB wird, ao hat 
die StnKdce AB die MimmwimeiffeMdM^ gegenfUm dm Strecken, die auf 
anderen, durch P legbaren Geraden von a und b begrenzt werden. Man 
beweise den Satz auf kinematischem Wege und suche eine Konstruktion 
der Minimumsirecke AB auch für den Fall, da£s a niclU senkrecht sa 
h ttebi 

KÖnigabarig i Vt, B. MAiiLbr. 

29. In der Ebene seien 6 keiner Kurve 2. 0. angehörende Punkte ge- 
geben. Wird durch jo 5 von ihnen die dureh sie bestimmte Kurve 2. 0. 
gelegt, so schneiden je o dieser Kurven auf allen durch ihien gemeinsamen 
Punkt gehenden Geraden projektive Ponktgrappen ans. 

Kduigsberg i. Pr. S. MfiuoL 



80. Ein beweglicher materieller Punkt| der von einem festen Zentrum 
nach dem Newton sehen Gesetze angezogen wird, bat beim Beginne der 
Bewegung den Abstand 1 m von dem festen Punkte und die Geschwindig- 
keit 6 fsn, deren Bicbtang mit der Yeibindungslinie bäder Paukte den 
Winkel 60* einschliefat. Die ITuüau&aeit betrigt eine Minute. Die Be- 
wegung zu untersuchen, insbesondere die Lage und die Dimensionen der 
Bahnkurve zu bestimmen. Welches ist das Eosultat, wenn die Anziehimg 
der Entfernung proportional ist? Welches aber, wenn die Anzieliung um- 
gekehrt proportional dem Knbua d«r Eutfemung ist und nickt die 1Jnlau&- 



T«nuMlite ICtttalugab 



213 



MÜ g«g«b«n itt^ sooilflni die Amühungskonstiiite deBMlbea W«vt bat, wi« 
m dar enteil Frage? 

Bcriia. Laxfi. 

31« Eine vemu'inUiche Lösung der Trisektion eines beliehigpn Winkels 
geht folgendermafsen vor. Über einer beliebigen Geraden DD^ als Durch- 
messer wird HelUcraifl geeeiobiet; num teäe sofwold 2>I>, ab aiudi den 
Halbkreis in drei gleiche Teile. Ist B der Teilpunkt von 7)7)j nächst D 
und A der dps Halhkrpisr^ nilihst 7), so bpschreibo man dnrch A und B 
deiyenigen Kreis, dessen Zentrum auf i>i>, liegt Nun wird hehaupiet, 
dieser neue Ereis jeden anderen Kreisbogen, der dnroih D nnd Dj geht, in 
einftn solchen Pnnkte T schneidet, dafs Bogen DT glddk ^^TD^ ist. 
Welche Annftbemng giebt diese Konstniktiion? 

Berlin. JS. IiAim. 



VI. Sind ahe nnd a'li'c' zwei Perspektive, einem Kpppljwhnitte K ein- 
geschriebene Dreiecke und ist m ein beliebiger Punkt von A', dann liegen 
die dra Punkte (ma', hc)^ (m&', ca), {mc\ ah) mit dem PerspektivitötS' 
zentrom s der beiden Dreieeke in einer Geraden fi. bi der zweite 
Sc-bnittpunkt von ms und JT, dann liegen in derselben Geraden u die drei 
Pnnkto (m'<j, ftV), (»»'&, c'fl'), ( wV, a'?*'). Umgekehrt liopen auf einer 
anderen durch ^• gehenden Gemden ^ «lie sechs Punkte (m'o', i*c), (w'fc , Ca), 
(m'c', a6), (ma, fc'cO, (»»6, ca'), (mc, «'ftO* — D»« Ptaaktepaare («, 
und die Strahlenpaare (ju, fi') büdni dsrari; swei projekÜTa in^utoiiaebn 
Gebilde. — Dualer 8at& 

Plrag. Ed. Jamisgh. 

33. 2 Ebenen schneiden sich unter dem Winkel d; in 2 Punkten der 
Sdhnitainie A nnd B nebt man 2 Gerade: AK b der einen, BL m der 
anderen Ebene, welche mit der Schnittlinie bez. die Winkel 9 und ^ bilden; 
man soll den ktlrzesten Abstand dieser windschiefen Geraden durch den Ab- 
stand AB und die Winkel ausdrücken, auch die Punkte bestimmen, in 
iraldien die kflnesbe Oerade jene windsobiefsn Qeiaden trillt Die Aufgabe 
soll obne analjtiicbe Geometrie gelöst werden. 

KSnigriMig L Pr, W. Fubrhjuri. 

S4* Le folinm qni a ponr ^nntion en eoordonnies reetangnlaiiee 

a un perim^tre äquivalent ä celui d'uue ellipse de demi-axes de longueur 
« et 3a. 

Oonstantinople. B. N. BAnnonr. 

35. Roient: M un point d'une ellipse dont le eentm est 0 et Fun 
des foyers est 2^; P et P' les projections de M sur les axes de i'eUipse; 
Q et ^' les projections de Jlf aur U tangente et sur la normale en M. 
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214 Vennischte Mitteilungen. 

On ptvnd «wr OM des longaeun OB — VoF^ÖF, 08 — V^^jJ^'y 
et OB piend rar FM des longnenn OT^yOP* OJP^t OU^yÖQ*0<i'' 

Etndier et conatnure 1«8 conrfo« lieux des qjnatre points Jf, 8, T, Ü 

et calculer leur aire. 

Gonstantmople. E. N. Babisodi. 

S6« Eine Linie, welche von dem Fol (G) der Sehne {00^) eines 
Kegebchmtli ausgeht, wird Ton dtn BbvUtmpft&mi , dis yon d«n End- 
punkten der Sehne zu den PnaUeii Ä des Kegelschnitts gehen, invohitorisch 
in den Punkten P uikI 7^, geschnitten. Ist ilie besapti Linie parallel einer 
Asymptote des Kegelschnitts, so liegen die Durchschnittspunkte P und J\ 
auf beiden Seiten des Punktes (Jlf), in welchem die Linie GH die HjperbeJ 
mhiMidalf in gleidmi AbBttnden von M. 

Sind die Punkte O und 0| einer sn konstruierenden Hyperbel imd 
die Tangenten in diesen Punkten (also auch G) popeben, so kann man 
einen beliebigen Strahl, der von G aus nach der Sehne OOj geht. z. B. GH, 
als Richtung einer Asymptote annehmen; von der Mitte M der Strecke GH 
trigt man gleiehe Strecken auf GH ab (MF und JfP,), und die StnUen 
OP und 0, Pj, sowie auch OPj und OjJ' schneiden sich dann in Punkten 
der Hjperbel. Die zweite Aejmptote ist parallel der Linie GH^f wenn 
OH - OiH^ ist. 

Wenn H in der Mitte von 00^ liegt, so wird die Kurve eine Parabel, 
nnd man exUlt eine einfadie KonetmlrtioD einer Parabelf ^on der eine 
Sebne und die Tangenten in den Endpunkten gegeben sind. 

Berlin. H. Be8VBAm. 



B. Lösungen. 

Ausmiff am tinm Brief tm Herrn A. Kneur, 

Zu 12 (Bd. I, S. 368). Die Mittelpunktstransformation der Fliehen 
2. Ordnung oder ihrer Schnitte mit Ebenen liefert in ihrer Aus<lehnung auf 
n Veränderliche (unabhängig oder durch m lineare Relationen verknüpft) 
die beiden Lemmata I und In auf 8. 2S3 und 380 meiner Arbeit in Band 9t 
des Jonmals fiir reine und angewandte Mathematik. Dieselben geben, aueeeeswe 
artfjPTvrtmlt, «Ue Reduktidii der quadratischen Formen in eine Summe von 
Quadraten in einfacher und durchsichtiger Form, so lange verschiedene dabei 
auftretende Uauptunterdeterminanten nicht verschwinden. Fttr deiiuite Formen 
ist diea atela der Fall; die endg&Üffe Sriedign^ der Frage ist jedoeh mit 
einigen Schwieri^siten Teitaiftpft» bennden im Falle lineazir Bedingunga- 
gleichungen. 

Nehmen wir z. B. den einfachsten Fall eines Kegelschnittes: 
nnd einer Geraden 
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■0 wird b« 

das Sclmittpimkt«paar imaginSr werdan. WUirend nun bei unabh&ngigen 
Terftnderlioben meiii TfaMmn 8. 237 1. e. alle hier auftretenden Fragen 

erledigt, ist dies he'i liueareti Bedingungen s<^hon im einfachsten Falle « = 3 
und m — 1 nicht ohne weiteres der Fall. Ist =» 0, nicht aber u^ oder 

dF ^ 

i%f to mnfs flir imaginäre Sdmiit|»imkte ^ 0 seio; dagegen können 
oder vanebwinden. 

Der Vollständigkeit halber will ich den Fall der unabhängigen Ver* 
luflerikhen Idar irieder ndt eiledigeii. 

A. Xf Mi 

/(^* ^« ' * *i ^) ■^'^^ft'f ^ ft I, I, . f) 

eine definite quadratische Form, welche fOr alle Werte der nur Zahlen- 
werte mit gleidtem y<aMi«hen snnelime (J? ± (a„a|| • • • Op,) Q nieht 
auagaadilaa8eii)i Ala^M« gilt das Theorem: 

Wenn f{c^^ c,, • • c^) ^ 0 und die nicht sämtlich vendiwindail, M 
iat gleichzeitig /-'(c,) = 0; f\c^) - 0; • • /"(f,^ =■ 0. 

Bewm: Sei etwa ^'(c^) ^ 0, ao aetae man in der Identität 

die Yariabeln ^i, J^s, - - , y^-i sämtlich gleich 0, alsdann wird die redite 
Seite der letzten Gleichung sich reduzieren auf 

A«>)y,.+ »,(f'i^,) + 

also bei genUgeml kleinem \ jf^ | ihr Vorzeichen wechseln können; gegen die 
VoranasetBong. ffieraus folgt aofort der weitere Sata: 

Wenn ftr eine deflmie Form jr,, • • «p) die Determinante 

'■• "p^ nicht verschwindet, so ist aodi keine der Detar* 
niinanten On, Z± ^f'u"n)^ ■ • «ii"ti ' ' • "r-t, E^^"^^ ^■ 

Bctrcis: Sei etwa 2," ± («„"„''ss' *N so gi«bt ee Werte c^, fj, die 
nicht, ulle verschwinden und die ültichuugen 

befriedigen. Multipliziert man dieae Gleichungen mit und summiert Aber 
k von 1 bis 3, 80 folgt /"(c,, r,, c,, 0, 0, = O, al?o nach dem obitrrn 
Theoreme /(x, , Xj, • • •, a?^) nicht definit. Der Beweis zf^igt, dafs auch keine 
der Determinanten a.., 2: ± a^^), £ ± {"^»üipa^y) (o<Jy ••• 

ilgaiid «ine Pennntation der Zalilaa 1 löM p) Terachwtnden knnn. 

B. Bettehan swiachen den n Verlnderlidun »tt '"t *n quadrar 
tieehen Fonn ^ — Zt^,^x^x^ 1/, ...,•} die v BalatUmaa 0, m^ — 0» 
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■ ■ ■» ^7 ~ + • • • 4* •'«*ni • * •» so beweist man zunächst genau wie 
vorhin den Satz: Wenn 
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und wenn 9(0^, • • ftr alle Werte der «(, welche die Belatiooen 
fii^» 0, tr^^O, /y=0, •■ befriedigen, nur Zahlenwerte mit demselben 
Vonseichen annehmen soll, so ist (4- t?, «?j • • • 4* 0 vorausgesetzt) auch 
keine der Determinanten Am—u -^ii-j» = {— l)* i • • • 
^eieh NnlL 

Sei etwa -^—0 (n-«-i. «-i,..^ 19, ao gieht et Werte e^, 
c^; Cn+\f • "f c^+tt welohe Ucht alle TwecliwiiideiL und die Gleiehiiiigen 
befriedigen: 

+»1011+1 + —0, 

«1 Ci + • • • + f,»«^ 0| 



(I) 



-0. 



Dftrin kennen t*^, ■**, nicht alle hwinden, da alsdann mit Rück- 
sicht auf die V ersten Gleichungen nnd die Ungleichheit £ i (^\"\ • ■ ^) ^ 0 
auch r , 1^1, • • fn+r sämtlicli vorschwinden mü&ten. Multipliziert man das 
System {l) mit <!» tu • • » so folgt 

(II) . • fi;.; 0,0, --) = 0} 

( ^ t>jCi = 0;^ /^c^ — 0, wobei die c», • • •, mAt »lle 0 sind^. 



Gleichnngea (II) Bind jedoeh mit Bflcksiehi nitf ^ + 0 nidit mOglieb, 
da folgender Fundamenfaüsatz gi\i: 

Wenn V {^11 ' ' ^id ^ Werte der ar^, welche die Relationen 
ü,"^ 0, • ■ •, 0 ± • • ^) + 0) be£riedigen, n\u- Zahlenwerte mit 

demselben Voracichen annehmen soll, und wenn Worte c^, ■ ■ ■, (mindestens 
ein Wert von 0 venefaieden) die Belationen 

Vipii <i> • • 1 O = V, = 0, • . <c = 0 

bcfriedi|?Pn, lassen sich stets ondlichc W rtr fu+ii • • •» finden, SO 
daCs die Gleichungen (I) för t» » n stattfinden. 
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dasselbe Vondebm baben, weno der Ansdmdc 
(in) 9'(<^)yi+ H 9»'(Oy«+ 2c»+i«v-H h aeM+,(y+ fUi, • J 

dMselbe Yoneiehfn Imbeh&li 

Da ^ ± (Vjtr, • • • (,) + 0, so kann mar rlir Werte ^j, • ■ . eindeatig 
durch j/f + i, • • *, ausgedruckt denken, so dais q>{ t/i, • •, .'/„) in Wirklichkeit 
nur von den unbesdtränkim Veränderlichen • • y„ abhingt. 

ÜbtvdiM Imbod Siek die TSlUg iriUlclIrlielMn 

dafii die Koeffizienten von , ' - , in dem linearen Teile des Ansdrackes 
(lll) sämtlich ver<;ohwindea, dafs also die v ersten 61eicbung(>n des Systems I 
flBr M w bestebeu. Auf Grund desselben B&sonnements wie in Nr. A (da 
nanmehr yr+it "i imebhängig sind^ mfliMB alsdann raeh die w — v 
leisten Gleichungen in (III) (für m^n) sUttfiadoi; es wlie aber aladAiui 
gpgm die YonuiMetzung «= 0. 

Der Beweis seigt, da£i man lE&r die Zahlenreihe 

^—1» s» * "f ^ 

ftooh die Kette 



setzen kann, wenn et, ß, ■ ■ ^ irgend rine Permtitation der Zahlen n, - 1, 
■ •, » — V bedeutet. Natürlich liefert jede andere nicht verschwindende 
Determinante £ d: {u^v^ • • t^) vten Grades gleichfalls eine Kette von Reihen 
(17 L e. Lelitee ^MoniiL) 

Dinnsiwlt» dsn 91« Angvst 1901. 8. 6iiiiDBLnii«BB. 



Zu 20 CBd. T, S. 371). ErMe lJ)mnff. — üf sei ein Punkt des Um- 
kreises lies Dreiecks ABC^ und es verhalte sich Sehne MA:MTt^m:n. 
Von M aus seien auf BC und CA die Lote MU und 31 E getUllt Dann 
ist, weil AMBC «in Sehnenviereck ist, EÄM ^ jDBM\ mithin sind 
die beiden rechtwinU^^ Dreiedce EÄM vaA DBM Ibnlidi, und man hnt 
MAiME^MBiMD eder 

Dm mm flir Piinlcl Jf 

jf^-x» jrii-7, ir£-y, 

so genflgt PnnU Jf dsr Bedingung X*^ Fy; folglich geliltart der dem 
Dreien ABC nmbesdiiiebene &eis imn gesndiften Ort des PamUss Jf. 
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Vecmiftcbte MiUeUiuigen. 



Konstruiert man nun den durch M gebenden, der Strecke AB sa- 
gehörigen Apollonischen Kreis Ä", und triflft die Gerade CM den Kreis K 
zum zweiten Male in Jtf^ , so verhält sich, weil itf^ auf dem Kreise K liegt, 

X^A t ^ MÄ : MB mzn-t 

also fOr Punkt JK^ 

X : y = m : n- 

Sind ferner 3fi7)j und ^f^J^^ die Ton JIT, auf BC und (7^ gefUlteD 
Lote, 80 verhält sich, weil 3/j auf der Geraden CM liegt, 

M^E^iMiDi — MJEiMJD^MAiMB'^mini 
ftlm gilt lllr Putikt auoh 

Ptanlit ]fj genügt daher «Imifidk der Bedingung Xx — Ty. Aiiber> 

dem ergiebt sich aus den vongea Proportionen die Ähnliolikeii der Dreiecke 

E^AM^ und T)JiMj, also auch die nieichheit der Winl^el E^AM^ 
lind 7)^ 7?3f,. Die f^eiiannten Preiecke sind aber gej,'enwendig ähnlich; 
daher kann man die Geraden und IfM^ als entsprechende Strahlen 

zweier kODgraenten und gegenlliifigeD projektivisdien BtnUeiibaflekel mit 
den BllBChelpunkten A und B betrachten, woraus sich ergiebt, dafs Punkt 
Ml auf einer durch A, 7?, C gehenden pleichseitii^en Hyperbel liegt, deren 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt 0 von AB zusammenfallt, und deren 
Asymptoten den Halbienmgsliiiien der tod den entsprechenden Strahlen AO 
und SC gelnldetcn Winkel parallel sind. 

Der /weite Schnittpunkt des Kreises K mit dem Umkreis von ABC 
sei Mg, und GM^ treffe den Kreis /um zweiten Male in jftf^. Dann 
bilden die Geraden CB, CA, CM^, CM^ einen harmonischen Bfischel, und 
daher geniigen auch die Punkte Jf^ und der Bedingung Xx Yy. Sie 
pehf^ren al5?o dem gesuchten Orte an," ond «war liegt *ttf d«r Yoriiin he* 
stimmten gleichseitigen Hyperbel. 

Der vollständige Ort fiir M besteht demnach aus dieser Hyperbel und 
dem dem Dreieek ABC umbeoohrieheiien Kraiee. ' Zn beaohtflm ist dabei 
jedc«h, daTs für dtejenigai Punkte der Hyperbel nnd des Kreises, die anCMr- 
halb des WinTcelraumes BGA und seines Scheitel winkelraumes liegen, die 
Bedingung Xx^ Ty nur erfüllt ist, wenn man von x und tf die absoluten 
Werte nimmi 

Nimmt man statt des Punktes C den zweiten ÜSndpimkt G' des von C 
anBgehenden Umkreisdurchmessers, so Weihen in Tlezug auf Dreieck ABC 
fttr die Punkte itf, üfj, M,, Jf, die Strecken X und l' unverändert; ebenso 
bleibt, wie man leicht findet, das Verhältnis der Strecken x und y dasselbe. 
Daraus folgt, dalk der Ort des Punktes M in Bezug auf Dreieek ABC 
derselbe ist wie in Bezug auf Dreieck A BC\ ferner ergiebt sich noch, dafa 
die Punkte C\ Jf, M^ und C\ M^^ M^ auf je einer Geraden liegen. 

Prenzlao. BTnoaicAmi. 
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Z« 20 (Bd. I, S. 371). ZweiU lÄisung. — ßoiflnt an triaagle A^AfA^, 
X,, ar, les coordnnees normale« d'nn point Jf, r,, r^, r, les coordonÄes 
thpoliuree de ce point, c'est-a-dire les distances A^M^ A^M^ A^M. — 
Tioavar le lieii des pointe tok quo x^r^ ^ x^r^. 

BesdiraU aun ftber r| ab BnrobiiMflRer den Bjreii, ao geht dnraelbe 
durA dia Fnftpuikte der Lote 4% vnd dt^ «af die Seiten A^A^ und ^ Jg. 

Mithin ist r, sin jlj = m^, wo m, die Verbindungslinie jener Fufspunkte 
ist, also r,' sin' A^ ^ w,* = x,' -f + 2a:^aj cos jI,. Ebenso folgt 
r,' sin' ^ » m,' X,' + x,' + 2x^X| cos A^. Also iat ^ Gleidiiiiig des 
genebtea Ort^ <^ x, nadi Qnadrienug dieser Betotion nnd £iii- 
▼on r^' und r/: 



+ V + 2x,Ji cos - (V + X,' + 2XiX, 008 vi,) 

oder geofduet 

— Xj'xj' stn^il, + 2x,'x5X, cos^, sin' — 2x,x,'x^ sin' cos ul^ = 0. 

Die linke Seite zerfallt in zwei Faktoren; die gesuchte Gleicbong lautet 
demnach: 

^1) / "i^A _|_ _j_ »in^ \ ^ / «jp^ ainii^ sin(^4jj-^j)V ^ ^ 

Der erste Faktor bedeutet, gleich Null gesetzt, den Umkreis des Breiecks. 
Den siweitra Faktor bringen wir auf die Form: 

(2) ^(«|, X|, X|) = 2a^x,8inii| — äXyXjSin^— 2XiJ^8iB(il,— J^) 

wa<\ ourhen zunächst den Uittelpunkt der Karre / 0, den wir als den 

Pol der unendlich fernen Geraden bpstimmen. 

Bezeichnen wir die Hälften der partiellen nach x, (t = 1,2, 3 ) ge- 
nommenen Differcntialqnotienten von f mit /'^(xj, o^, x,), so ist die Polare 
des Fkuiktee 

Wird diese Gerade identiech mit der unm^ich QeradeiK 

4^ sm Ji + sin + ^ lin ^ 0, 
80 mflssen die Koe£Biieoten beider Glesohmigen proportional Min, d. h. 

Lösen wir diese 3 Gieichiuigen nach so eigiebt sioh 
(8) anJ^: sinJf :0* 

Der MiHdpufM der Kurve (2) fMi m die MiUe der 8eUe A^A^. 

Dia Asjmptoten TOB (2) beschreiben wir als die vom liitte^pnnkfc an 
die Kurve gahenden Tangenten. Naoh einer bdunntm Fornul Imtet die 
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Tannuehte llifttei]iiiig«i. 



Gleichunj;^ <!es Taogenfenpaares, welches von einem Punkte x^ix^ix^ an 
die Kiurve zweiter Ordnung fi^^t^i^) S^^^'S^ 

Selun wir flbr 4»/ die Werte va (3) ein, so erbalten wir mit BerOelc' 
aiehtiigniig TOn (2): 



wo 



Die linke Seite dieser Oleiebnag zcorlUlt in die beiden Faktoren: 

^in^, + »inj," 

\ am — X| om xij -p aui 

Hin J, — sin^'l,' 



X. sm At — ic, sm -j- x,ain A. ; — . — . , 

L ^ * I « s ' 8in^, — am^, J ' 

r ' A ^ ' A I ^ ' A HinJ, — 8in^4,-| 

hr, siBiL — &nn >f «mi J. - . . , . • 



Wir sehen, dafs die beiden Oeraden roeil sind, ferner, da& sie auf einander 
senkrecht stehen. £s ergiebt sich daraus: 

Dk Ritve itt eiiK Am DreSedt umbeuiirielme ^MteiHge HffperheL 
Dieselbe geht auch dvreb die Gegenecke von in dem PanUelognmm, 
das Aj^A^ and ^3.4» m anstofsenden Seittn hat. 

Nehmen wir, wie es üblich ist, an, daTs die welche auf derselben 
Bmie der Geraden X(= 0 Hegen wie dae Dreieck, positir sind, sehen wir 
ferner die stete als positiv an, so erhellt, dafs die Bedingung r, ^ r, 
nur erfüllt sein kann, fiills der Punkt M innerhaD) dos Winkels A^A^A^ 
oder seines Scheitelwinkels liegt. Pimkte daf^'ejren, welche in den übrigen 
Feldern sich befinden, können nur die Bedingung — — r^x^ erfüllen. 
Streng geBOmmen ist alao der gesaekte Ort nur ein Teil der eriiattenen 
Hyperbel und ein Teil des Umkreises. 

Annwrkunffcn. n) Tr8gt man in den Punkten A^ und A^ an A^A^ 
und an .^.^ gleiche Winkel an, so schneiden sich die Schenkel dieser 
Winkel auf dem Umkreise, falls der eine Winkel nadi aoAen*, der andere 
nach dem Inneren des Dreiecks angetragen wurde, dagegen auf der unter- 
suchten Hypeilral, falls beide Winkel nach innen oder nach au&em angetragen 
werden. 

b) Die drei gleichseitigen, dnroh den Hftbenschnitt gehenden TJmhyperbeln, 
weldie dnrdi die Bedingungen r^Xf ^ *^«^t <^t^*=''s^' ''s^s ''1^1 definiert 

werden, sind übrigens die hekannfpn, von Herni Lemoine als F^, F, , 
bezeichneten Kegelschnitte (Vgl. auch E. Jahuke: „Üher dretfadi per- 
speküpe Dr decke in der J>reiecksgannetrie". BerL Progr. Ost 1900. Theo- 
rem xn, 8. 25.) 

Berlin. K. OwojMsiifsii. 
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YonaiMlito ICttathmgciL 



Einuje Etgenschaßm des VurseÜs m Besug auf einen Kegdschmtt. 

Za 24c (BJ. I, S. 372). Herr W Fr, Meyor zitiert auf S, 372 des 
I. Bandes dieser Reiht^ des Archivs u. a. einen Satz '), welcher den von uns 
auf S. 176 desselben Bandes über den ,^utpunkV veröHentiicbttin als Spezial- 
Ikll umlUiL Indem irir nun In demselben Sinne yoi^lum, wie bei der 
Anfttellung nnd der ersten yendlgemeinerung*) im Loipunktee, d. h. jetzt 
nach einem nox'h allgemeineren Punkte trachten, welcher u. a. auch den 
Tou Herrn Mejer mitgeteilten umfafst, so gelangen wir zu einer Reihe 
von Sitzen, welche denen ttlmr den Lotpnnkt annlog sind, nnd etnige inter* 
eas&utt' Eigenschaften dee Tierseits in Bezug auf einen Kegelschnitt liefern. 

1, Ents^tehung des Punktes. Seien die Ecken eines Dreiecks 
= 0 ('" = >, », i) die Fundanientalpunkt« eines tiinit'tnschtin Systems, eine 
Gerade G habe die rechtwinkligen Koordinaten (uj' : u^' : ti^'), und es sei der 
Kegeledmitt gegeben: 

(1) A' z Ol, «1*4- aji«i*+ Oj»s»<s'+ 2a„i<,iJ,+ 2a^^u^M^-\- 2a^u^u^~ 0. 
Seisen wir der iLtürze wegen: 

Oll < + «II < + «it < - /i <* - hk"h^^ 

SO kOonen wir den von Q und diejenigen der DreiedMeiten eo 
•dirnben: 

Die mit 6 in Benig sof K koiQii^(ierteii Qenden, weldie durch die 
Ecken des Ftmdunentaldreiecks gehen (d. h. die Yerbuidungj^geimden diener 
Ecken mit dem Pol P von G), sind: 

V,=(0:-./i:/i). F, = 0i:O:-Ä). F, = (- /i : 0). 

Die Oleidrangen der Sdmitlpnakte dieeer Qenden mit Q sind femer; 

s,= -«i + CVA + u,?») «, -«,7» -«, = 0, 

= — «s'/i • «1 Hfi ■ + («i'/i + i<s /,j «s = ü. 

Die Gleichung T, ~. 5< + Xu^ — 0 stellt zunächst o-.ncn Punkt auf der 
Verbindon^eraden von iS'^ » 0 mit der Ecke = 0 dax. Man findet aber 
dnrcih EinBetKung der Werte «oe den S^^ S^, in 1*^, dalli die Yerbindungs* 
gerade zweier Punkt«, etwa T/f^^ steto die Seite i«|*0 in dem Sehnitt- 
punkt^ TT it G tntn. Wir sehen also: 

Die Gleichung 

1\ _ , -f A tt< = 0 (•• =■ 1, >, «) 

stellt die Ecken eines Dreiecks dar, welches zusammen mit dem Funda- 
mentaldreieok den Pol von 6f (den Punkt P) zum Perspektivitätszentrum 
und G rar Peispektintltiaohfle hat 



1) Der Satz ateht in Theorem YI dieser Notb. 
S) ^8) 1, m, Theorem VI 
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Die drei durch gezogen«!!, in Bezug auf K mit den entsprechenden 
Seiteo dM FandMuentaldreiedts konjugierten Geraden (d. h. die YerbinduDgmi 
TfP^ liiid dann 

[ «11%/t — «liVi ]:[-«ii%fe — «i»(»%fi+«i/t+*)j! 

[ «11 + «II M + Hft + 

[ «»C«i/i+ • [ - «« «t/i ] 5 

[- aagt%f, - Ouifhft + «i/i + *)]«[ aMt%/i + + i^/t + A)] : 

Da weiterhin eiue Verwechseluug ausgeschlossen ist, schreiben wir, wia 
jefert eh«n, statt «/ nnr 

Bilden wir aus den Klammerausdrücken eine Determinante und addieren 
die vertikal unier einander stehenden Glieder, so ergiebt sich zufolge der 
Bedeutung der stets der Wert NolL Mithin ist auch die so gebildete 
Detendnaate NiüL Bs folgt daraas: 

Theorem 1. Hat em Dreieck mit emem gegdfemm Dreieck eine g^ebene 
Gerade gut PerspdsUvitäteacJiSc und den Pol dieser Oeraden in Bezug auf «inen 
gegebenen KHjehrhniti rtim Pirspck(iviM(s;:nitrHm, fo schneiden sich die drei 
Verbinäungsycradcn der Ecken dieses Drettcks mU den Foien der wisprechendeH 
8iUm des gegehenm Dreiusks ia MN«a» iMle. 

* 

JJm qittara Situ kflmr fiman sa kfinnen, wollan wir disan Punkt 
f^'Fmkt «ifH» Dreiedtt In Betmg mf tkme C^eride md ebim XegdtdmUf 

nennen. ') 

Denken wir uni< dio als senkrechte Puuktkoordinaten, so hat die 
ganze litickauiig deu folgenden dualen Sinn: 

Theorem JJ. Hat ein Dreieek mt einem gegdmen Dreiedt einen ge- 
gdmen Pmikt mm PerspekOviUtttMentrum und die Baiare dieset RnMes he- 

ti'iffUch eines (jctjehcneu Kr(;('I Schnittes zur Persj/eliivifi'itsachse, so liepni die drei 
Schnittpunkte der iSeitm di'Sis Dreiecks ntU den Polaren der eydspnchenden 
Jucken des gesehenen DrciecL'i in einer Geraden. (Die Gerade heiTse /^-Gerade.) 

Da zwei Perspektive Dreiecke stets eine Achse haben, so können beide 
Thearaue m> gefabt warden: 

Tlie&rem III, Hat ein Breiedt mit einem gegebenen Dreiede Gerade 

mir PerspektivUäisadise und den JM dieser Geraden heeüglicJi eines KegA- 
schnitten zum Perspektivitätszenirum^ $o i$t e» dem Mankeieck da g&- 

gebem^i JJrdreks aucJt perspektiv. 

2, Spezialfälle. Wird in Theorem I. A = 0 gedacht, oder geometrisch: 
f&Ut das veränderliche Dreieck mit der Geraden Q zusammen, so dafs seine 
Ecken dennoch anf den Verbindongsgoradea der Bcken des gegebenen Dreiecks 
mit dem Pd TOD Q (P) verbleiben, so eigiebt aidi das von Herrn Key er 

zitierte 



1) Da k variabel, ho int auch der L-i'imikt uueudlich vieldeutig. 



Yimifldita IDftkdliiBgM. 
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Thtorm IV. Gegebm in ämer Ebene ekt DrtUA am'I dem Ecken 

und dm Srit>ti a^, /Vm/r ein Klmsmkegelschniä K und eine Gerade g. 
Man Uye durch rUr (rrrnd'-. tUf fif-ihfUrh h' -u g Iconj^iffiert ist und 
(it4rch äerm üchHäi mtt y uitüeriim dtc (jrttade, d*« beei^Uch K gu kon- 
jugiert ist, dann mimeiden tkk dk drm lelrierm m e in e m JW i Wr. 

Am TbeoNoi n wird fllr il — 0 dM sn IV. dual« 

Theerem V. Gegeben in der Ebene iet ein DreieA mit den SeUen % md 

dm Ecken ftmer ein (Ordmmgs)'Kegi'bdtnitt K und ein Punkt p. Man 
suche auf dai I^inkf. drr hczii'jlicli K zu p kofijurf'wri ist, un'l n>tf dT 
Verbindung des ihmktes mit p wtedcrum dtn l'imki, der m konjuyieirt ist, 
dann Hegen die dr^ IdMkren in einer Qeradm. 

Für ~ = 0 geht das veränderliche Dreieck in das gegebene über. Aus 

Theorem I wini liami der bokannte bau: „Zwn m Jiuug auf emen Kcgei- 
tehmUkoi^tngierUJhreiedceeindperspditiei". Tlieorem n geht in dM duale Über. 

Denken wir HUB den Kegekchnitt als einen Kreis mit dem Mittelpunkt 
im Endlidirn nnd einem unbegrenzt wachsenden Hadins, so gehen die er- 
wähnten Theoreme in ^otpunkt'^- Theoreme über: Theorem I geht über in 
Theorem VI uoaerar Notiz in (3) 1, 175 u. f., Theorem IV in Theorem I. 
Die dualen Theoreme ergeben keine nfitdichen ReHnltate. 

3. Der „L-Punkt-Kegelschnitt". Wenn das gegebene Dreieck» 
die (i> 1,1 und der Kegelsphnitt feststehen, A dagegen verändert wird, so 
verändert hich auch das perspeküve Dreieck, aber so, dalB es Cr als Fer- 
spektiTitStMohM und P alt P-Zenkom mit dem gegebenen Dreieck beibehllL 
Wir wollen nnn den Ort des £-Pmiktee nnteraQch«n, fiJla dieae Veiindemng 
vorgenommen wird. 

Die Kourdinaten der drei den Funkt erzeugenden Geradeu sind in 
Nr. I notiert. Multiplizieren wir diese Koordinaten mit jr, und addieren 
horiaontal, ao ergeben «idi die Qleichnngen dieaw Geraden in Fttehen- 
koordinaten des Punktes. 

Die Elimination von k aus den zwei ersten dieser Gleichungen ergiebt 

/g) ali^/;)'|-(«^I»,/s-f a^.«»/l+al«S/.)•^t+ '^^.'♦l/■t+«^l"l/l^-<^lS^^ 

Diee ist der Ort der jL-Ponkte einee Dreiecks — 0 in Being anf eine 

Oerade £tf«j^ — ■ 0 nnd einen Kagrischaitt E ^ £an«t • ti| — 0 in trime- 

/ I,* 

triadien Koordinaten des Punktes welche mit den senkrechten durch 
BeUtion 

verbunden sind. (Flächenkourdiuaten des Punktes.) 

Die vontehende Qlttcirang wird befriedigt, falls man die Koordinaten 
des P(jk>ä P fBr also ^ : ^ : ^ ~ /t • /s * /s «ntsteht nlmlioli 

die Identitit 

(«I» /■» ~ «1 . /i) («I fi + «, f,±_^t fs) _ «1 » /i r «i« . 
Ml - «Ii/".) k^fi + «S/i 4- »s/i) «w/. - <h»fi ' 
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Daaielbe findet man, fidls man die % in OL (8) durah EoovdiBaten der 

Pole (' = 1. 8f •) ersetzt, z. B. : : = : Oj, : a^y Auch in 
diesen Fallen verschwindet Gl. (2) identisch. Dafe schliefslieh auf dem 
Orte (2) auch das Fersptsktivitätszentruin des gegebenen Dreiecks und seines 
Poludreiseks liegt, ergiebt sicsh am der IluKtiMlie, dab dies« Pynkt 
X-Ponkb (mit 1/^ — 0) ist Wir haben aomit 

Theorem VI. Der Ort der L-Punl te emes Dreiecks in Bezug auf eine 
Gerade und einm Kegdschynü i.<t dir Kegdidmitt durch dir Foh (hr Seite» 
und den JM der Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt sowie durch das 

4. Der i^-Pttttkt-Kegelschnitt eines Vierseits in Bezug auf 
einen Kegelaohnitt Ein Yierseit kann auf 4-fache Art so gedacht Warden, 

dafs es in ein Dreieck und eine Gerade zerfüUt. Wenn nun ein Kegelschnitt 
gegeben ist, so gehört -m jprlern r^t>r 4 Dreieck'^ in Bezug auf die ührig 
bleibende Gerade und den ivegeischuitt auch ein Punkt-Kegelschnitt. Wir 
fragen nach der Lage der 4 J^Ponkt-Kegelsohnitte su einander. 

Fassen wir etwft die Geraden = 0, a*, = 0 und =^ 0 zu einem 
Dreieck zusammen, so wird der fragliche Z-Pimkt-Ort bez. 2^ = 0 und den 
gegebenen Kegelschnitt (zufolge Theorem VI) durch die 4 Pole und das 
PenpektifitttiMnIrum dea Drdeoka imd aeinee Polardreiecks gehen. 

Dieses PenpektinliltnMatmm hat aber, wie eine kane Bechnimg leigt, 
die Koordinaten 

Belun wir diese Werte in (3) ein, so eihaUea wir die Identitit') 

Da dieses PerspektiTitätszentnun auch auf dem Orte (2) liegt, so ist 
der neue X-PnnktpOrfc identiaoh mit dem alten (9); denn ein Kegdachnitt 
iat dnrch 5 Punkte eindeutig bestimmt. Dasselbe läTst aich Mieh fltr die 
übrigen Dreiecke des Vierseites zeigen. Wir haben also 

Theorem VII. IHe 4 iHreiecke eiftes mllatündigen Vi&rseits btsiieen nur 
emen L Punkt-Kcgelschnitt m Bezug auf emen g^ebenen Kegelschnitt. 

Dieser merkwürdige Kegelschnitt ist somit ein 4-facher Ort von Zt- 
Ponkten. Als SpemalfUI dieaea Sateea eraehnnt dann das folgende Theoron: 

Theorem VIIL Die 4 Pole äer SeUeH emea Vieneit$ in Semig mtf 

einen Kegdedvmü, die 4 Perspektivitätszentra d>r i Dreieeke mmd ihrer 
Foiardreiecke, smvie die 4 von Herrn Meper airfgeädUm PukkU Uegen onf 
einem KegeUdtfUtt. 

Berlin, den 12. August 1901. K. C'wojDZiNasL 



1) Natflriich liegt aut diesem Orte auch der von Hem Heyer an%Mtellte 
Ponkt; denn er ist auch L-Punkt und zwar mit i = 0. 

ia den Nennern der ül. (2) ist es pnüctiBcher, 8tatta:^= a,,«|/',4- Oii«i/",~ 
Ot^Utft den gleidien Wert in der Form 4- e^u^fi — «itt^r» eehten. 



Yermiachte Mitteihuigeil. 



2. Freisauigaben. 

JbUhMMtiMk« WMl phf tlkaUielie Fnl»tngm der nntUek J«U«aawflUaehM 

G«>8«llschart. 

1. Für das Jahr 19U1. — Die Ihiime der quadratischen Differentiair 
fermm «i einem leeeentlMAm AmUe m verwIBhmmmm. 

Die Tlieorie der qnadntiaelMit DifienatialforaieB, weldie Ton Biemann 

angebalmt und nanientlioli Ton Ohriatoffel und Lipschitz weitergeführt 
worden ist, hat durch neuere Untersrachnnpen in der Geometrie, der Dj narnik 
und der Theorie der Tranaformationsgruppen eine erbebliche Bedeutung ge- 
wonnen, und jeder TVwtachritt in jener Theorie würde tsaxSi hier einen Ge- 
winn bedeuten. Indem die Gesellschaft wflnieht, dais die Theorie der quar 
dratischen Differential formen in einem wesentlichen Punkte ven'ollstilndigt 
werde, lenkt sie die Aufmerksamkeit der Bewerber besonders auf die durch 
Lies Forschungen angeregte Frage nach der Natur und den Eigeusdiaften 
der Formen, welche kontiameiiiehe Gruppen von Treasfonnatioiun gestatten. 
Für den Spezialfall w = 3 hat neuerdings Bianchi^) wertvolle Beitrage 
geliefert; es ist zu hoffen, dafs die Darstellung der Kriterien ftlr die Zu- 
gehörigkeit einer gegebenen Form zu einem bestimmten i jpu;s in invarianter 
Fonn gdingen, und dale das Stadinm der in deo betreffenden F4nmftB 
heRachmden Geometrien noh ala lohnend erweiaen werde. Preis 1000 Mark. 

2. Ffir das Jahr 1902. — Dafs die von C. Neumann seit 1870 
angewandt« Methode des aritbraet Ischen Mittels einen sehr hohen Grad von 
Allgemeinheit besitze, dafür .spreihen sowohl die mannigfaltigen Arbeit*'n 
Neumaous (Abb. der K. S. Gea. der Wisu. XJIl, B. 707), wie auch die 
tie%ehenden Betraehtnngen Poincar^s (Acta malh. JX., p. 59). Gleidi- 
zeitig aber geht aus der Gesamtheit dieser Untersuchungen hervor, dafs 
noch manche schwierige Punkte der weiteren Aufklärung bedürftig sind. Es 
erscheint daher wichtig, wenigstens die erforderlichen Vorarbeiten zu unter- 
nehmen, um Ton den eigentliahen GmndsQgen dieses Gebietes eine TttlUg 
klare Vorstellung zu gewinnen, und namenflieh die genannte Poinoar^sche 
Abhandlung in ihrer ganzen Tragweite zu verwerten, vielleicht deren Re- 
sultate weiter zu veraUgemeinem. Vor allem aber entsteht die Aufgabe, 
den Poiacar^schen Darl^ungen eine grölsere Einfachheit und Durchsichtig- 
keit, und womöglich aneh einen hAheran Grad von Strenge sn Terieihen. 

Ohne unter den hier angedeuteten Richtungen eine vor der andern be> 
sonders bevorzugen zu wollen, spricht die Gesellschaft den Wunsch aus, 

dafs du' m der Abhandhiny von Poincar^ ,yLa meümic de Neumann et 
le probUme de Dirichlet^' 1896, enthaltenen Untersuchungen nadi irgend 
wieher Seite M» weeiUUA vervoWbommnet werden mtk^ten. Preis 1000 Mark. 

8. Für das Jahr 1903. — Die wichtige Entdeckung der liohteleiktrischen 

Ströme durch Sdmond Becquerel int durch neuere Untersuchungen unserem 
Verständnis zwar nfther gerückt, aber die experimentellen Krgebui>;.se wider- 
sprechen sich zimx Teil derart, da£B selbst über diu Abhängigkeit der clektro- 
mo4«Hi8dien Grifte Ton der Ltchtstttke nichts genügend Sicheres feststeht 



1) Hemone deUa Sodelft ItaHsna dslie Scieuse, Ser. T. XI, 18ft7. 
ArtUv der Haltauitfk tHyaUt. OL BeilM. IL 16 
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Es ist dabei zu beriirk.siclitigen, dafs die verscliipdenen Farben bisweilen 
entgegengesptzt+i Wirkuugen hen'orbrint^en und liafs bei den von Becquerel 
bemiUteu diluutiu Schichten zugleich aui verschiedeoen Stellea elekiro- 
motoriflditt KrHlte auftreten ktfnneiL Die AbhSn^lEeit dieser elektro- 
motorischen Kräfte von der Farbe und die Bedingungen, Unter denen die 
lichtelektriscbin Ströme überhaupt möglich sind, ihr Zusammenhang mit der 
Photographie und mit den neuerdings von Hertz uad Uallwachs ge- 
fimdenen licktelekbrtflcheo l/i^rfcattgen bieten Üti e^wrimentelle üntetsnohungen 
ein weites Feld. 

Die Gesellschaft stellt daher die Aufgabe: 

Es sollen einfielmide und einuandfrnc experimentelle Untersuchungen 
angcsteUt werden^ die einen wesetüUdien Beitrag zw Fe^kUunff der Gestige 
det UtikkMari$Am Stütme liefern. Pnis 1000 Mark. 



Die auouyiu eiuziueicheadeu Bewerbung^ächriften bind, wo nicht die 
OeieUachaft im besonderen fUle aitsdrfleUieb den Oebraadi einer andern 

Sprache gestattet, in detttscher, lateinischer oder französischer Sprache zu 
verfnssen, nifisson einseitig' crt-sdineben und paginiert, femer mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf 
der Aufiieneeite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Kamen nnd 
Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungaschrift mufs auf dem 
Titelblatte die Angabe einer Adresse enthnlten, an welche die Arbeit für 
den Fall, dafs sie nicht preiswürdig befunden wird, zurück /.usendeu ist Die 
Zeit der Sinsendnng endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, 
and die Zusendung ist an den dent. Sekretär der Gesellaohall (ffir das 
Jahr 1901 Geheimer H t>:i*; Professor Dr. Justus Hermann Tapsius, 
Leipzig, Wcststrafsfi 89, Erdgeschors) zu richten. Die Resultate der Prüfung 
der eingegaugeueu Öcluit'ten werdeu dui'oh die Leipziger Zeitung im März 
oder April des folgenden Jahre« bdnnnt gemaoht Die gekrOntsn Be- 
werbttttgssduifiten werden Eigentum der Qesrflsnbaft. 



Frlx BresH». 

L'Acadeniie rappelle qn'ix partir du 1^' Janvier 1890 11 est ovivort un 
Concours, auquel seront admis les Üavants et (es Inventcurs de toutes lee 

Oe eoneomn am« ponr bat de ricompenser le Savant ou l'Inventeur, 

•I ]'|ne nation qu'il appartienne, lequel, <lurant la periode quadriennale 
de lbiJ7 — 1900, „au jugement de l Academie des Sciences de Turin, aura 
fait la decouverte la plus eclatante et la plus utile, ou qui aura produit 
Fouvrage le plus c^bre en hii de wnenees physiqiieB et eq»4rimentalea, 
bistoire naturelle, math^matiques pures et appliqu^, chimie, physiologie 
et Pathologie, sans exclure la g^logie, l'histoire, la g^ograpbie et la stati- 
stique''. 

Oe Oonooun sera clos le Sl Dieembre 1902. 

La somme fixee pour ce prix, la taxe de l'impo^tion mobiliAre d^duite, 
sera de 9600 (nenf mille nx oents) franes. 
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Qni a rintentioii de se prisentar k c» Conconn dtvn lo d volarer, daw 
le tenne ci-dessus indique par une lettre adresspp an President «Ip TAra- 
demie, et transmettre l'onvrage par lequel ii concourt. Cet ouvrage devra 
etre unpnme; oo ne tiendra ancun compte des manu&crits. Les onvrages 
iini n'qbüeBdronfc pu 1« priz doat il B'agtt, n» seroiit pu rendna toz oon- 

Anonn (lf><; Membres associes nationaux, residantfl on non r^idutts, de 
rAeademie de Tnhn ne pourra obt«iur ce prix. 

VAcadhiAt «hNHM le priat d cehM det «omnrf* ^wVD« «n ju^^e /« jrfiw 



Prvtoflnifea der PmImt AkadMil« der WlBseHtdMfteB. 

1. Grftnd prix de8 sciences mathematiques (ponr 1902). — 
Perfectionner, en un point important, VappUration de 1a thforie dee gxonpei 
Continus a l'etndd des eqoationt aux derivees partielles. 

Les Memoires nuuiaecrits deetinis au oonconrs seront re^us an 8eer4- 
teriat de l'institnt jiuqii'«ii pranier oetohre 1903; Ua seront acoompagB^ 
(Vun pH cachete renformant le nom et l'adrr-st' dp l'aiitt-nr. Ge pK ne Wt% 
ouvert que «ii 1p Memoiro anqupl il appartiont est couronne. 

2. Prix Bortlin f pour 1902 1 — Dovclopper et perfectionner la 
theorie des surfaces applicables sur le paraboloXde de revolation. — Le priz 
est de Irow tMiHe finuiea. 

lÜBeendiiiig wie unter 1. 

3. Prix Damoitean (ponr 1909). Compl^ter la ÜiAme de 8a^ 

tarne donnee par L© Vcrrier, en faisant connaitre les formales rectificatives 
etablissant Taccord entre les observationa et la tbeohe. — Le prix sera de 
quinze Cents firancs. 

Lee If^oiree aeront re^na au Secritariat de llnatitiit jusqu'aa 
jnin 1909. 



KtalyUeh Pre«Maehe Akaie^e der WtaaeMeUfte^ 

Preis der Steinerseben Stiftung (für 1905). — „Es soll irgend 

f'in lie<lfMit»'iul<'.s, auf dif Lt>hrf> von <l«'n kniinrneri Flrichen sich bezieh einl es, 
bis jetzt noch niiht celdstcs rnil>]oii) mögliriist mit HtTücksichtigung der 
TOD J. Steiner aufgestellten Müthodeu und Priuzipien voüsiändig gelöst 
werden. 

Es wird gefordert, daüs zur Bestätigung der Richtigkeit und Voll- 
stAndigktnt der Lf55;uT]g an^reii hondf» nnalrti^che JSrlAaterongeii den geo- 
metrischen Untersuchungen beigegeben werden. 

Ohne die Wahl des Themas einsehilnken ta woUett, wtfaubht die 
Akademie hei dieser Gelegenheit die Aufmerksamkeit der Geometer auf die 
speziollen Aufgaben za rirhten, auf weh^he .T Stpir ^r in der allgemeinen 
Anmerkung am Sdüusse seiner zweiten Abhaadluug über Maximum und 
Minimmn bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelflache and im Baume 
überhaupt hingewieaen hat** 

16* 
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. Preis 4000 Hark; Aeeeant 2000 Mark. Dia Baweri>imgMd)rift«ii, mii 

einem Spruchwort bezeichnet und von einem den Namen des Verfassers ent- 
haltenden versiegelten Rriefuraschlag, der das gleiche Spnichwort trägt, be- 
gleitet, sind bis zum 31. Dezember 1904 im Bureau der Akademie, 
Barlin N.W. 7, UmTamMtaatraTae 8, ainaaliafenL Bie Yarkflndigung daa 
ürtaik arfblgt in dar Laibais-Sitning daa Jakrae 1906. 



3. Anfragen and Antworten. 

Zu 1 (Bd. T, S 208) Über das Oylindroid. (FlAckersche Conoid) 

sind mir folgende Stellen bekannt: 

Sangro Atti R. Acc NapoU 1 (1819) 83; 97. — Flauti Atti R. 
Aae. Napoü 4 (1839) 1. — Ball Bep. Br. Aaa. 41 (1871) 8. — Ballj 
Tnns. R. Ir. Ac. 25 (1872) 167. - Ball Phil. Trans. 164 (1874) 15. 

— Ball The thpory of screws Dublin 1876. — Ball Math. Ann 9 
(1876) 541. — üambey Nouv. Ann. de Math. (2) 15 (l87ö) 603. — 
66bal Bie iricktigaten ProVIeme der neueren Statik Bisa. ZUricli 1877. 

— Nash and Morel Educ. Times 30 (1878) 96. — Lewis Mess. of 
Math. (2) f> (1880) 1 — Göbel Zeitfichr. f. Math, u Phys. 25 (1880) 
281. — Bali Rep. Br. Ass. 51 (188!) 517. — Fiodler Dio darstellende 
Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage U, 
Lmptig (1885). — Peachka BarateUende nnd projektiviacke Geometrie, 
Wien 1884. — De la Oournerie Traite de geometrie doscriptive, Paris 
1885. — Picqnct Biiü. Soc. Math. 14 (1886) 68. — Ball Tran.s. R. Ir. 
Ac. 29 (1887) 1. — Roberts and Sircom Educ. Times 40 U887) 32. 

— Wiener Lehrbnch der darstellenden Oeometrie U, Leipzig 1887. — 
Mannheim Gomptes Rendns 106 (1888) 120. — Un Abonne Nouv. Ann. 
dp Math (3) 7 (1888) 295. — Ball Tran.s. R Ir. Ac. 29 (1889) 247. 

— Lindemann-Clebacb Vorlesungen über Geometrie II, Leipzig 1891, 
p. 62; 854. — Jarolimek Casopis 20 (1892) 1. — Demoalin Bull. 
Soe. Math. 20 (1892) 43. — Michel Aaa. fran?. 22 (1893) H 184. — 
Demoulin Bull. Soc. Math 21 (1893) 8. ~ Mannheim As.<5 fr. 2:$ 
(1894) II 207. — Mannheim C. R 119 (1894) 394. — Appell Kovue 
de Math. spec. 5 (1895) 129. — Roubaudi Revue de Math. spec. 5 (1895) 
181. — Tsnrnta Maas, of Math. (2) 84 (1895) 20. — Ball Eduo. Timea 
67 (1897) 60. — Janisch Wiener Monatsh. 8 (1897) 278. — Cardi- 
naal Jahresb. Deutsch. Math. Ver. 7 (1899) 61. — Ball The theory of 
screws London 1900. 

Stuttgart. E. Wöi^'kimo. 

Vocatehende Angaben werden durch die folgenden Notisen ergtnst: 
W. Bi. Hamilton. First supph ment to an essay on the theory of 

Systems of rays Trans Koy. Tr .\c 1(» (1830) 4—62. (Von R. St. Ball 
als die erste Arbeit angesehen, wo das Oylindroid auftritt; vergl. Theory 
of sorews p..510, 1900. Siehe aber oben Saugro, 1819). — J. Plfloker. 
On a new gaomatiy of apaoe. Lond. PUL Tnna. 166 (1866) 766. — 
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J. Pllloker. N«w QeooiBtri« 4m Rftumw gtgrttiidAt auf die Bobnektang 

der geraden Linie als Raumelement S 99 (1868) — R. St. ßall. 

Description of a model of a conoldal cubic snrface callp l the „cylindroid" 
which is presented in the theoxj of the geometricai ireedom of a frigid 
body. FliikM. Mag. (4) 42 (1671) 181. — A. Gtyley gab d«r Fftdie 
Bach einer Angabe von Ball 1871 d«B Namen r,Cylindroid" und teilte eine 
Konstruktion mit. (Theory of screws, p, 20) -- Sir Howard! Hruhb 
verfertigte das bei Ball abgebildete Modell (Ibid. p. löl). — G. Batta- 
glinl SnU« Serie di tifteim di fcne. Kapoli Ueaä. 8 (1869). Qiom. di 
Hat. 10 (1872). — F. Lindemann. Ober unendlich kleine Bewegimgen 
IM 1 über Kraftsvst*^nie hpi HllgeiiMiiner projelctivischpr Mafsbestimmung. 
Math. Ann 7 (1H73) 5G— 143 — W. Fiedler Geometrie und Geo- 
mechanik. Vierteljalirsschrift Zürich 21 (1876) 186 — 228. — T. Ritters- 
bans. Die kmematiiebe Kettof ibre Beweglichkeit und ZwaaglKafigkeii 
Civiling. 92 (1877) — W. K. Clifford. Elemente uf dynamic: an intro- 
duction (o the study of motion and rest in solid and fluid bodies. Vol. I. 
London 1878. Auch andere Schriften Cliffords durften in Betracht 
kommen. — W. SebelL Theorie der Bewegung nad der Killte. Bd. IL 
Kap. X. Virtueller Coefficient und Cylindroid. Reziprokale Axensystcme. 
S. 211—236 (1880) — D. Padelletti. Su un caKolo nella teoria delle 
dinami analogo da quelle dm quatemioni. Rend. Ate. Kapoli 21 (1882) 
III — 119. — H. Cox. On the application of quatemions and Gratsmann's 
Aofdelmnagddmi to düfereot Idnde d tmiform epaoe. Oambr. FUloa. 
Tran«?. 13 (1882) 69—143. — R. S. Heath. n, the dynami» of a 
rigid body in elliptic fparr. Phil. Trans. IHM. IT, 281 -324. — 
A. Buchheim. A memoir on biquateraions. Amencau J. of Math. 7 
(1885) 998—896. — 6. M. Minchin. A traatise on etatioa with ap- 
plications to physics. Vol. IL Third edition. Oxford (1886). — 
H Gravplitis Tliporntische Mechanik ^tarrer Systeme. Auf Grund der 
Methoden und Arbeiten und mit einem V orworte von Sir Bobert S. Ball. 
Berlin (1889). — H. Santsehewekj. Theorie der Sehraiiben find ihre 
Anwendungen in der Mechanik. Odessa Ges. Btnksrhr. 9 (Russisch, 1889) 
I- XX, 1—131 - E. Budde .Mlprmrine Mechanik der Punkte und 
starrer Systeme. Bd. II 8. hd^üS. Berlin (18911 — A. Mannheim. 
Principes et developpemeutä de geometrie cinemattque. Seconde partie, 
p. 258—969. Points, droitee et plane particnlierB. Goaolde de Pllloker. 
ätade speciale du cono^de de Plücker. Paris (1894). — C. J. Joly. Tlie 
theory of linear vector functions. Trans K S I>i:h)in 30 (1891) 597 647 
— G. Koenigs. Leyons de cinematique. Note IX. Sur le cylindrolde, 
p. 458—463 (1897). — G. J. Joly. Bishop Law's prise ezamination in 
fhe üniversity of Dublin, Hichaehnas, 1898. — P. Appell. Proprio 
caracteristifiue du cylindrotde. Bull. Soc Math. Fr 28 (1900) 261—265. — 
R. Bricard. Sur une propriete du cylindruYde Bull Soc. Math Fr 29 
(1901) 18—21. — A. Demoulin. Sur le cyliodroTide et sur la theorie 
des friseeaiiz de complena lin^anee. Boll. Soc Math. Vr. 89 (1901) 39—50. 

Berlin. E. Lakpc 
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4. Spreclisaal für die Encyklopädie der Mathumatisclieii WiBHeaschaften. 

Unter dieser Rabrik nimmt die Redaktion ihr aas dem Leserkreise zugehende 
VerbdMerungsvonchlägo and Ergänzungen (auch in Utterarischer Hinsicht) zu den 
erschienesen Heften der Rat^klopftdie auf. Die Redakttm liofft vielfach geäuTserten 
Wünschen zu entsprechen, wenn derartige VwbeHeroiigeii Mi dieier Stelle einen 
Sammelpunkt ßnden. 

Es wird gebeten, diesbezügliche Einsendungen an das Redaktionamifilied 
Fkof. Dr. W. F. Mejer in Ktaigätetg L Pr., Mitteltngheim 61, richten zu wollen. 

Zu I A 1: Grundlngen der Arithmetik. 

I. S. 26, Anm. 2C^). Die ponaueren Litteratumachweisc sind: Tl. Htrlafh, 
Zeitsrhr. f. math. oat. Unterr. 13 (18R2\ 423: F. Wöpcke, Journ. f. 
Math. 42 (1851), S. 83; Em. Schuitze, Arch. f. Math. (2) 3 (1886), 
B. 302; 0. Eisenstein, Journ. f. Math. 28 (1844), 8. 49. 
Königsberg L Pr, W. Fb. Mbtbb. 

Zv I A 2: Kombinatorik. 

I. B. 29, Nr. 2, Z. 9. Hinter nl ist einsuschalten: („ti-Fakultil^, s. die 

Verallgemeinerung in Nr. 13, S. 35). 
I. S. 30, Nr. 3. Am Sclihisse ist der Satz hinzuzuixlgen: Je<3p Permutation 
ISJjst sich durch eine Keiheufolge von Transpositionen erzeugen, s. I A 6, 
Nr. 7. 

I. S. 34, Anm. 36). Am BeUuase ist bei J. de Yries die Seitensalil S22 

hinzuzufQgen. 
I. S. 35, Z. 1. I» ist durch q zu ersetzen. 
Ebenda Z. 2 hinter „arithmetiseheB Dreiecl:" ist einznsehalten: (Paseal- 
sches Dreieck). 

LS. 41, Anm. 80) Sclilufs. E.s ist noch dit' kürzlieh i-rschienene Arbeit SU 
zitiereo: E. J. Nansnn, Journ. f. Math. r2*2 (190üj. S. 179. 

I. S. 44, Nr. 31. Bezüglich der KelieubrucL-Determinanten s. auch I A 3, 
Nr. 46, 8. 128. 

I. 8. 46. Nr 35. Von Pascals „Determinanten" ist kürzlich eine deutsche 
Ausgahe von H. Lpit7mann erSchipTi«*n , L«'ip7,ig 1900. 
Den Monographien ist noch das historische Werk hinzuzufügen: Th. Muir, 
The theoty of determinaats in tiie historical ender of its developmeni 
Part I. London 1890. 

K^Smgsbarg i ¥t. W. Fa. Mbtbb. 

♦ 

Zu lAd; Irrationalzahlen und Konvergens 

unendlicher Prozesse. 

I. S. 48. Lebrbflcher. Die „Analyse algebrique" von Caachy ist kürslich 

als Band (2) 3 seiner „Oeuvres" neu herausgegeben. 
I. S. 52, Z. 2. Statt „17. Jahrhunderts** ist „18. Jahrhunderts" zu lesen. 
I. 8. 58, Anm. 42, Schlufs. Statt „T A 2, Nr. 3" ist „I A 4, Nr. 3" zn lesen. 
I. 8, 68* Nr. 14. Zur Iishre vom „eigentlioh Unendlichen" vgL I A fi, Nr. 4. 
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L S. 7d, Anm. 128. Dm ^ß/kmai des le^odu . . .** von Cauolij irt Ur> 

lieb in Band (2) 4 amnat „Oemnes'' neu herausgegeben. 

L S. 74, Nr. 18. €ber die Fcnnm ^, ^ • - • in der FnnktioiMmklire a. 

n A 1. Xr l.*^ 

I. S. 74, Amu. 12^:1 Bei ,^Wulf" ist die Jabrtiszahl 1897 nachzutragen. 
I. 8. 78, Anm. 151). IMe aagefHIirte Ungleichung ist in eraetun dnreh: 

L S 89, Amn. 194). Den Ermakoffscben Beweia vertieidigt D. M. Bintcow, 

Moskau Math. Samml. 20 (18901, S. Giß. 
I. ä. 98. Über die Anordnung einer Doppelreihe in eine einfache und ihre 

Anwendung auf die Mengenlehre vgL 1 A 5, Kr. 2, Anm. 10). 
L 8. 108, Fonnel (47). Da iafe J»t»-i dnnli Br m «netien, aowie f*""-* 

durch /^«»-i>, 

1. S. 103, Anm. 269). Die genaueren Zitate aind: I £, Kr. 11, II A 8, 

Nr. 12, 18. 

I. 8. 103, Anm. 272). Üb«r die Stirlingaehe Formel in engerem Sinne 
Tgl. I E, Nr. 12, über die Stirlingaehe Formel in weiterem Sinne (ß. 104) 
TgL U A 8, Nr. 18, Anm. 272). 

LS. 104, Z. 8. 4. Über daa Auftreten dea Integrala ftr'^dx in der 

e 

Wabraoheinlichkeitsrechnung s. I D 1, Nr. 10, 12—14; I D 2, Nr. 4; 

T D 4a, Nr 2; I l> 1 b, Nr 8 

L S. lUö, Amu. 2bl). Daü gtiuauere Zitat ist: U A 1, isi. Iti, 17. 

1. 8. 110, Anm. 296). Statt „J. de Math. 4, iat su aetsent „J. de 
Math. (5) 2**. Die umfassende Preisarbeit von Borel über die Summier- 
barkeit divergenter Reiben inzwischen in Ann. Ec Norm. (3) 16 (1899), 
S. 9 erschienen. Vgl. noch Bor ei, Leyous sur ies series divergentes, Paris 
1901, aowie II B 1 Nr. 18. 

L 8. 118, Anm. 330). Das zitierte Werk von Ch. Kramp iat in Stralkbnig 

und Leipzij^' 1798 erschienfn 
L S. 119, Anm. 339;, Z. 1. innerhalb der Klammer hat das doppelte Vor- 
aeiehen su ateben. 

L S. 122. Zweiter Abaata, & 8. Statt »[V 6^ . . . aetao man 

„jr,-[6o, 6, ... 

L S. 122, Anm. 352). Die Abhandlung Ton Möbiua erschien nrq;irttnglioh 

in J. fl Math. 6 (W6i)), S. 216. 
L B. 194, AnuL 868). TgL noch die antogr. Yorieanng Ton Klein Aber 

ZaUentheorie I, G6tt 1896. 



■ n 

L S. 184, Z. 2. Strtt ^ (— Xye^ iat m aetaen: ^ (— If-^e^ 

X X 

La 188, Anm. 415), Z. 2. Statt j^^^; ist nt aetoen: \; ^-j^- 

L S. 137. Hinter Formel (109) ist ^ 1 statt /3 — 0 su lesen. 
L 8. 140, Z. 8 T. n. 8trtt (104) ist (102) za laaea. 



VermiBchte Miiteilniigtti. 



I. 8. 141, Nr. 58. Über unendliche DfltemtiiUttLteiii TgL noch I A 2, Kir. 33; 

über die Auflös-mc^ r>ine.s begrenzt-en Systems linearer Oleichuagea mit 

Hülfe von Deterniinanten Iii 1 b, Nr 12. 
I. S. 143. In Formel (122) ist durch zu ersetzen. 

I. 8. 145. In Formet (136) ist liei der tweiten Smnme der Swmnatioiis- 

index v hinzuzufQgen. 
I. 8. 146. NachtHigo, Z. 3. Die Jahresiahl bei Schimpf ist 1895 (nicht 1845). 

Königsberg L Pr. W. JPb. Usnm, 

» 

L 8. ISO, Z. 6 o. loU statt stehen. 

KfiBigsbeig i Pr. E. ICOiAis. 



Zu IBS: luTarianteiitheorle. 

L S. 321. Monographien. Nachtrttge: Von W. Fr. Hey er, Beriiiht Uber 
die Fortiehritte der proj. LftTariantentheorie, ist inzwischwi eine polnische 

Ausgabe von S. Dickstein (Warschan 1899) crschieiu'n H. Andojer 
hat inzwischen da.s au.sführlichere Werk verötfentlicht: Le(,'on.s sur la 
Theorie des Furmes I, l'ans 1900. (Bmärt) und teraäre Formen). Das 
neueste Werk Aber Lnrariantentheorie ist: A. Capelli, Leostoni sulla 
Teorica delle Forme algebriche, litogr., Nf^oH 1903. (AJOgemeiiM 
Theorie, mit einem Anhange über binftre Fonnen). 

Königsberg i Fr. W. Fa. Msysk. 



I. S. 402, Ann). 485 In der vorletzten Zeile ist hinter „eingehend** der 

Name „G. Kohii" cinzuächaiten. 

Königsberg i. Pr. B. UOlleb. 

Zu IS: Differensenreohnang. 

I. 8. 930. Formel (49) and (53). Das Olied mit dem Faktor Ätk-t i*t 
cu stnieheii, da Ät — 0. 

E0nig9berg i. Fr. W. Fb. Msna. 



über dtn Sats Tom IDiiimiiiii d«r DefomatloiisarMi 



Von J. Wewqärtsk in Charlotteubuig. 

In dem durch origiuftle Betrachtimgeu hervorTagenden Werke des 
itMlienliehtti Ingenieim CaBtigliano fibar das Gloieligtiwielit elutiMher 
Sjrttme (Castigliauo, ThMMritt dm Qlwchgewiclit« elaatücher SyateiiM; 
nbenetst^) yon £. Haoffe, Wien 1886) ist zuerst ein Lehrsats sos- 
gesproeheED worden, den der Antor den Sali Ton der Heiwstow Arbeit 
nennt, and in fScdgender Fassimg angiebt: 

Die elastischen Kräfte, welche nach der Deformation des Körpers 
oder Systems zwischen den Molekülpaaven auftreten, sind jene, welche 
die Deformationsarbeit zn einem Minimum machen, insofeni man jene 
BedinpHngsgleichnngen berücksichtigt, welche ausdrücken, dafs zwischen 
diesen Kräften um jedes Molekül (iicichgewicht hestfht ^1. c. pag. 46). 

Aul' Seite 47 desselben Werkes erscheint dieser tSatz in der all- 
gemeineren Weise ausgedrückt: 

dafs, welches auch die uni>ekaiiiiten tTröfsen sind, in deren Funk- 
tionen man die DeformatlouBarbeit eiues Systems ausgedrückt hat, die 
Werte, welche dieselben nach der Deformation haben, derartige sind, 
dafk sie anter Berflcksichtigong der zwischoi ihnen stsfetiodendeii Be- 
dingongsgleichnngen diese Arbeit zu einem Minimnm machen. 

Der Inhalt dieser %tz», die den Anschein erwecken, ein FriiuHp 
der Elastizitalalehre festsnstell«!, ist einem pväzisen Verständnis nicht 
ohne weiteres zn^^taiglich. Es sei uns daher gestattet, diesen Inhalt 
klar zn legen, um so mehr, als die betreifenden Satze eine ausgedehnte 
Anwendung in der technischen Mechanik bei der Behandlung der 
sogenannten Stüt/aufgaben gefunden haben. Hierbei wird sich heraus- 
stellen, diü'n der ( ■astiglianosche Satz nicht ein Prhizip ausspricht, 
sondern eine an heHcliräukeude Voraussetzungen gebundene Vorsclirift. 

Wenn an einem ursprünglich neutralen, homogenen elastischen 
Körper, gleichgiltig, ob das Matermi desselben isotrop oder anisotrop 



1) Nadh dem fiansfldicheii Origiiml: Theorie de r^oiUbre des «ystteiss 

^Iteiiques et se« applications. Turin 1879. F. Negeo. 
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vorausgesptzt wird, anfsere Krnftf ins (ileichgewirlit getreten siud, so 
ist das Eüitreten dieses Gieichgewiclits stets mit einer Verschiebung 
der inftteriellen Elemente des Korpers, einer Deformation, verbunden, 
die ftb TencHwindend klein ▼onmagesetBt wird. Ans dem ^1121^ und 
allein f&r dne etatisehe Aufgabe gegdmm Sjairai der Gleichgewieht 
haltenden EiSfte, ISfst eich ein Schlnb auf die Zeitdauer und auf die 
Yoij^ge d«r Defbni»tion nicht ziehen. Dies System gieht nur die 
Endwerie der wShrend der Deformationraeit Teranderlichen Stfberen 
Kräfte nn, die sdiliefslich den sechs Gleiolit^'owichtsbedingungen, die 
fQr die Krätle an einem starren Korper bestehen, genfigen müssen. 
Auch die Vorrih Imncfen, welche die Körperpunkte am Schlüsse der 
Defomiatious/.cii erlangt haben, sind nicht vollstandip: durch das ge- 
gebonc Krät'tesysteiii bestimmbar, sondern nur bis un^ oin«. willkürlich 
bloibpudij unendlich kleine Drehung und Fortschreituug des betrachtetffli 
elustiscben Körpers. 

Nichts destoweniger läTst sich aus dem Umstaude, dafs am Ani'aug 
dw DefoimationBBeit Bnhe bestand, am Ende der Deformationszeit 
Rohe nnd ExSftegleiehgewicht an allen Eoipoelementen eingetreten iet^ 
ein entecheidender Sehlnfii ziehen. 

Es moTs, da nach Ablaof der DeformationelMjWegQng die lebendige 
Kraft aller Elemente des Körpers keine Indenmg erlitten hat, sondern 
wie am Anfange der Null gleich ist, die Snmme aller Arbeiten der 
angreifenden äufseren Kriifte, die während dioser Bewegung auftraten, 
mit der Summe aUer Arbeiten der inneren entatandenen^ aaf die Ele- 
mente wirkenden elastischen Drucke oder Spannungen yon gleicher 
(iröfse sein. 

Die rrstcrr: Arbeitssumine liilst sich wetren (b»- Unkenntnis der 
während der Deformationsbewegiing wirksatn gHweseuen Kräfte, die in 
luamiigfaltigster Weise der Zeit und der (Tiöfse uacli verändert voraus- 
gesetzt werden können, nicht direkt bereclmen. ifür die eweite dieser 
Snmmeni die innwe Arbeit, ergiebt die Theorie einen bestimmten 
Weriy der nnr dnxch das gegebene, im Gleichgewicht befindliehe System 
der EmäkaSba bedingt wird, dagegen »tdU bedingt wird durch die 
Ansgangslage der Deformation. 

EienuMsh ist die Arbeit der aoberen Kräfte wShrend der Deforma- 
tionen eines elastisdien Körpers, die zu einem und demselben System 
d^ ^kfkräfte führen, stets eine und dieselbe, welches auch die Zeit- 
dauer der Deformation und die Veranderongsweise der änfseren Kräfte 
während dieser Dauer gewesen sei. 

Diese Arbeit wird die zu dem betreffenden, das Gleichgewicht 
haltenden, Kräftcs^stem gehörige Deformationsarbeit genannt 
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Ober don Bäte vom Unimnm dn DefomntioBMrtMii 23& 

Nach diesen Vorbereitungen werden wir aus der ailgcmeiuen Theorie 
der Elastizität fester Körper, auiser dem Satze, dafs die Deformationa- 
«rlwit stets durch eine wesentlicli posUiffe Cbölse dargestellt wiid, noch 
die Komtnis sweier anderer Sfitse Toranssetsen, die, falls es sich tun 
Betrachtungen tob K5ipem Ton Torwiegend einer Dimension wie SUb^ 
Balken handelt^ leicht andi durch belouinte BetnMditungen der NaTier- 
sehen und ähnliche Theoriaa abgeleitet werden. 

Der erste dieser Sitze ist Aeae folgende: Beanehnet man durch 
(X, Y, die auf ein rechtwinkliges Achsensysfcem besc^^en Komponenten 

der Kräfte eines im Gleichgewicht befindlichen Kräftesystems in irgend 
einem Ponkt des angegriffenen Kör])ers, durch (u, r, w) die Komponenten 
der Verschiebung, welche dieser Punkt nach eingetretener Defürniation 
erlitten hat. so wird die zu diesem Kräftesystem gehörige DeformaUons- 
arbeit 1) durch die Formel: 

(I) D^\^iXu+T9-\-Zw) 

gegeben, in welcher sich das Bummenzeichen auf alle angegriffenen 
Punkte (Körperelemente) des elastiachen Korpen besieht 

Der zweite wird gewonnen durch die Betrachtung oinos zweiten 
Kräftesystems, dessen im Gleichgewicht befindlichen Kräfte in jedem 
Punkte des nämlichen Körpers die Komponenten (X', 1", Z') Ijesitzen, 
und mit den Verschiebunpskomponenten (m', r', ic) vorbumlcu sind. 
Die allgemeinen Oleichunj^en für das Oleichgewiclit des Kiirpors unter 
dem Eintiuls je eines dieser Kräftesysteme ergeben die allgemein gilüge 
Gleichunc^: 

in denen die Summen wiederum über alle durch die betreffenden Kräfte 
angegriflFenen Punkte auszudelmen sind Betrachtet man nunmehr das 
aus dein nl> irli-riiiim} An':!:rift' heider Krilftesysteme hervorgehende 
dritte, welilics, an dem vor«j;elegten Körper angebracht, gleichfalls 
Gleichgewicht hervorruft, uud bezeichnet durch {X",Y",Z") die in 
einem beliebigen Korperpunkt jetzt angebrachten ixiiiltkuiiiponenten, 
durch {li'j v" «'") die dem Gleichgewicht entsprechenden Verschiebungs- 
komponenten dieses Punktes, so findm die Beziehungen statt: 



die letzteren gemais dem Prinzip der Superposition. 
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Die zur Herbeifüliniii<f des Gleichgewichts durch dnä S)st«m der 
Komponeuteii (X", Y", Z") »afjgewendete Deformationaarbeit B" ergiebt 
sich nach (I) aas der Gleiohiiiig: 

• D" - j2 C^"««" + + '^"^") 
oder naeh BenntEimg der Torstehenden Qleichnngen ans der folgenden: 

+ -;[^Xm' -f Fr' + Zw-) +^iX'u + + Z'ti;)], 

welche mit Bflcksieht aaf die Gleiehang (II) in die Form 
(III) J)''-D + i)'+C 

gesetzt werden kann, wenn D nnd D' die den beiden zaezst gewühlten 
Kriftesfatem«! euueln mgehdr^n DeformationHurbeiten beseidmen, 
wShrend 0 dnrch die beiden i^eichwatigen Formen: 

C ^2j^Xu' + Yv' + Zw') -^(X'tt + Y'v + Zw) 

gegeben wird. 

Von den aufgestellten allgemeinen Formeln wollen wir eine An- 
wen*lunif auf zwei hcMimmie Kräftesysteme machen, die zunächst einaeln 
nnd nachher gemeinschaftlich den betrachteten elastiBchen Körper an- 
groift n. Zu dem Ende werden wir in dem Korper zwei Gruppen von 
Aii^ritFspunlctfn fonnnl nntcrscheiden. Die erste Gruppe soll als die 
Gruppe der Ii('l(ishoi;ispi(tikk, die zweite als die Gruppe der Stütg- 
punkte bezeichnet wm-düu. 

Als das erste Kräftesystem mit den Kotiiponeuten 1"^ Z) wählen 
wir das in folgender Weise charakterisierte: 

In jedem Jk'kistutufsfmnkte seien drei gegebene unveränderliche 
Komponenten X, Y, Z uiigobrucht, deren Hesultaute wir die Belastung 
dieses Punktes nennen; in jedem ^tgptmkte drei Komponenten, weldie 
wiRkikiu^ gewählt wwden kfinnen, bis »uf die Bedingung, daJs ihre 
Gesamtheit den Bebstongskrüften das Gleichgewicht hSIi Wir werden 
die Besoltanten dieser Komp o nenten in solchem Ponkte die dortige Stüter 
kraft nennen. Wenn die Anzahl der Stützkräfte oder ihrer Kompo- 
nenten eine derartige ist, dafs die Werte derselben durch die sechs Be- 
dingungsgleichungen des Gleichgewichts zwischen den Belastungs- und 
Stiitzkräften allein nicht bestimmt werden können (wehhen Fall wir 
für die Foljre als eintiet<^nd voniussetv.en), so existiert eine unendliche 
Mannit^faltitfkeit von Stiitzkräften iiir die gegebenen Stützpunkte, welche 
den bekannten und gegebenen Bokstungskrätteu das Gleichgewicht 
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halten kSnneo. Die BdMfcimg d«« ESTpen ksnii Blsdann in nnbegrenst 
Tielen Weisen Ton den Stfltzpnnkten ans obgesUitgi werden. Aber jeder 

dieser Abstütznngen oder dem ihr entspreclienden Gleichgewicht ist 
eine gewisse Defonnationsarbeit zugehürtg, welche im allgemeinen für 
zwei von einander verschiedene Abstützungen von verschiedener Grolse 
sem wird. Wir wollen mm diejenige ehie bosnixltTc Abstützung ins Auge 
frtsseu, iiüch tlernn Eintritt jeder einzelne der Stützpunkte eine (jetjchene 
\ erschiehun^ erlitteu hat, deren Komponenten dw (/i i/rhriK n Werte ff. y 
haben nn')^fn. Ks erscheint luinötig, für die verschiedenen Stützjnmkte 
diese Verschiebungskomponenteu a, ß, y durch Accente oder indiccäi von 
eüumder za nnterMheideiL Dm besondere System von Belastungs- und 
Stilkkrafteiiy welches bei dem Eintritt iHeser AbsMtznng erscheint, möge 
als das erste System der Komponenten (X, T, Z) anfgefalst werden. 
Fttr das «treife der Eriftesysteme wühlen wir das folgende: 
In jedem ^nUspunkte des KSrpers seien drei tnlKifrlKift gewihlte 
Kraftkomponenteu (X', angebracht^ jedoch mit der Beschilnkung 

der WillkOr, dab diese saratUcben Komponenten an dem stanr gedachten 
Körper sieh das Gleichgewicht halten. An jedem Lasfpunkt sollen die 
EompoTionten X\ F*, der an ihm angebrachten Kraft jede einseln 
gleich Null sein. 

Die Zusammensetzung der beiden definierten Kraflesysteme führt 
ta einem dritten mit den Komponenten (X", Y'\ Z" \ in welchem diese 
Komponenten für jeden Iji^tpntiH mit den Konijxmenten der (jeffcbtnm 
Belastung überemstimmen. für jeden iStüt/.punkt aber willkürlich bleiben, 
bis auf die Bedingung, dais das t?psnmte Kräfl+'system den sechs Be- 
dingungen <leH (ileichgewichts eints ?.tuiren Körpers genüge. 

Dieses System ", 1 ", Z") stellt daher das idUjctncinstc Krafte- 
system dar, welche imstande ist, den Bedingungen der Abstützung 
der gegebenen Lasten für den betrachteten Körper sn genügen, nnd 
nmfiüst sämtliche mo^chen Abstatningsweisen. 

Berechnen wir die zn diesem System gehörige Deformationsarbeit 
nach Formel (QI): 

indem wir C dnieh die Oleichong 

C-2(X'tt + r© + Z'te) 

bestimmt wählen. Die Kiemente der die Gröfse C darstellenden Summe 
sind Null fOr jeden Laetponkt, da X', Y\Z' fär jeden solchen ver- 
schwinden, nnd die Snmmation erstreelct sich daher nnr fiber die StQto- 
punkte. Die Komponenten der Verschtebnng u, v, w jedes Stlltepnnkts 
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unter dem Einflufs des ersten der beiden Kräftesysteme fallen nach 
der Voraussetzung mit den gegchnmi Werten a, ß, y zusammen. Es 
eorgiebfc sich daher die gesuchte Doibnaatiousarbeit durc^ die üleichung 

Weuü man in dieser Gleichung die Werte von X', Y', Z' durch 
die ihnen gleichen Werte: X"— X, Y" — F, Z" — Z ersetzt^ imd die 
doppelt acceutuierteu Gröfseu auf die linke Seite übertührt, so er- 
giebt sich: 

i>"-^(X"a + T'^ + Z"y) ^B'-VB -^\X« + + Zy\ 

in welcher Gleiehtmg der Acomt dee Summeiuseieheiiui andeutel^ da£i die 
Somimititm sidi nur fiStm die Stfllipiuikte entreoki. Bemerkt miuL 
nodi, d«f« die GrolBe D' als Werfc einer Deformationsarbeit atete eine 
jNW^ isl^ 80 gelangt maa m dem ein&ehen Kesultat: 

(IV) B" -^(X « + F'^ + Z'y) > B -^{Xa + + Zy). 

Ee fSllt daher der Wert dar auf der linken Seite dieser ün^^eidnmg 
Btehenden Gröfsc für iiyend eme» der AbatOtaungssysteme größer ans 
ab fttr dasjenige, mit welchem die gegebenen Yerschiebimgskomponeuten 
tt, ßj y verbunden sind. Diese Gröfse nimmt daher für das letatere 
ihren kleinstmogliclien Wert an unter der datiorndoii Voraussetzung, 
dülk siimtliclie Kräfte i X, Y, Z) und auch (X Y ", Z") den sechs 
Gleichgewiclity^Hdiiigungeu des starren Körpers genügen. 

Um das vorstehenHe Resultat bequemer aussprechen xu könueii, 
wollen wir uns der naclifolgenden Ausdrucksweise bedienen. 

Es sei er der gegebene Wert einer unendlich kleinen Verschiebimg, 
thß}? snen die Werte ihrer Eomp<»ienteBj fsmer P d» Wert einer Kraft» 
X, Z die Werte ihrer Komponente, $ BoUieTsliGh der Winkel 
awiflchen der BicJitong der Kraft nnd der Biehtung der Yeraoliiebtuig. 
AMann mOge die GMIae 

die ebuüsefte Arbeit der Kraft P in Besiehnng auf die Versohiebung ö 
genannt werden, zmn Vntemehiede von der mediamaakm Arbeit, die 
hier nidit in Frage kommt 

Nach EinftUming dieser Sprachweiae kdnnen wir den Sata auf» 
ateUai: 

Fär diejenige Abstützung eines belasteten elastischen K6rpwi, bei 
welcher die Stützpunkte desselben gegebene Verschiebungen erleiden, 
lallt der Wert der zugehörigen Deformationsarbeit Termindert um die 
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olastisclien Arli«^iteu der v?tiit/,kräfto iu Beziehunii auf die »regebeneii 
VtTscliiebungeii stet«? kleim-r aus. als der entsprccliendü Wert (lioser 
DiÜerenz für irgvuU eine arnifre Abstützung aus den nämlichen Stütz- 
punkten. 

In dem besonderen Falle, dufs die gegebeneu Verbchiebungen ce, ß, y 
fQr alle Stfltspunkte gleich Noll werden, oder in dem Falle, dafs diese 
Yeraehiebimgen gegen die betrelPende StfUskraft aenkrecht gerichtet 
aein sollen^ der bei d«r Beweglichkeit der Stfitapnnkte auf reibanga- 
loaen Fliehen oder Linien eintritt, verwandelt sieh dieser Sata in den 
folgenden: 

Für diejenige Abstlltsaiig eines belasteten ehiatisdien Efiipws, welche 
mit einer ünbeweglichkeit der Stützpunkte verbunden ist, oder bei welcher 

die Stützpunkte nur auf reibungslosen Widerlagern gleiten können, ist 
die zugehörige Defonnationsarbeit kleiner als bei jeder anderen Ab- 
stützung desselben Körpers aus den nämlichen Stfitaspnnkfcen mit an den 
Widerl^em senkrechten Stützrichtungen. 

Dieser Satz entspricht dem Satze von Castigliano. Man bomerkt 
aiM v. dal's «lurcli iliii nicht ein Frin'/ip, welches dit> Dffdrmntionsarhtit 
bülterrsclit, au^i^t-drückt wird. Er ist au diu Ueöeiirüükung ilcs Ver- 
»chwindeus d' i Summe der elastischen Arbeiten der Stützkräfte in 
Bcziebim^ aul' die Veräsciiiebuu^fii dtr Stützpunkte gebunden. 

Waa die gegebene Herleituiig betrillt, so erscheint dieselbe frei 
von den Schwierigkeiten, welche der Beweis der Existenz eines Ifini- 
mums herbeüührt, wie andi yom denjenigen Schwierigkeit^, weiche die 
Diskussion des Voneicheos TOn Gliedern höherer Ordnung herbeiführen 
wfirde, wenn man den Beweis durch den Nachweis des Yerachwindens 
des Differentials oder der ersten Variation dee Wertea der Deformattons- 
arbeit fOhien mfilste. Für das Torliegende IVoblem, das nur auf ganze 
Funktionen zweiton Qrades beliebig rieler unabhängigen Vevanderlichen 
ftLhrty sind derartige Betrachtungen unnötig. 

Berlin, den 3. Oktober 1901. 
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Yon Paul StIckel in Eid. 

1, THrichlet hat im Jahre 1829 frezeigt, dafs jede reelle Funktion 
f{x) der reellen VeräiKlerlichen r sich für das Intervall a; (0 . . . 2a) 
durch eine trigonoiutitrische Reihe: 

ii*o + 6i coi« + \ coB 2a: + cos 3x H \-h^eMnzA 

H- Ol «11« + Ol Bin 2a; 4-0,8111306 + • • * + a^sinwa; + 

danteUen lalst, iobald das Intemll « — (0...2«) in eine endliche 
AnzaU Ton Teilmterrallen (0 . . . x^, • • • • • • ^t)» - • •» 

(Vf—i ... 23r) zerlegt werden kann, in deren jedem fix^ stetig ist und 
enhreder niemals ahnimmt oder niemals zunimmt; dabei brauchen die 
Grenzen der Werte von f{x\ die man erluLt^ indem man sich von links 
oder von rechte den Punkten ^j, x^, . . Xt-t nnhert, oder ffr^ — 0") 
und f(T^ 0), . /Vr 0) und /'(a:,_i-f 0) nicht übereinzustimmen, 
und ea braucht aueli nicht f{0) f(2x — 0) zu sein*). 

Im Folgenden soll auf Grund eines von mir an anderer Stell© 
dargelegten Verfahrens') die Konvergenz der trigonometrischen Reihe 
für f{x) unter Voraussetzungen bewiesen werden, die teils enger teils 
weiter eh die Diriehletidien aind. Ee «dl nimlifili dae htterraU 
x^{0.*.2») wieder in eine endliche Anzahl Ton Tetlintemdlen 
(0.,.Xi), zerlegt werden 

kdnnen, eoda& f{x) in jedem TeOinterrall stetig ist, anfeerdem aoJl 
ahcr fttr jeden Pnnkt eines solchen Interralles der Quotient 

fix + h)- m 

h 

ffte h*^0 einen bestimmten endliehen Orenswert haben; dabei darf der 
Giensproaels Ar positive und der flir negntiTe Werte too. h wt- 

1) Sur la convergence des sertes trigonometrtques. Jonmal für Mathematik, 4 
(1829). 157—169 °> Werke Bd. I. Berlin 1889. 117—182. 

y) über da» DiriehUttdite Integral^ Belichte der math. phjs. Slaase der 
Itoigl. Sachs. Ges. d. W. Jahrgang tm. 147—151. 
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aehiedene B««iltate eErgebon, ao&b für die Kvrre y •> ^&ekm*^ 

zulässig sind. Es wird also eineneits eine gewine YorMMMtmng fiber 

des Yerhalten des Qaotienten 

fix-\-h)-fi») 
h 

gsiaiftclit» die bei Dirichlets Beweis nicht erforderlicli iatp andorcrseits 
aber wird zupplassen , dafs f(x) nnendlioli viele Masima nnd Minima 
besitzt, was dort ausgeschlossen ist. Dufs lihrigeus eine Funktion fix) 
der hier betrachteten Art, auch wenn ihre Ableitung überall bestimmt« 
endliche Werte hat, unendlich viele Maxima und Minima besitzen kann, 
das folgt aus Untersuchungen, die Herr Köpeke angcHtellt hat'Y 

Dals die Voraussetzung dvr Stetigkeit alkin nicht genügt, um die 
Ton f(x) in eine trigonometrische Reibe zu sichern, 
bat Paul Dnbois-Rejmond*) gezeigt; es nraJs also rar Stetigkeit 
noch eine weitere Besi^iankaug hiniatieten. Auf die neueren Arbeiten 
fiber diesen Gt^genstand einzugdien, encheint jsdoeh nicht erforderlich, 
da «a sich an dieser Stalle lediglieh darum handeln wird, ebenso, wie es 
Di rieh 1 et gethan hat, unter auMcblielidicher Benntning dmmtanr 
Hilfsmittel den Nachweis der EonTetgens sn ffthren. 

8. üm au beweisen, dafe die Reihe 

j 6y -L cos j- + 5, cos 2« + . . . + fe„ coBiiaf + . . . 
-f a, sin X + 0, sin 2 j: 4- + sin na: -i . . . , 
wenn man ihre Koefti/.ienten durch die Gleichungen: 

bestimmt, immer konvergiert nnd ffir alle Werte des Intervalls 
x = (0 . . . der Ftmktinn f[x) gleich ist, bilde niaii die Summe 
S„(r) ihier :^« + 1 ersten Glieder. Man findet dafür sofort den 
Ausdruck 

SM = i J^Uil) Li + cos (5 - a-) + cos 2(1 - x) + . • . + coand - x)] , 

1) über eine durcham dtffertntürhare , stetige J''unctton mü OimütUionm in 
jedem IntervaU. Math. Ann. 34 (1889), 161—171 ; S& (18»9), 104—109. VergL auch 
Schoenfliet, Uatti. Aan. M (1900). 66» und Brodau, Yet Ak. ötr. BtocUiolm 
1000. 4SS und 746. 

2 f'nt«'rft*<'hMnffm iil>er die Convergenz wnd Dirrrrfens der FoHrirrnrhen 
Darstellungsformeln. Abhandlungen der Akademie zu München, ä. Abteilung. 12 
(1677). 1—10«. 
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der ndt Hilfe der bekaimten Sammftüonrformel: 

cosd + co82d + • • • 4- cos — I + "°f* i — 

lim j# 

in 

0 

übei^flibrt wird, und hat alsdann m zeigen, dafs der Unterschied 
swischen ({x) und dieerai Integral, wenn n ber^tandig wäelist, kleiner 
wird als jede gegebene nocli so kleine GröfiM. Dorch die Sabetitntioii 

~ = 11 

wird jS, Übergefilhrt in 

a f \ 1 /V/ti I X 8iii(2n 4- IfM j , 1 , . sin (2n 4- l)tt , 

- , J A(2u + rf« + /(2u + *) rf». 

Kann man daher zeigen, dafs für 0 < A < « stets 



ist, wo T^fw^ wne Funktion bf doutet, die in dem Interrall u - f 0 ;r) 
den der Funktion /'(a;) auferlegten Bedingungen genügt, so folgt sofort^ daDs 

lim 5. («) - i + 0) + /(x - 0)) 

wird, sobald x ein Punkt im Innoni des iutorvalles = (0 . . . 2ar) ist, 
und einfache Überlegungen zeigen, dal's sich für die Grenzen des Intervalles 

limÄ,CO) - limÄ,(2«) - A(/"C+ 0) + A^« - 0)) 

asa« MS« 

ezgiebt. 

3. Der folgwde BeweiB bendit auf dem fandamentaleo Theoreme, 
dafii jede redle Funktion 9>(«) der reeUen Yeriaderlichen die für jeden 
Punkt dee Litemllee »»(a. ..6) «fef^ in diesem Litorndl j^feieJbfm^^ 
sfelisr ist*), einem Theorame, detsen Sinn »michst dexgdegt werden eolL 

1) Heine, Journal f. Math. 74 1872;. ISR tinrl ü Dini, Fondamenti per 
la t«oria delle fujiziom di ?aiiabili reaii. (Pisa 187H, deutsche Ausgabe Leipzig 
1802) § 41, WO licli ein uf 6. Canior carOckgehender Beweii findet Tergl. 
raeh iSwyiilvddje der UaSSk. TTtiNMciM/teN» Bd. TL IS. 
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Die Funktion f(x) heiftt ftbr einen Pnnkt X'^x^ stetig, wenn man 
bei gegebenem beliebig kleinem e nm ein Lttervall x=^{x^-^d...x^'\'d) 

abgrenzen kann, sodafs die Schwankung von f(jr) in diesem Iniervall, 
d. h. der Unterschied des gröfsten und des kleinsten Wertes, den f{x) 
darin annimmt, kleiner als s ist. Das Wesen der glekhmi^k^en 
Stetigkeit wird dann ausgedrückt durch den Lehrsatz: 

„Ist f(x) für aUe Punkte Xq eines Interralles a; — (a . . . 6) stetig, 
so läfst sich das Intervall immer in pine endliche Anzahl r von trleichen 
Teilen zerlegen, sodafs die Schwankung von f\x) in jedem Teüintervall 
kleiner als eine gegebeuu beliebig kleine Gröfse £ iat." 

Znm Beweise teile man das Intervall (a . . .h) in n gleiche Teile 
und bilde för jedes Teilintervall die Schwankung von /"f rY Sind alle 
Schwankungen kleiner als e, so ist der Satz bewiesen. Es ist also nur 
zu zeigen, <l!il"s nicht für jeden Wert von ii ein oder mehrere Teil- 
intervalle vorhanden sein k<>uneu, für die die Schwankung t^röfser als 
f ist. Gabe es jedoch für unbegrenzt viele Werte von >/ mindestens 
ein solches Teilintervall, so bildettn deren Anfangspunkte eine dem 
Intervall (a . . .h) angchürige uumdlicbe Pnnktmeuge, die mindestens 
einen HSufimgepinikt Xi beriUbe, d. b. ee ^be einen Funkt x^^ Bodn&i 
jedes noch so kleine ihn enihnltende Intervall («| — d • • • ^r^ -f d) vBr 
mdlieh Tiele Punkte der Hei^e entbielte^ es lägen also anoh in seinem 
jbmem nnendlieh viele Teilintervalle^ für die die Sehwankung giSÜMr als 
s ist. Dann aber we die Sebwankong für das Intervall (2:1 — d • • -x^ + ^ 
erst recht grofser als e, und das widerspricht dex Voranssetsnng^ dalb 
f{x) auch f&r den Funkt Xf stetig sein solL 

4. Ist die Funktion ^(u) in dem Interrall « * . < • A) stetig^ 
so gelten y wenn r irgend eine positive ganae Zahl bedentet^ ffir die r 
Intervalle: 

u-{9...g + '-=J), {? + + 2" - . . . 

•••.(» + i ••« + (i + 1) ","),•••,(» + (••- 1) -7-^ •■ *) 
die Daistellungeu 

WO eine positive Konstante bezeichnet, deren "Bedeutung sogleich 
angegeben werden wird, und wo die Funktionen &i{u) den Ungleicbkeiten 

I »M 1 < 1 



. kj .1^ o uy Google 



JaiD (2» + 1) I* . 9» W^« <p{9^i' Jeisi(2n+ 1) 
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genfigen. Alsdann iait, wenn für u zwei Werte gewShlt werden, 
die dem ünterralle (ff.,, ... (.9 + {X + 1)^.-?) angehören, 

sodaiis für £^ die Hälfte der grölsten Scliwankong unter den Schwankungen 
in den r Intemülen g0w3Mt werden darf. 

Hieraus folgt die Gleichung: 

r- 1 

• rftt 

t+i 

hk der aweiten Somme ia^ da d«r Integrand, abgeadien Tom Vor- 
aeiehen, niemala grSJäer ala 1 ist^ jedea der r Integrale kleiner ala 

das IntegrstionsinterTall, also kleiner als ; folglich ist der abso- 
lute Betm<^ der zweiten Snmnio kleiner als // — ff. Rpdentet ferner M 
das Maximum des absoluten Butragcü von <p{u) in dem Intervall 
so ist der absolute Betrag der ersten Summe kleiner als 

r—t ' 



r 



Jf V I j8in(2n-{- l)uäu j 



«'+'1 — ■ 

r 



A^9 

also a fortiori kleiner als 

r— 1 



Demnach beatebt fOr jeden Wert Ton r die Ungleichheit: 



1/ 



sin (2n + 1) m • 9 (m) rfM . < Jf • ^ ^ + - Ä') 
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Nunmehr soll, bei (2:egebenem Wert Ton 2n + 1, för *• diejenij^e 

positive ganze Zahl « gewählt werden, die der Zaki ^ 2n -f 1 uuuiittolbar 
vorhergeht, sodals also 

wird. Aisdauu ist 

k 

9 

und «Hose Formel jjilt für jeden Wort von «. LäTst man jetzt i» über 
alle Urenzen wachsen, so nähert sich der Ausdruck 

^^^^ , /i \ 



}/2» 4- 1 

der Grenxe Null, denn es ist ufteh dem in Nr. S bewiesenen Theorem 

lim » 0 . 

Mithin besteht die Gleichung: 

* 

(L) lim /sin;:;»^- l;w • 0. 

r/ 

5. £8 ist nfitzUchy die vorhergehende Untennchmig geometrisch zu 

deuten. 

Die zu der Gleichung 

V » sin(2n + l)u 
gehörige Enrre bcwteht ans Wellen der Lfinge — ^ , bei denen Berg 
ond Thal nnf entgegengesetzten Seiten der h- Achse liegen ond immer 

2 

gleich groJs, namlicli gleidi ^ ^ ^ , sind. Berg und Thal lirfem daher 

bei der Int^ration msanunen immer den Betrag Null zor Area, nnd 
es kann höchstens eine, puslÜT oder negativ m nehmende^ Fliehe Tom 
Inhalte ^^r^T ^^^^ bleiben. Ans diesem Grande ist 



r 

Was aber das Integral 



Ai.(2»+l)«rf.j<ä^. 



J* iin^2n-f l)u • ^(u)dt 



. kj .i^L.o uy Google 



246 



Pmsl StIokbl: 



betrifit, 80 wird durch die EinteUung des Interralles (ff ...h) in eine 
grofi» Anzahl r kleiner Tejüniarraile enreich^ dafe die Fnnktion 9>(tf) 
in jedran ron ihnm höehstone um den Befang 2;^ aehwonki^ also nnhezn 
konstant ist; der Fehler^ den man begeht^ wenn man ^(u) darin als kon- 
stant ansieih^ ist mithin kleiner als Sy{h—g)f kann also durch YergrOfsonng 
von r beliebig klein gemacht werden. Sieht mau daher (p{u) fibr jedes 
Teilintervall als konstant an, so erhält rann ein Integral der zaerat 
betrachteten Form. Indem man jetzt r so wählt, dafs es zwar absolut 
sehr grofs, aber doch klein gp?^(*n 2n -f 1 ist, bewirkt man, dafs auf 
j«'fl»'s der TiMliiit^Tvullf'. so klein si<> auch sind, dennoch s^hr viele 
Wolieu lallen, bei denen Berg nnd Tlml sich gegenseitig vernielitencie 
Beiträge zum Integral liefern. So kommt es, dafa jedes TeiUntervall 
nur einen so kleinen Beitrag zum Integral liefert, dafs auch die Summe 
von r solchen Beiträgen noch eine sehr kleine GrBfse, nämlich kleiner 

alü M- , , , ist. Aui' diese VVeiüe gewinnt man eine klare Einsicht 

in den Proaefs, der sur Folge hat, daÜBi der Wert des Integiala 

k 

sin (2» + l)w • ^(u)du 



9 

fttr wachsende Werte von » immer kleiner nnd kleiner wird. 

0. Wenn die Funktion f («) in dem Interrall A) äeUg 

iaty flo gilt dasselbe Ton der Fnnktion 

solange sin« Ton Null Terschieden ist Mithin gilt die Gleichung 

9 

wenn entweder 0 <^r < ä < sr oder — «<^<Ä<0 ist 
Im Besondren sei jP(ii) » 1. Dann ist 

lim rW2-^i>-i«»o, 

9 

£ol|^ch wird 



lim f 



wo das Zeichen ± gilt, jenachdem h dem Innern des iutervalleä 
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(0 . . . jf) oder {— n . . .0) angehört Nun lat aber nach einer schon 
benutzton Formel: 

- = 1 + 2(C082ll + C084« + . . . + C0B2flM), 

also 



rin (att + l)i* j . « 

sodab sich achüelklich die wichtige Gleichung: 



ergiebt. 

7« Nach diesen Vorbereitungen soll das integral 



sin (2« -f 1)*» 



du 



untersucht werden^ wo h wieder dem Innern des Interviille» ^0 . . . x) 
oder ( ~ :r . . . 0) angehört Da nmu fttr t» 0 verschwindet^ wird im 
allgemeinen die Stetigkeit von 

Fju) 
«in u 

an (lieser Stelle zerstört, s()<lafs die Formel (L^ nicht mphr nnmittelbar 
angewandt werden kaiiu. Deshalb muls man dafür sorcron, dal's das 
Integral in ein solches um^cfornit wird, bei dem der Zähler ver- 
schwindet, und das g«>schielit, iiidem das betrachtete Integral ersetzt 
wird durch den damit identischen Ausdruck: 



am« 



du 



das Vorzeichen ± ^ilt, jenaehdem h pofiitiv oder negativ ist. Geht 
man jetzt znr (irenze für n = oo über^ so liefert der erste Term 
nach Nr. C den Beitrag 

wafarend deor sw^ie nach der Gleichung (L) daa Betiiag Kall eigiabt, 
sobald 

F(«) - Fl ±0) ^ F(«) — F(± 0) u 
■in« « siau 
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in dtm Intomll u = {0 ...h) stetig iai Da der zweite Faktor dieee 
Eigensehaft bereite beeitety mala 

u 

Bfilbrt ftr I» — 0 atetag sein, d. h. die Funktion F(uy mnla eine be- 
stimmte endliche Ableitung jF'(± 0) besitzen. Ist diese Voxanaaetsimg 
erftllU^ ao gilt die Qleid&ang: 

(D) ji_m^jf(«)=ii^>2d«-±|f(±0). 

0 

8. Nach Nr. 2 war f&r « - (0 . . . 2%): 



9,xau nj'^ ' «mit 



8 



Damit man aar ErmitUnng von 

Um S,{x) 



MM« 



die Gleichung (D) anwenden kami, niufs die Funktion /*(2« + ^) ^r 
« « 0 eine bestimmte endliche Ableitung besiteen, d. h. es wu/s 

etiM» tesfimmfeii eNoH^dkm Wsrt AoAen. bl aber diese Bedingung fdr 
alle Punkte des Interralles — (0 . . . 2«) erTiilit, so gilt für jeden Ton 
ihnen die Qleicbnng 

lim SJ^x) = \{j\x + 0) + /-(j: - 0>), 



HB« 



sodala die Fotirt«rMfte JRdfttf «Ks JFWnX!^ /{ar) o» ottm iSfaBm dieses 
Jn^emi^ darstdU, an denen diese stetig ist^ an den Unstetigkeitsstellaa 
aber das arithmetisehe Mittel der beiden Fnnktionswerte liefert, die 
sich durch Annäherung Ton links und rechts ergeben. 

Kiel, im Juli 1901. 



Periode des Deäniilbracliee für i/p, wo p ^e PrimzahL 



Von ü. UEBTZEfi in Berlin. 

Der JahiMbericHt des K. Vtaa HeiinichB-GymnMrainii in Beriin 18^ 
enfhalt eine Abhaadliuig „peariodwche DegdnMllirftelie^ ron Hetm Bork, 
in weldiA ein« Ton Herrn Keliler in Wieebaden beredinete Tabelle 
der Periodenzahlen aUer Dezimalbrfidie — l/p, vo p eine Primzahl» 

Ar p Ton 1 big 100000 mitgeiollt i^^t. 

Tm fnlsjpnden wird eine FortsetKung dieser Tabelle für p TOn 

10(jOiX> bis 112500 in derflelben Anordiinufr pregnben. 

Es sei }t »'ijiP Primzahl, e die l'eriodouzalil für 1 'f. q ein Divisor 
von /J — 1, HO daf;* q • e ~ p — 1 ist, so ergiebt di*^ l'HbolIe für jedes p 
den entsprechenden Wert ron </. Nicht aufgeuomiiien sind in der 
Tabelle diejenigen |), für welche entweder q-^ \ oder ^ 2 ist; dioae 
sind mit Hilfe der unten angegebenen Sütze I und II zu ermitteln. 
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Für obige Ta))elh' warc»n die Werte q für 1(>7(> IVinizahlen zu 
berechnen und zwar 373 iiir (j 1; 313 för q 2 und 3S4 für 7 > 2. 

Da 'einige urr bekaimten Sät/.o für niclit ^anz ricliti^ augegeben 
werden, so solh u dieselben hier übersichtlich wiederholt werden. 
I. Die Zahl q ist ungerade für 
1» - 40m + 7, 11, 11, Id, 21, 23, 29, 33 (eine dieser Fomen). 
IL Die Zahl 2 ist ein Faktor Ton q (10 quadtatieeher Best von p) fb 
P-.401I + 1, a, 9, 13, 27, 31, 37, 39. 

iJl. Die Zahl 4 ist ein Faktor von q (10 biquadratischer Eeafe 
TOn p) für 

p-.40f»+ 1, 9, 13, 37; 

p = a*-|-&*; fl. l(mod.4), also ft^0(mod.2), 
wenn eine der folgenden 4 Bedingungen eriUlit ist: 

(1) 6 = 0(mod,40), 

(2) a = 0(mod.6) nnd 6 -4 ^ 0 (mod.8)J 

(3) J + « = 0(mod.5) und 6 - 2^0(mod.8)| 

(4) &-A^0(mod.5) nnd ft+ 2 = 0 (mod.8)r 

lY. Die Zahl 8 ist ein Faktor von q (10 Rest 8ter Potenz 

von ^f) fiir 

p = 40« +1, 9; 

|>«(r'+2cf*; c = l(mod.4;, also == 0 (mod. 2), 



\p « 40fi + 1, 9. 



252 H. Hbtib: Periode daa Dedmalbraches für 1/p, wo jp eine Primxahl. 
wenn eine der folgenden 3 Bedingoiigen erfSUt ist: 

(1) ftnaw III, noch «. c . (c»- dP) ^ (- 1)«*"^ i^""*^ (mod.ö), 

(2) auiser 111^ noch b - c • {c^- d') = {~ 1) « (mod. 5). 

y. Die Zelil 8 ist ein Fekftor Ton $ (10 kabisdier Reel Ton p) für 

p-6i»+l; 

wenu entweder a oder /5 = 0 (mod. 5), 

Bemerkung 1. iieuschle giebt in einem Programm des K. Gym- 
naeiums in Stuttgart, 1856 nicht ganz ausreichend richtig au, daCs fiir 
in eine der 4 Bedingungen 

h oder a (6 ± 4) oder (b + a) (t — a) oder (& - a) Q» + 2) ~ 0 (mod. 40) 
erfüllt sein müsse. 

Bemerkung 2. C. G. J. Jacobi teilt in einem Briefe au lleusclilo 
vom Jahre 1846 — im obigen Programme abgedruckt — die Be- 
dingungen unter IV. mit, fügt aber hinzu, daüs aufewdem die Bedingung 

r?(c»+</') = 0 (mod.ö) 

erfflilt sein müsse. £r hat übersehen, dals dieeer Bedingung immer 

fj^ügt wird. 

Berlin, den IL Februar 1901. 



Zwei Briefe von G. Q. J. Jacobi, die in den gesammelten 
Werken deeaelben nicht abgedrackt sind« 

Mitgeteilt von £. Lampe in Berlin. 

In d«m Tonngelifliideii AufiNktse iit toh Hom Hertser auf 
Jacobiiehe Hitteilmigen ui Bentchle Besag gflnonunen. D» die- 
aelben in dem gesammeltai Werlnn Jsoobis nidit enthalten aind, m 
hielt die Redaktion es für angemessen, die betreffenden Briefe hier 
TOn neuem abzudmckeu. Dieselben sind veröffentlicht in dem ,^o- 
gramm zum Schlüsse des Öchnljahres 18').') äi) am Konigliclien Gymnasium 
zu Stutttrart, den 22. September l^.')!!". Dieses Programm bringt auf 
S. 1— »U die „Mathematische Äbhandhms? tlp^; I'rf^t'pssors lieuschle, 
enthaltend: Nene zablf»ntheoretische Tabellen samt einer dieselben b«?- 
treffendeii Korrespondenz init dem verewigten C. G. J. Jacob i, Pro- 
fessor an d^r Universität und Mitglied der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, geboren 1804 zu Potsdam, gestorben 1851 zu Berlin". 

Das uns zur Einsicht fiberlassene Exemplar in Qnarifonnat ist 
Eigmtnnk des Heim Hertzer. FOr den Brnweis auf diese Scbitft 
nnd die damit g^bene Anregung mm Abdruck sprechen wir ihm an 
dieser Stelle unseren Terbindliehen Dank ans. 

Unter dem 12. NoTember 1846 hatte sich Benschle an Jacobi 
mit einem ISiigeren Briefe gewandt, der auf S. 4 — 9 der Programm- 
abhandlung auszugsweise abgedruckt ist. Zum Verständnis der Ja- 
cobi scheu Antwort lassen wir folgende Stelle dieses Briefes (ß. 6 
unter Nr. ö) folgen: 

Aufser dem, was die Theorie der rpiadratisehen, knbischen und 
biquadratischen Reste üh^r die Hanptexponenten von 10 nach den 
auf einander IVdgendeu Primzahlen an die Hand gab, war icb bei 
Berechnung meiner Tafel auf die Entwicklung der ileste selbst an- 
gewiesen, die nbrii4<ns, du man r.xx dem Behuf keineswegs ihre Anf- 
einanderfolge m keuueu braucht, mit Ilill'e vuu Tafeln der Quadrat- 
und Eubikzahlen ziemlich rasch Ton statten geht Für die weitere 
Fortsetramg «^ren die KemosEeiidien für die bim, 7ten, 8ten imd 9ten 
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Rosto höchst wüjischenswert; deuu die Pninzrililpn von den Formen 
H)n -f 1, 14>; -f 1, ■'^n -L 1, 18?? -i- 1 mnchpn teils durch ihr häutiges 
Vorkommen, teils durch die hohen Pütenzen von 10, bis zu welchen 
man rechnen muis, die meiste Mühe. Dnher sehe ich mit Spannung 
der Veröffentlichung Ihrer £rgebnis»o über die bten. und 8teu Reste 
entgegen, worüber Sie im 19. Bande des Crelleschen Joomals einige 
Andeutungen gegeben haben. 

Auf diesen Brief erfolgte die 

Antwort JacobiB Tom 13. Dez. 1846. 

Ich rnulB Sie whon um EntBchnldigimg bitten, dalk ich es so 
lange habe anstehen lassen, auf Ihren inhaltreichen und sehr interessanten 
Bri^ zu iiiitworteii. Ich habe aber seitdem mich wenig mit emsthaften 
Dingen bescbilitigen können und insbesondere Scheu getragen, meine 
arithmetischen l'a{)ipre vorzukramen , weil diese mich gar zu sehr in 
Anspruch nehmen. Ich will nun aber ineinen ergebensten Dank nicht 
länger aufschieljcu und Ihnen das Kriterium, ol) 10 Rest Öter Potenz 
ist^ fichioken, welches Sie, wie es scheint, wissen wollen. 

Es sei p ^ aa hb cc + 2ddf a - c 1 \^müd- 4), so sind diese 
Siriterien 

rf(c» + rf*) _0(mod. 5), 
ferner: 1. wenn b durch 8 teilbar ist, 

d = 0(mod,ö), aeice-dd)^i- l)i''+i*'*-'^(mod.d); 
II. wenn d — 4 dnxdi 8 teflbar is^ 

a =7 0 (mod. 5), heiee - drf) = (- 1 )}t»-»>+i<— « (med. 6). 

Um die Kiiterieu in Bezug aul" die 5ten Potenzen anzugeben, 
rnuifl man die |) in. die beiden entsprechenden Faktoven zerlegen können, 
die in der &eisteilang Torkonunen, nnd von denen Legendre aus* 
fHhrlich gehandelt hat Oder noch besser ist es nnd zugleich zn 
anderen Dingen gn^ wenn man ji in die «itspreehenden 4 komplexm 
Faktoren serföUen kann. Kummer hat diese fta alle p unter 1000 
angegeben. Ibn kann Tiele solche ZerfiUnngen dnrch Probieren finden, 

indem man Tersncht, wann eine Primzahl wird: nennt man f 

die Primzahlen, für welche die Zerfallung gefunden ist, üo kann man 

auch sogleich für eine neue Primzahl g die Zerfall ung finden, wenn 
ji>« ^ «» 

~— aufser g nur Primzahlen /"enthält, wobei also die Kummersche 
x±y ' ' 

Arbeit sehr zu statten kommen wird. Mit den Resten Oter Ordnung 
habe ich mich noch gar nicht beschäftigt; die Eeste 7ter Ordnung 
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wünlen c^K'nfalls iVifi Zprfälluni^ i?» •» komplexe Ftiktoreri oder in die Funk- 
tionen ti'\a \ der Kreisteilmi^ erfordern. Für die Zerfiillung in 4 komplexe 
Faktoren, die aus den Sten oder 12t^n Wum'ixi bestehen, habe ich 
einifje :m8^ere<*hnete Tabellen. Aber für öte Wurzeln wäre ilire weitere 
Forteetzuug; als sie ton Kummer gegeben sind, für die Prüfung der 
ftUgamftinan Beuprozit&tageBetBe inteveamii 

^* ^ C. G. J. Jacobi. 

Schreiben Jaeobis an den Veifuser Tom 15. Nov. 1850.*) 
Als ich jetzt mitten unter dem Drange der Terschiedensten Ar- 
beiten an die Pnblikation Ihrer TabeUen gehen wollte und deshalb den 
Qegenatand naher ins Auge fadste, sind mir folgende Oedanken ge> 
kommen. 

Mir sdüen es nimlich BweckmäTs^, dab Sie selbst so hflbsche 
nnd mflbeyolle Arbeiten mit eber Abhsndlong begleitet in die Welt 
.senden. Was darin zu sagen wäre, würden Sie freilich selbst am 
bebten zn sagen wissen. Es wäre mir aber schon interessant, wenn 

Sie auch nur da«, was in iler hUroductio zw meinem Canon Ärith- 
nfffirus auf die Burkiirdtische Tafel hezoj^n wird, jetzt in Be/nir nuf 
Ihre Tafel umarbeiten wollten. Dies schien mir f^elbst so interessant, 
daik ich einen Augenblick daran dachte, die gau/^ Itdroiiuctio m um- 
gearbeitet in Grelle abdrucken /u lassen. Aber ich gab bald, dafs ich 
bei den zahllosen anderen Arbeiten, die mich bedrängen, nie dazu kommen 
würde. Sie könnten dann noch Ihre Wahrsoheinlichkeitss&tze und 
Tidleidkt nodi einige andere an der Tafel prüfen. 

Sie kitten also snaSohst 1) die Tafiil noch in suittr anderen Ord~ 
nnng so schreihm oder Tielmehr in mehrere Tabellmi sn setlegen, 
welche immer kleiner werden, bis sie znletst nur einzelne Primzahlen 
enthalten. Diese Tabellen beziehen sich auf die einadamt Werte von 
n'j so dafs mit n = \ oder denjenigen Primzahlen angefangen würde, 
für welche 10 primitiTe Wnrzel ist £s früge sich aber, ob Sie, wie 

ich es gethan, die Tabell«i sondeni wollen, f&r welche ^ ~. gerade 

oder nngerade ist, weil fDr den letzteren FsH ftbr — 10 sieh das n' auf 
seinen halben Wert reduziert, oder ob Sie vielleicht in einw und der- 
selben Tabdle durch ein beigesetztes Stemchm die Primzahlen unter* 

scheiden wollen, Ab* welche - ungerade ist Die Anordnung dieser 

Tabellen, wie sie S. VI der Introductio gegeben ist, scheint mir ganz 



1) Nach mtnner ZtuMunmenkanft mit ihm und nidit lange vor seiner tOdlidian 
ErloaakaBg geicbxieben. (Reuicble.) 
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aniimtig und übersichtlich, iind die Haumverschwenduug ist nicht so 
grois^ oV) es <j;l«»ich bei dem gnUsereu Umfang ihrer Tafel mehr ausmacht. 
Die Abzähl uugeu würde ich aber keineswegs auslassen und sie auch 

braonders für die Fälle eines geraden oder tmgeraden - — — notieren.^) 

Ich glanbe, dals es auch 2) von Interesse wäre, wenn Sie aus 
Ihrer Tafel noch andere zögen, aus welchen sich ergäbe, von welchen 

Primzahlen 10 Re^t oiner gegebenen 7.ten Potenz ist, auch mit den 
zugehörigen Al)zähhuii?en . wnrülu'r wir schon, glaube ich, gesprochen 
haben. Für X = 3,4,^ gäben iSie dann dm Verzeichnis in einer gröi^ren 
Ausdehnung. 

Dann aber wäre es wohl gut, wenn Sie 3) die Tafel innerhalb 
der 10000 auch auf die Potenzen der Primzahlen ausdehnten, wie ich 
es im Oanon gethsn. 

Ferner ist mir beig^Ulen, ob Sie nicht mit der Publikation der 
Tafel fttr X^^,4,B warten woUeni bis Sie das Zahlenheft toh 
Dr. Bosen hain haben, um dann vor dieser Tafel die betr^Eenden 
Resteusatze, so weit dies da/u nötig, voranzuschicken. Eis wäre dies fSr 
Sie zugleich die beste Gelegenheit, sich in diese neue Theorie hineinzu- 
arbeiten. Es wäre gut, wenn Sie noch die Zerfäll uitreu auch für die 
Primzahlen hinzufügten, TOn welch«! 10 nicht biquadratischer, aber 
quadratischer Rest ist. 

Um den Nutzen Ihrer grofseu Tafel zu zeigen, können Sie aus 
meiner Introductio noch die Methoden hinzufügen, wie man dadurch 
in vielen Fällen die Tabellen meines Canon berechnen kann. Dieser 
Canon Arithmeticus ist fast ganz unbokaimt geblieben, indem aiiftser 
den 50 Exemplaren, die idi Teneheakte, nur 30 abgesetzt worden 
sind; darum eben hielt ich es hauptsächlich für notwendig, dals durch 
eine Torgesetste Abhandlung auf den Wert solcher Tafd aufinerkaam 
gemacht wflrde. 

Zeit haben Sie die Ffllle; denn das Grellesche Journal wird teils 
durch die Anfertigung der ladices für den 40. Band im Druck auf- 
gehalten, teils ist es so besetzt, dafs ich mit meinen notwendigsten 
Sachen wahrscheinlich gar nicht mehr in den 41. Band hineinkommen 
werde. G. 6. J. Jacobl 

1) Diea ist aaUtxIieh nur vorvtllDdlieh dmdi Veigleicliiuig der zitierten In- 
tvodttotio tum Canon Arithmeiiciu. (Reuschle.) 



Sur gndques probl4mes ^UmentaireB de la CMomAtrle 
deseilpttTe 3 «t 4 dimenflloiis; 

Far M. GiNO Lo&ia ä GSnes. 

1. Dans 1» mSOioä» d« la projectkm centrale — qui, entre les procedes 
particnliera de 1» G^m^tne deseriptiTe, est nne des plus employees, 
apr^ que M. Fiedler lui fit atteiiidn im ai hant degrtf de pearfiMstioii — 
<ni d^tonulne duqae droite r de TespMe pur >a Praee 7 snr le loUeo« 
(plan de projection) et aon p(mt de fmk T (projection du point 4 
l*j]ifi2ii de r). ün point V qai n'ett pas a rinfini, eet d'ordineu« 
xepvjaeatt^ per som intage P' et une droit« iTI') qui le contient; en 
Bupposant par cons^ueiice que P' soient trois points d'nne 

monit' droit«, on P<'rit P ' (TT, P'\ Mais il ost ♦'vidcnt qu'on 
pourrait hien deteniiiuer hi position <lu poiut 7' en domiaiit, en dehors de 
^<a pi ri]» ction P', un plan [l i \ tjui le contient; dans ce cas, t et /' etant 
den\ droites parnüMes, on ecrirait P= [^i", P']. Quoicjue cotte seconde 
Hianiere de determiuatiou sc* present« naturellenieat — je diiais mt'ine 
qu elle ti iiupose lorsqu'on a a faire avec des figures couipotieeB de 
^usieiin poinia aita& daot un mSme plan, par ex. daua la repr^eentatioii 
de pyiamidee (on prismea) et eönea (on ^lindrae) dAemuiiA per lenzt 
beeea — , on a lliabitnde de n-en parier on de n'en &ire qnNuie men- 
tion trte rapide dana lea eonn et lea faraitA de G^Som^trie deaeriptiTe, 
aaaa donte en oonrid^nuit qne rien n'est plna &oile qne de pasaer de 
l'nne i Tantre de ces deuz niaai^ea de dltenniner an poini Main 
comme la aolntion d'un probleme qn'on obtient en le reduisant a im 
antre^ est presque toujours (je serais mcme tente de anpprimer le presqtte) 
moins siniplo qne la Solution direetp pt que dans une scicnce d'appli- 
cation, comme est celU- qui doit son existence k Monge, Tepargne d'une 
ligne constitue uu avantatje et represente un progrfes, je suis convain- 
cu qu'il est preferable do u'accorder au debut la preference ni a l'une 
ni a lautre de ces iiianif'reg, mais de les retenir toutes les deux pour 
les employer »uivaut iea cm. 

8i Ton accepte ces idees, il est iudispenaable de donner an moina 
denz flolntions poor tout probl^e fondamental oü entre lea donnte fl ae 
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trouve dee points, car toub pouit peat Itre d^termin^ de deux mauieres 
diffiSreniM. Or il est remarquable qne, au moins lonqii'ü a'agit de 
questioi» projectives, les solations naissant en supposanl les pointa 

d(^terraincs de la manif-re ordinaire, ne sont pas sujjPriPnres 6D dl^gaxice 
et simplicite 4 ceiles provcuant de Ihypothese contraire. 

Une preuve est Offerte par le probleme d«; 'dotermmer la droite 
qni Joint denx poiuts>>. Le Iccteur en comnnt la Solution ordinaire, 
un [nm artitieieuse daiis le concept et (relativenient) compliquee dans 
80U execution sur T^pure. Or si les poiuts doniiea sont au contraire 

deteriuines comme ii suit 
(voir Fig. V): 

la tnce et le pomt de 
faite 1^ de la droite qui les 

Joint, peuvent se constniire 
comme il suit Comme la 
droite r - - a pour 

iniage sc' la droite Pj'Pj, 
pour tronver et Ix il est 
suiüsant de trouver un plan 
passant par x, CSonjsiderous 
k oet effet na point qnel- 
conqiae de rinteneetioii (J 7) 
des denx plan« et [^ij^ 
par eoc eon point 4 Tinfini, 
et joignons-le aux denx points 
PjPg; les dioitee Pj/et I ont comme traces les points T, et ou et 
sont coup^es regp. par F J' et P,/'; elles detemiinent un plan dont^^ T, 
est la trace et dont la droite de fuite est la parallele /' tiree par /' a t. 
Comme ce plan passe par la droite PiPg, jtoints cherrhes 7\ et 
ae sont ([ue les intersections de / et ?' avec .r'; le probleme est ainsi resolu. 

Ii arriv«' (!"ipIf|netois (ju'on doit trouver la droite (pii joixit ileux 
pomts det^nnmes de mauieres diÜerenteü ; (-'est le cäö lorsqu'on veut 
representer une pyramide ou im cone determiuc par sa hase = \ti\ 
et äua sommet V -Z'z [ TT, V']. Si par ex. les deux points sont 
T^iTl\ P) et ^ 5__ [<>', Q'\ (Fig. 2*), pour tronyer la trace J, 
et le point de fbite de la droite x=FQ^ sane r^nire le pio- 
bl^e k tin aatre, o& oommenoe par d^terminer ~ 4 l'atde d'im 
plan ansiliaire [t^i^ paeaant par la droite (TP) — le point N oü se 
gonpent la droite (fT) et le phn La droite SQ sura pour 
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MmxOB dMcriptift Im infterMctionB et de N'P* ayec < et i' et 
d^nninera «ree 1» droite NP an plan dont Ut trace eet 77, = ^ et 
k droite de ftdte est 
rii = ii; Im inteneo 

iions de ces droites avec 
la droite P'Q' seront les 
points cberches Tg et J^. 

H n'est pas plus 
difilcile de trouver le 
plan qui p9«se par la 
droite r = (TI') et le 
point P = [ti', P'J 
(Fig. 3«). G'eiileplaxi 
qui passe par r et per 
]» droite qai Joint P mi 
point Pi ot ee oonpent U dxotte {TJ*) et le plan (lO- Or P^ ae 
dtffcermine fidleinent i l'aide d'im plan avdlii^ [iiQ paasant par 
(71'); en tirant aprN la droite P'Pi on anra, dana eea interaectiona 




Wg. 8«. 



T^ et ij avpc l et i\ les el^nients descriptifs de la droite PPj. Alors 
les droites T'T, t 7 qui resaltent paralleles eutre ellea^), eont 
resp. la trace ^ et ia droite de fiiite da plan demande. 

1) 8i, «n elfet^ oa appcllr- T, \e point tf, ot le point i'il ob troove: 

donc II' ai T^J^ sotit deuz droites parallMes. 
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Le Bonvwa moyim ponr d^faHrminBr la positioii dee pomii» doot Bous 
•▼OD« p«rl€, domae nne eolntion diioete et &eO» d'ime qnMtion qu'on 
rärant d'oidiiuure nun fl^gmee et symetrie «n eombüiaiit b constrao- 




tiou de la tlruite qni Joint deux points k celle du plau <iui |mi?se par 
im point et une droite, c'est-a-dirc du problöme: «construire le plau 
passant par iruis points domies«. Supposons, an effet, (|u'il s'agisse de 
traaver trece et 1» droite de faite dn plan qui passe par les 
troifl pointe At^likn, Ä't\ (k = l, 2, 3) (Fig. 4.«). IMterminonB le« 
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droitet rt^{TtIi) ot ae conjwnt deu i denx les plans [tth]', lem 
proje«ti<uii puMmt ^?idemmeiit par im mime jfobA 8\ qni eel la pro* 
jection de Tintenectioik iS de ces trou plwB. Soit rintenection dn 
pkn 0 qne Vau eheiehe arec la droite Si hoqs conaidAroiu lee trois 
pointi Äi, ils appertieimMt ä rinteneotion du plan A^A^A^ 

aTec le plan <louc ils se troaTeut sxur une m&ne droite, et la meme 
clioee amTeauxpointa^pX,, X,. Pour desraisoDSsemblablesul^Xg, X|' 
ge trouvent sur une seconde droite et A^, Xj sur une troiBieme. 
II s'ensnit que le triangle X[X„Xj est cirronscrit hu triangle A^AlA^ 
et que ses sommetä sunt »äitut-H sur It^s (lri»ites r^, r^, r^. Or on sait que 
si un triangle P^P^P^ se deforme de iniinirre que ses sommets par- 
conrent des droites r[,K,r^ passant par un nienie j)nint S\ tandis que 
deux de ses cötes Pil'^ et P^P^ passeut par deux poiuts fixes et A^^ 
son troisieme cöte toumera antoor d'uu troiaieme point fixe O de la 
droite Ä^Ä^ Pour tronv«r oe point Ü soffit de connd^rer une position 
qnetconque du triangle variable. Cela prouve qne si Ton mtee la droite OA^ 
See intenections avee r,' et eeront lea pointa inoonnna XI et Z»; le 
troisitaie est oelui par lequel passent lea droites XiAi, XiÄl, r^ La 
droite Xi^ conpe ^ et i,' anx points Ui et «T^ trace et point de faite 
de la droite X,^. D'one maniere analogue ou determine les points et 

eiJ^ Alois r/„ Ui appartiennent a U traee ig, tandis que J^, J^, ae 
troQTent sur la droite de fuite du plan 6 cherche. Oe plan est par 
consequent dotemiiiit'. La constniction que nous vcnons dVxpovor 
doime lieu ü mi assez grand nombre de verifications: car, non Beuienimt 
Ui, U^j doivent tomber .'^ur une droite et la meme ehose doit 
arriyer pour les poiuts J\f J% «/^ mais ces deox droites dolTent resulter 
paralleles entre elles. 

2. Les remarques que j ai faiteflaud^utdecetarticle, peuveut s'appli- 
quer, avec des modifioitiuiia cuuvenablea, ä l'espace ä quatre (ou ü, n) 
dimenmons, lorsqu'on applique la m^thode de la projection centrale 
gfo&alis^ teile qu'elle a &6 imagjnfc et d^eloj^pfc par IL Yeronese 
il y a fingt ana.^) Ponr «n i^snmer ka eonoepti fimdaimmtanT nons 
indiqaerons Tespaee It quatre dimensiona oonsidM par la lettre par 
lea lettree latinea mönseiileB ses oo^ pokiis et par les kttres greoqnes 
nuynsGoles ses oo^ etjpaees ik trois dimensiona, par les lettrss la^es 
minuscules ses <3o* dfoUes et par les lettres grecqneB minuscules ses oo* 
fßans. Un espace (sous-entendu «a trois dimensiona») 27 de € est 
r^r^sent^ par sa trace x (sor notre espace, otmsidM eomme «qn»» da 

1) Suüa geometria ä€$enUwa a ftuUro dmemuiri (Atti del &. Ist Venelo, 

6» Serie, VlU, 1882). 
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iT^pr^Miilo^NW OK Utblettu) ei aoa plan de foite « et c' jUat deiiz 
plan« pMraDÜles; on ^crit en cons^quenoe {ti*\, Un plan » est 
d'Qno mani^re semblable represente par M traee f et aa droifte de fuite 
i'f t et t" etant denz droites paralleles: on e^nrüne cela en ecrivant 

« = [/t"]. Enfin nne droite r fst determinffe par sa traco T et snn 
point de fuite; on fi de la Korte r ~r' {TT). Poiir dpterminer la posi- 
tion d un jioint P il ne suftit pas de donner sa jirojection P', mais il 
faut encore couiiaitre un espace, un plan ou une droit»' rjni le contient. 
Suivant que Ton m sei-t de ces troia elementn HUi^ii iiin s on ecrit 
P= (ta'; F'\, ^^[ti', P'J ou bieu P';, eu supposaut 

que daiiB le aacond caa P' ae irouTe aar le plan dea dioitaa panU^ea 
f ei «' el daiiB le troisidiiie qve Tj 1\ P' aoieni iioia pointa d^nne ingme 
droiie. M. Veroneae a dran^ la prtfi^nnce H ceito innai^iike mani^ 
de dtemmation; noiia aUooa «nployer la pf«ni^, en laiaaani ä noa 
lecteura de dtfvelopper la denzi^me, doni lea droiia k ^tre conaidMi 
ne penTent etre m^nnus.') 

Dana la g^m^irie deacnptive de l'espace a qaatre dimensions hnit 
probl^es de position jonent le röle de fondammtaua-^ il aoni par 
conples corr^tifs, comme il resulte du tablc»a suiyant: 

1. Tronver la droite qui pnj?se par deux points donnes. 

2. Tronver le plan oü se cou])eiit deus espaces donnes. 

3. Trouver le plan qui j)asse par un point et une droite donnes, 

4. Tronver la droite oü se conpent nn pspace et un plan donuiis. 
ü. Trouver l'espace qui paüüe par uu point et un plan donnes. 

6. Tronver le point oü se coupent un espacc et une droite dünnes. 

7. TronTer l'espaoe d^mine par denx droitea. 

8. Tronver le poini oü ae coupent denx plana. 

Nona allona STani tont ezpoaer lea aolntkma de cenz entre oea 
probl^mea oü il y a de» poiula entre laa donn^ea, en anppoaaui de lea 
d^ierminer par le pmnier dea troia moyena indiqnla ploa baut. 

a) Däefmmar la iraee et le point de fitHe de la droUe x qui 
jM les deme poMs: [t^il, P^} ei P,== [ttii, P;). 

Solution. Ponr fwiliter la tlche du leetenr qni nona anit nona 
nona aervirons, dana ceite queeüon ei dana lea anivantea, de fignxea 
adi^natiquea; dana la Fig. 5* on ironvera indiqnds lea donn^ ei lea 
constmctiona r^ÜTaa au jii-obleme qni nous occnpe maintenant. 

Comme I'image x' de la droite cberckec n'est 4ue la droite qui 
passe par PI et Fi, pour rdrondre le probleme il 8u£&t de tronrer nn 

1) U va sans dlie qae rien n'est pluB facUe que de passer d'une quelcon- 
qne aax autres d« ces maaitees. 
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etspiu^e qui coiitient lu (lrnit<^ Pj P^; on jieut, par ex., avoir recours a oelui 
i£ui pikise par la dioite k l'inimi du plau n ~ [^f'j oü coupeut les 




qne oet ei^MMse auziliaire paace psr le plan %g t-i P|t; or oe plan, dont 




Vit.S*. 

la Projektion Pst 1»^ plnn P^i', pfts^nnt par le ])oint P, et par la droite t 
de i'espace i't^j» appiurtieiii a cet espac«, sa trace se trouTe eu con- 
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sequenee sur et sa droite de fuite sur I\ i^] sa droite de faite est 
donc «" el m trace ti rintüTMOkioii dM plaös Tj et P[V, L'Mpace 
anzfliaiie passe anssi par le plan 9i| = P, t, dont la droite de fiiite est f 
et dout la trace est rintersection des plsäs ^ et Pgf ; cet espaoe a donc 
comme traee f« le plao dätormin^ par les droites (toutes les deuz 




Fiff. 7.». 



paralleles u i*) ^ et et comme plan de fuite le plan mene par t' 
paraU^lement ä t«. Alors <it 7^ ne sont qae les mtorsectLOns des 
denx plans et avec la droite PjPÖ. 

h) Deta-minGr In trace et la drinic de fuite du }tJnn t qui passe 
par k puint P= {t;', P'\ et par la droits r ~(Tr) (1 i^^ 

Solution. Commenyons par trouver le point Q oü cmipent la 
droite {TI') et l'espace {ri').^) A cet effet menons par cette droit« 

1) C'eat le 6° dea problumcs dont ci-desttus je fia 1 enumuration. 



Sur qaelqnes ptobltaws A^flmtairM de le Otfonn^trie etc. 
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im piau arbitraire «; il aura coinme eleiiumts desenptits deux droites t 
et *' paralU'les entre elles et passant resp. par T et /'; ce plan et 
l'espace [rt ) se conpent daiiH une droite') qui a comme trace le 
poiat ^ tt et (x>iniue point de ftiite »'('; Q' eet alox» Fiitfar- 
«ection dei dtoitet TJT «t T^i^. Le plan cherche, passant par r et P| 
contienft anssi k droite PQ, dont la tnoe et le poini de fnite ne sont 
qne les intersectiont 7, et de la dioite P^Q* avee lea plana t et i*. 
Lea deox droites TT, ei 1' sost lea droites eherch^ et eUes 
rfcnltent (oomme il deTait airiTer) parail^ entee ellea, car on a 

Q*jr g'T^ Q'T^ 

c) Ih'tfrwinfr Ui trace et Ic plan iP fniU- i' de Vespaoe S ^m» 
passe jKtr If jKtint P= {rt', jP'j et par le plan x z= [it] (Fig. ?•). 

Solution. D'ime 
mamere tumlugue ü ceUe 
employ^ dans le pro- 
bl^me pr^oMenl^ conunen« 
^OBS par tronver la droite 
r oA le plan [It J eonpe 
l'eqpace eUe • comme 
traoe le point T = tr et 
comme point de fuite 
I = u'. Cette droite et 
!e point P tUjterminent 
im [>Ian 6 appartenant a 
Tespacc «^herch«'; ce piau 
contient aussi la parallMtj 
menee de I' k r, dont le 
point de fuite est I' dunt la trace est Tinterüectiun de la droite 
P'T el da plan v; a donc comme trace TT^ ^ et comme droite 
de faite 1» paiall^ men^ de 1' m t^* Gonune Tespaoe cherelitf 
eontiont les denz plane x ^ [ti'] et ^ J, sa traee est le plan 
ii, et son plan de fiiite est i'i^i et le probltene est r^lo. 

Bemarqnons enfin qne noiis Tenons de r^oadre ks probkmes 
fbndamentaux de position qni, dans uotre list^ portent lee 1, 3, 5; 
kurs correlatifs ne pr^sentent aucune dififtcoltä; comme les solations 
des n*" 4 et 6 ont et^ deji signal^ incidemment, il nous reste, poor 
^pni8^r notre sujet, a dire quelques mota 8ur lea deux demiers. 

Trouvcr la traer. d le pkm de fuite de l'espoce däermini por 
les droites =_ ( 7,7,) et r, (^J,^) (Fig. 8-). 

1) Voir le 4" de« mömes probl^mp>«. 

Arabiv d«r MiUhsiBMik oiul Shjtik. HI. Kaiho. IL 18 
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Les deuT plans clierclies doivent etre paralleles et passer, Tun p«r 
la droite T^T^ et l'autre par la droite J^/^; le premier est donc le plaa 
tamS par Ift droite TyT^ pandUleme&t & U droite T^T^, tandis quo le 

aeeond est le plan 
par ]a droite J^/^ p«- 
idUAement i T^T^ 

Trwuoar le pomi X 
oft 96 eoupent les deux 
ptatts «1 = et 
«t^ (Fig.n 

Par le j>lnn rr, 
iiipnons un espace arbi- 
traue |Ti'}; il coupe 
le })Iau 7T^ dans la droite 
dout les eleiuents de- 
scriptiffl Bont Tt^tt^ et 
/'=»'«;. La droite rr 
eonpe le plaa t^i^ dam 
le point X', de aorte qae 
Von X = {vi% X'], 
JjB lecteor Ten» fiioilement que la conetraction. de Tespace passant 
par quatre poiste peat 6tre fiute d'mne maniere analogue k celle dn 
plan paaiaiit par trois pointe, espoefe ä la fin du Nr. 1. 

Ofines» Aoüt 1901. 
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Ein Beitrag zur Frage 
nach der zwedLmälsigsten Gestalt der (lescliofsBpitzen. 

Ton Adolf Knbbbb in Berlin. 

Eins der ältesten Probleme der Variationsrechnung, dasjenige 
nämlich, wolclios man als das ProMem der Fläclic Icleinstf'n Wider- 
standes 7,n l)e/,»'ii-luit'ii j)ti»'gt, tindet eine interessante praktische An wcndunjjj 
bei (ier Kru<^'e n;ujh der 7!Wt'C'kniar*»iiT9tpn Gestalt der öeschol'sspitzen. 
Die gewöhnlich in der Variatiousrechnunj; l>ehandelte Aufgabe verlangt, 
den Meridian der Rotationstiüche zu huden, welche in einer Flüssigkeit 
fortschreitend bei gewissen Annahmen über die Druckwirkung den 
MehuAeu Widofkand evleidei Wenn es ndi aber um die Cfoeehofe* 
sjHtzeii bandelt^ mula man, wie Ton nenerm Autorra*) hervorgehoben 
wird, den Widetetand der Stimflacbe, d. k einer dea GesohoA nach 
Tom begremsenden Kreiafliche mit beritckaiditigai, nnd die praktiach 
intereeaante Frage iat folgende: wie mnla bei gegebener Länge und 
gegebener hinterer Grenzflache der Geschofsspitae der Meridian ihrer 
Mantelfläche angenommen werden, damit diese xnaammen mit der 
Stirnfläche den kleinstmoglichen Widerstand erleide; dabei iat der 
Kadius der Stimfläidie uielit vorgeschrieben. 

Ein wichtige« auf diese Frage bezilgliches Resultat hat Armauini 
abgeleitet; er zeigt, dafs, wenn das gesuchte Minimum vorhanden sein 
soll, die Mantelfiäehe, deren Meridian die seit Newt(»n bekannte Kurve 
ist, sich unter eiuom Winkel von 45® au die ►Stirnfläche ansetzen mufs; 
damit wird eine irrtümliche Ai^be in der übrigens verdienstvollen 
Arbeit Tom Angnat beriehtigt. Ea bleibt aber.noeb zu untersuchen^ 
ob die nach der Regel von Armaniui konatmiwte Qaeehofsspitze 
wirklich ein Minimum dea Wideratandea Hefart; um dieae Vnga m 
beantworten, banntae ich die Methode mr Ableitung hinieicbender 
Bedingungen dea Extremnma bei Problemen der Variationsrechnui^ 
mit TeriinderliGfaen Integrationagrenzen, welche ich an die Grundgedanken 

1) August, trolle'» Jonrnal 10:{ 1H88). Armttnini, AnnaU <U mat. (3)4 
(1900). Lampe, Verb. ti. deut«cheu piiy«. Ge«. 8 (1901). 
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(1) 



Ton WeUrsirsrt. flukn&pfeacl m meinem Lehrbaeh der Variaiioiito 
rediaiiiig entvickeli faaibe. 

1. Die Sjnimetricaclue des Geschosses sei die jl^-AoliBe eines 
rechtwinkligen Koordinatensysteme; die StirnÜiu-Iie entetdie dorch 
Rotation eines Stückes der positiven j/- Achse j der GeschofskSrper liege 
nach (Ipr Rfitc der positiven Abszissen hin und bewege sieh durch 
die Lutc in der Kichtuug der negativen j -Aehse. Es sei femer 0 der 
Kuordinatenanfangspunkt, Ol der liadius der Ötimnuche, 1 also ein 
Punkt der positiven Ordinatenachse; 12 sei das kniiintiliriig».' Stück 
des Meridians der Geschofsapitze, sudafa der i^mkt 2 nui der hinteren 
Begrenzungsfläche derselben liegt. Wenn dann die Kurve 12 stetig 
gefafimmt seiii nnd du gemdite Hinimnm lieftm soll, so ergeben 
die gewöbnliehea HeÜhodea der YariatioiiBrecliirang ab ente notwendige 
Bedingung des MinimamB, dafo die Kurve 13 durch Oleichungen von 
folgender Oeetelt danteUbcr aein mnlSi: 

dabei bedeutet t einen Parameter, für den offenbar die Gleichung 

gilt; a und h sind Einutante. Die Kurrra, welche duidi die Olei- 
ehungen (1) bei wiUkürlicher Wahl der QrölMn a und h definiert 
werden, sbid nach der Bezeichnnngaweiee meines Lehrbnche die Eitre- 
malen der rorgel^tea Minimnmeaufgabe. 

Bezeichnen wir nun hier wie auch fernerhin die Koordinaten der 
Punkte 1, 2, . . . durcli ;r, , , x^, »/. . . . die Werte des Parameters / 
in diesen Funkten durch t^, t^, . . so ist nach Armanini zu setzen 

und die zweite Gleichung (1) ergiebt 

Vi = 2a, 

^sodaCs a ebenso wie positiT ist; da femer a'i « 0, so folgt ane der 
ernten Gleiehung (1), wenn man t^t^^l setzt, 

eodab die Gleichungen der au untersuchenden £xtremalen in folgende 
Form gebmeht werden können: 

\tf 4 + T + V* 
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* 

Von jeder der luerdoxeli dargestellteil Karren befcnchlen wir nur 
denjenigm Teil, dar dem Wertgebiet 

(3) • 1 >J > 0 

entspricht; Ja ott'enbar die (xroläe 

bei der Voraussetzung (3) negativ ist, so crhillt man, wenn t vom 
Werte -f 1 beginnend abnimmt, die positiven Werte von x, die bei 
der fortgesetzten Lage des üeschoseee zum Xooidiaatenajetem zu be- 

trocbteu sind. 

2, Der WiderstanH, Aen eine in lii r Hicbtinitj ibror Symmetrie- 
achse durch eine Flüssigkeit fortt>cli reitende K«.>tutu»nstiuche erleidet, 
wird bei der New ton sehen Voraussetzung über die Druckwirkung 
durch den Ausdruck 

dargeetellty in welchem C eine Konitaiite bedeutet nnd llngs deis 
Meridtiitt der Rotationsfliche, einaehliefilich der die Stunffiche er* 
xengandieii geraden Straeke, m integrieren iit; sind x nnd y lingi dee 
Heridiami Fanktiow» eines Penmetere t, und werden die Ableitungen 
nach diesem durch Aoeente beseiehnet, so kenn man filr dm Ans* 
dmek (4) aehieiben 

cfF(x, tf, x% ff')dt, 

wobei geeetst ist 

(5) J^\^»y.^\y')-^^!!f^.' 

Die Bedentnng der Konstante C ist leioht ni erkennen, woin man 
» 0 aetsty also lings einer Ordinate^ a. B. des Sttlekes Ol, integriert; 
man erbalt dann 

V 

C ist also diiB 2:T-f}ii ]u' des Widerstandes, den eine auf der Bewegungs- 
richtuiig Henkrechte Kjreiäüäche erleidet, dividiert durch das Areal 
derselben 

Die Beziehung zwiiicheu der t\inktion F und den Extremaleu be- 
steht darin, dafs die Gleichungen 

dF , dF 

(6) ^-.--af-o. ^, 
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in welchen , F^, ~ tt—, u. s. f. gesetzt ist, gelten, wenn man 

lilr X, y die Ausdrfielce (}) odpr ("2) rinsr>t7-t; man kann sich davon, 
ohne etwas ans der yariationsrechuiLQg zu enUeliaeUy durch emüache 
Ausrechnung leicht überzeugeu. 

3. Um nun nnsprem Ziel naher zn kommen, hctrachtpn wir den 
Extrem aleniHKjen 12 als speziellen Fall eines veränderlichen Hopfens 
54, der lu loJgeudur Weise konstruiert wird. Es sei > 0, und es 
werde die Extremale 



(7) 



für das Intervall li><>0 betrachtet, und der Widerstand, dividiert 
durch die Konstante C, allgemein durch J bezeichnet; spezieller sei 
c7oM das laogp des LinieauEOges 034 g^bfldoto Integral, und weide 
stebi der Jntegratiooeweg dureh die dem Bvohstabtti J aogeheftetoi 
Zahlen angedentei Dann ist 

wobei der Strich daravif hinweisen soU, dafs längs einer Extrcmale 
integriert wird, und naoh Nr. 2 ist, da längs der Geraden 03 die 
Gröfse x' Terschwindei^ 



(8) J^~Jydy = '^; 



femer ergiebt sich, da den Gleichungen (7) zufolge dem Werte t^^^l 
der Punkt 3 entspricht^ 



wobei für x, y die Werte (7) substituiert zu denken sind. Zur Ver- 
einfachung der Formeln wollen wir festsetzen, daiis 

«4 = «, y4-y, *4-' 

sei, d. h. wir wollen die Grofeen x, y, t olme luAez auf den Punkt 4 
beueih«! und gehreibeii demgemab 



'^li^J^ix, y, x', y')dt. 



Ein Beitrag xur Frage nach der sweckm&bigiten Gestalt der GeacholiiBpitsen. 271 

Diese Grofse kann ab Fonktioo Ton fg und t aiigeMlMii w€grdeii; miai 
erhält nnmittelhwr _ 

oder, da F nach Hör Definitinn f ö) m Bezug auf die Argumente x'^ y' 
homogeu tou der ersten Dimoujiion ia^ 

oder endlich, iiideni man zum Ausdruck brin^^t^ daCa X und ff den 
Gleichungen (T) zui'olge Funktionen von und t sind, 

^ F 4- F 
dt dt ^ '' et ' 

Da ferner die IntegrationsgreinMii von nnahhängig sind, findet man 

Dieser Anadmck kann durch partieUe Integratifm umgeformt wezdeii, 
indem mm tou den GleiohuigeiL 

anflgekt; man erhält s. B. 

fF.,^ät^F,,i^\-f'^'^r^^ 



nnd findet scUieCdicJi 

alio den Oleichimgen (6) zufolge, die bei den Vonmeeetnmgeo (7) 
offenbar ebenso gelten, wie w«m man fDr o?, y die Werte (8) euuelst^ 

Kombiniert mau dieses Resultat mit der Gleidinng (8) und setrt 

80 ergiebt sich in etwas geänderter Anordnimg 

^^y,-lF ~ + F -^F i^ + F iy, 

dy^ yi \'*'dy^ ^ dy^f \ ^ '''dy^ ^ 'r'dy. 
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Nun «nieht man ans den Gleickangen (7) unmittelbar 



(10) 
(11) 

da ferner offenbar 



also nach (11) 

so folgt 



dy_ 



0, 

y' = ix'\ 



1, 



nnd mit Berfioksiclitigung dar GleiehnngeD (10) eiliSlt man 



Vi 



0, 



Sodaon argiebt die Gleiehimg (9), da offenbar 



dt 



das Kesuitat 



Beizt man also 



SO folgt die fBr die femera Untersaehnng fundamentale Foimel 

(12) dw^F^.dx-^-F^.dtf. 

4. Der einfache analytische Kunstgriff, durch welchen, beiläufig be- 
merkt, die .Tiicobi-Ham iltonschc Methode mit den Onmdgedanken 
von Weierstrafs über die llerieitung hinreicliendpr BediiiguiijTi.'n des 
Extremums in Verbindung gesetzt wird*), besteht nun darin, dals in 
der Gröfse w, die zunächst als Funktion von nnd t erscheint, die 
Argumente X und y als unabliängige Variable eingeführt werden. Um 
zu tiuischeiden, ob und in welchem Umfange dies möglich ist, mufs 
die Fuuktionaldeterminante der durch die Gleichungen (7) als Funktionen 



1) Kneser, Lehrbuch der 
16 und 19. 



(Brnmediweig 1900), 15, 
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von y, und t bestimmten Ausdrücke x, y nach den Argumenten und 
t gebildfit werden* Schreibt num jene Oleiehungen Imrs 

eo findet nuui nnniittelbar 

äff - ♦(0<fy, + y,*'»**«, 

Ft rnor gilt di» echon in der 61eichQng(ll) com Anedrook gelrommene 
Identitüt 

somit tolgt 

Da nnn die Werte Ton ^ ftlr weldie 1 ^ 0, betrsehtet werden, 
so ist In^ nicht poeitiT, die ganze rechte Sdte der letzten Gleiehnng und 

damit die Fuuktionaldeterminaute ^j^' ^] also j>ositiv, und dies gilt 

filr alle Wertaysteme (y,, /), für welche t/j > 0, 1 > < >0. 

In der ümgfhttiig jedes dieser Wertsysteme können also diP 
(»rtilseii und i als Fuuktir»nf»n dor inuibhäugi^;eu Variribfln ./. y aii- 
ppsi-hen worden, und halu-ii stotige »Tstc Abit^itungcn nach diesen. Es 
erscheint damit aucli die GröfMe tt als Funktion von x und //, und das 
in der Formel (12^ auftretende System von Differentialen dx, ily kaun 
jedes beliebige vom Punkte 4 ausgehende Linienelement darstellen. 

5. Eine weitere Thatsaehe, von <ler wir Ueljraach zu niacheu 
haben, besteht darin, dafs jeder beliebig gegebene Punkt 4, de.ssen Ko- 
ordinaten positiv sind, mit »»inpni auf der positiven Ordinatenachse 
liegenden, nicht vorgeHchripbeuen Punkte 3 durch eine der S<*har (7) 
angehörige Extremale verbunden werden kann. Um dies nachzuweisen, 
gehen wir von irgend einer speziellen Extremale jener Schar, etwa der 
ursprünglich betrachteten Kurve 12 ans, deren Gleichungen lauten: 

(13) ^-ifMf)> y = yiHt)- 

Längs dieser Kurve durchläuft das Verhältnis y : x, wenn man t von 
+ 1 bis zum Werte 0 abnehmen läfst, beständig abnehmend das Inter- 
vall von + oo big 0; denn man hat 
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und der Zlliler dioMs Aosdruekes ist nneh Nr. 4 fttr alle poeitiyeii, 
echt gebrodienea Werte von t positiy; da min i abnimmti da ferner 

lim<lii<»0 

und d^nuach 

ii„iS-iim*;;!=-o, 

80 ändert sich der Quotient y: x in der That auf die angegebene Weise. 
£b giebt daher auf dem der Ungleichong 

(14) 1^^>0 

entsprechenden Teil der Kurve (13) einen einzigen Punkt^ in welchem 
der Quotient ij : x einen gegebenen positiyen Wert, s. B. deneelben wie 
ftlr den gegebenen Punkt 4 annimmi Ist $ der zngeliorige Wert 
Ton t, 80 findet man demnach 

indem man die OrSfeen x, y wieder auf den Punkt 4 beiietht, und bei 
der Torauegeeetasten Lage dieeee Punktes bat die letzte Gleichung eine 
einaige LSsung 0, welche, für t gesetety der Ungleichung (14) geuügt. 
Setaen wir nun 

80 geht die Extremale 

welche der Schar (7) angehört^ durch den Punkt (x^ jf) oder 4, da man 
für ^ 0 offenbar die Gleichungen 

erhält. Damit ist die aufgestellte Behauptiinfj bewiesen. 

Läfst man den Punkt (j:, y) sich dem Koordiuatenaaffijig.s|nuikt 
unbegrenzt annähern, so folgt aus den Formeln (15), daCs unendlich 
klein wird; denn die Gröfae 

♦«-ni + f. + T 

bleibt bei positiven, die Einheit nicht überschreitenden Werten Ton i 
oberhalb einer festen positiyeii Grenze. 

G. Nach diesen Vorbereitungen kami tüc Frage nach der Miui- 
mnmseigensdiaft des Integrals Jqj, beantwortet werden. Vom Punkte 2, 
also TOm Bande der gegebenen hinteren Greniflidie der GeBcboJaspitae 
aui^ sei in der a;y-Ebene eine beliebige, die jr-Achse nicht sehneidende 
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Kurve, welehe nicht EzireouJe sa mn. htaxuM, nach «inem Punkte 5 
hin gezogen, welcher wie 1 der poeitireii Hälfte der Ordinetextadue m- 
gehört; 052 ist dann der Meridian einer neuen Spitze, und es ist zu 
unterBuehen, ob wirklich, wie wir wUnechen, das Widentandaintegral 
grSlSnr als isi Zu diesem Zwecke lasse man dw Ftmkt 4 
die Eurre 52 in der Richtung von 5 nach 2 hin durchlaufen und kon- 
struiere, was nach Nr. 5 möglich ist, in jeder Lage des Punktos 4 den 
dort definierten Extreraalen bogen 34. Fallen die Punkte 4 und 5 zu- 
sammen, so ist auch der Punkt 3 mit ihnoi identisch; fallt der Punkt 4 
in die Lage 2, so geht 
der Punkt 3 in die 
Lag-o 1 über. Daraus 
folgt, dals das Aggregat 

bei der bezeichneten 
Bewegung den Pimkies 
4 mit dem Anfangs- 
wert Noll beginnt, 
wShrend sein Endwert 
die Differena 

ist, deren Vorzeichen 
untersucht werden soll. 
Dieses Vorzeichen ist 
bestimmt und damit das 
Ziel der rntersuchung erreicht, wenn es gelingt, über das Wachsen 
oder Abnehmen der (iröfst- W bpi dor ang^ebenen Bewegung des 
Punktes 4 bestimmte Eiusiihten zu gewinnen. 

Es seien nun die Koordinaten des Punktes 4 als stetige, mit 
stetigen ersten Ableitungen versehene Fimktionen eines Parameters r 
gegeben, der in den Punkten 5, 4, 2 die Werte », annimmt und 
in der Kic^tong 52 wächst; dann ist 




•i>i« 



■■jF(x, y, 



ax ' dt) ' dx 



' r' ^' äx ' dr) ' 



und da nach Nr. 4 die Gröfae u in der Umgebung jeder Lage des 
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Punktes 4 als Funktioii yon Xj y angesehen wevden ksim und stetige 
ersie Ableitnog«! besitst, so kann man der Formd (13) zofolge setsea 

man erhält mit diesen Werten 

dW „/ dx du\ TP f , ,.dx , ,.d}/ 

47 -= F{x, y, j^, - F^.{x, y,x,y)^^- i<,,(^, y,x,y)^, 

oder in der BeKeicIiniing toü Weierstrafs 

dW o / , , dx du\ 

Führt mau in dieser Formol den expliziten Au»druck (5) für die 
Funktion F ein, und berücksichtigt die Rektion 

so ergiebt eine kurze ßechnung 



dW 
dt 



Da nun i positiv und 1 — nicht negativ ist, so ist dieser Ausdruok 

positiv oder Null^ wenn wir ToraassetBen, dafs ^ und ^ längs det 

Kurve 52 nirgends sngleidi versehwinden nnd nieht negativ werden. 
Der sweite Faktor des Zahlen ist dann, abgesehen vom Punkts 5, von 
Nnll verschieden, da dies von 1 güt; verschwinden k&mte somit 

die Grofse längs der ganzen Kurve 52 nur, wenn ttberall die 

Gleichung 



oder 



(16) 



dy 


.dx 
^di 




1 dx 
\ dt 


x' 


! dy 

1 dx 





0 



bestünde. Nun kann man nach Nr. 4 auch t und m jeder Lage 
des i'uiiktes 4 als Funktionen von x und y und damit von x betrachten^ 
dann i»t uiienbar 

dt ^ ^ d* ay, dx » dx"^^ dx'^ cy,dx' 



Digitized by Google 



Bdtng woat Frage nach der aweekuUkigateB Qettalt der GeBchofsapilmi. 277 

und die Gleichung (16) würde ergeWn 



^ dx^ cy, dx ^ 
,dt rndy, , 
^ dx'^ ry, dx ' 





dx 










dx 


cy 


y 




cy. 



0, 



mit 



ithin, da die neben stehcfnde FnnktioiialdelermuiBDte nach Nr. 4 



TOn Null Terechieden ist. 



Das wfirde bedeuten, dafs der Punkt 4 bei Bt iner Bewegung immer 
auf derselben Extmniilf 34 l^e; da nnn dio Endlage dieser Kurve 
die orBprflnglich betrachtete Extrem alc 12 ist, so müTste die Kurve 52 
in ihrem ganzen Verlaufe mit der Extrem alo 12 znsamraenfallen. Ab- 
gesehen von diesem Falle ist also anter der eingeldhrteii VoraossetKimg 

die OroDie nieht negativ, Tefschwindet aber nidit fibwalli und da 



80 fo^ 
(17) 



n<n, w -0, M^i -j;»-^,, 



Diese Ungleichung gül auch uuih, wenn die Punkte 5 uüd U xu- 
samratMifallen, d. h. wenn die dem Meridan 052 entsprechende Qeschofs- 
form keine Stirnlliithe hat, sondern vorne in eine scharfe oder ab- 
gerundete Spitze ausläuft. Daun kann der Punkt 4, dessen Ordinate 
positiv sein mufste, zwar nicht in die Itage ö oder 0 hineiurückeu, ihr 
aber dodi beliebig nahe kommen. Labt man demgemals den Wert x 
Ton aas abnehmend gegen die Grenze %^ konvergieren, so nimmt 
nach Nr. 5 die Greise unendlich ab, das Integral J^g nähert sich 

also ebenso wie «/g« und nnbe^renst dem Werte Null, und dasselbe 
gilt demnadh ron dem ganzen Aggregate TT. Nnn lehrt aber die 
dnrchgeführte Argumentation auch jetst noch, dab, so lange t nicht 

dW 

mit r^, zusammengefallen ist^ die Grofse nicht negativ ist und nicht 

überall verschwindet; denn y, ist offenbar nicht längs der ganzen 

Kurve 52 konstant. Ware also der Wert von 11'" ffir r =^ Xull oder 
negativ, so miifstf! diese Grofse bei der angesehenen Bewegung der 
Variabb n t gegen eine negative Grenze konvergieren, was dem soelun 
erhait4.'nen iiesultate widerspricht Damit ist wiederum die Ungleichung 
(17) bewiesen. 



Digitized by Google 



278 



Amv Krans: Ein Beitrag tor Frage «te. 



7. Dm Mininrnm des Widentaadw wird also toh der Extremale 12 
fgeHeteti, wenn man sie mit denjenigen Eamfn 52 Terglncht, länga 

deren und nicht zugleich verschwinden und nicht negativ werden. 

DicRo Brv^chrankuTig der verglichenen Kurven ist aHpr dem nrsprüng- 
licheu Sinne des Problems durchaus angemessen; denn wäre die Grö£»e 

^ sieUiniweiBe negativ, ao mftCrte ue in gowiaaen Pdnkten von paat' 

tiven in negativen Weiten flbergelieni nnd die dnrdi Rotation der 
Enrve 52 entatandene FUkshe bitte eine nach der Bewegungsrichtung 

ofiFene, ringförmige Vertiefung. Ebenso hätte diese Fläche, wenn ^ 

das Vorzeichen wechselte, wulstformige Auswüchse oder Vertiefnnsren, 
welche .sich senkrcdit zur B<»wegnns^richtim^ erhoben oder ütiiu't4'n, und 
würde nicht in ihrer ganzen Ausdehnung der Bew^pmgsrichtung zu- 
gewandt sein. Ein wechaelndea Voraeichen einer der Grofsm 

würde also anf aolidie Gesdiofaformen fthren, bei deno!, wie acbon 
August hervorgeboben hat, das Kewtonscbe Gesetz der Druckwirkung 
nicht mebr angewandt werden kann. 

Zum SehluAi sei nocb datauf hingewiesen, dafb die in Kr. 6 vor^ 

ausgesetsEte Stetigkeit der GrSfsen ^ Kurve 52 die prak- 
tisch wolil immer zulässige Beschränkung uuiV'rlegt, ühenill eine sich 
stetig ändernde Tangente? zu besitzen. Aber die al)}^eleiteteu Ditferential- 
formein und die au sie geknüpften Schlü.ssc l>leiben auch filr Kurven 
mit beliebig vielen Ecken gültig, weim die übrigen Vorau.ssctzungen 

der Nr. 6 festgehalten werden, und die Gröisen nur, ohne 

fiberall stetig zu sein, gewisse leicht angebbara EigeesehaAen besitaen, 
die in § 17 meines Iiehrbuchs genauer besprochen sind. 

Berlin, den 5. August 1901. 
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Gleicligewichtsbedixigimgeii für im Kräfte, 
die eenkmht bh einer starren Geraden wirken. 

Von H. öciiuBEKT in Uambuig. 

Ei beomelmeii: ^) p^y Ps, Pi die IntensitSten der vu r Kräfte; 
2) «4, €tff a,, tr^ die Winkel, die ihre Rieht nij'^n mit einer beliebig 

gewählten Aiifaii'^srichtunir bilden; 3) /, , 1^, die Entfernungen, 
die ihre auf einer starren Geraden 7 betinaiiclien vier AngrifPspaukte 
Ton einem beliebig auf y gewählteu Anfangspunkte haben. 
Dann sind die Bedingungen des Gleichgewichts; 

/)j cos «j -f ;)j cos «3 -f ;)j cos -j- cos = 0 , 
jf^i sin ftj 4 J^a »in 4 /'s J^in «j -f P4 sin = 0 , 
cos «j 4- ;>s^j cos Oj -f ^3/3 cos er, + l^ COS == 0 , 
/>, /i sin + sin Oj + 2h h ''^s ~i" ihU «4 = 0. 

Diese vier Gleichungen bestehen zwischen nur acht wesentlich 
verschiedenen Gröfsen, näniUch drei Winkeln, da (hei den vierten be- 
stimmen müssen, drei Intensitätsverhaltnissen und zwei Abstandsvei^ 
liSltniflaen. EUmiiiiert man daher die Winkel, so mnls eine Belation 
enteielkfliiy die allein swiflchen den Intenaititten der &äfte und den 
Abfliiiiden ihrer Angrifhpimkte besteht Diese lautet: 

p? - h) - '5) (^ - + pj - h) ik - h) ih - h) 

+ pl iU - ^) Ca - - + p; (h - h) - h) - ^) - 0, 

Wenn die vier Angriffspunkte symmetrisch liegen, so dal's 
— /j /, — nnd ^1 — ^3 = ^ — ^4 ist, so spezialisierfe sich diese 
Relation an: (f»{-ri)(/j-JJ-(i4-f^)(Z, -^). 

Andererseits muJb aber durch Elimination der Kraft- Intensitäten 

eine Kelation entstehen, die nur zwischen den Winkeln nnd den Ab- 
ständen der Angriffspunkte besteht. Diese Relation, die man durch EH- 
minatton voapuP^, Ps,Pi aus den vier Bedingungsgleicbimgen erbalty lautet: 

sin («, — «,) sin (a^ — or,) /, — . — h 
sin («^ — a,) ' »iu v«« — o,) I4 — ^ ^ — (1 

Diene Keliition sagt aber nichts anderes aus, als dafs die Winkel, 
nnter denen die Kraftrichtungen zu einander geneigt sind, dasselbe 
Doppelverhältnis haben, wie die Strecken zwischen den Angriffspunkten 
der entsprodhenden Erftfte. Hietaas folgt der Sata: 

Warn vier Sri^, die sentivd^ gu einer starren Oerade» wirken, 
eitSi das CRm^igewicht halten, und man zieht in einer eu ihren Jiichhtngen 
parallelen Ebern durch einen Punkt vier Parallele zu diesen Richtungen, 
so erhält man rier Strahloi, die fircg^Uiv m den vier Angriffspunkten 
ati^' der starren Geraden sind. 

Hamburg, den 24. April 1901. 



Yereiniachte Lösung der Eni er scheu Aufgabe: 
ap» + y* + *» + ü» = ü. 

Von K. ScHWEKiNQ in Köln. 

Diese Aui^be ist TOn Suler in seiner Algebra^) gelSst worden. 
Die gegebene Löeung iet etwas nmetindlicli und läbt nicht leicht er- 
kennen^ ob die anscheinend willkflrlidien Grofeen bei Abänderung ihrer 
Werte zn neuen Losungen führen oder nicht. An diese Lösung knfipft 
Binet*) an (0. ß. 12, 248, 1841); mit dieser Note werden wir uns 
weiter vnten auseinandersetzen. Icli glauLo eine von i|iir gefimdene 
Lösung veröffentlichen zu sollen, weil ich sie fQr eine wesentliche 
Vereinfachung der Eaierachen Lösung halte und die Aufgabe an sich 
höchst elegant ist. • 

Teil Ix'liaupte, dafs die allgemeiuste Lösung in folgenden (ilei- 
chungen enthalten ist: 

(1) X — mtc — f»', Jf — + »*> # — — n« + v^nß — m\ 
Die Zahlen u, ß, m, n sind nur durch eme Gleichung verbunden: 

(2) + = 3i«w. 

Zunächst nl)or/cngen wir uns durch Ausrechnung, dafis (1) und (2) 

wirklieh die Auigabe lösen. Wir finden: 

a?» + y» + jr» + ir»-(m»- n»)(«» - /S») + C^*»»* - - ß), oder 

«t* + + + - + a/J + /J* - 8 mn). 

Damit ist diese Behauptung bewiesen. 

Jetst haben wir noch zu zeigen, dals die Aufgabe auch in allge- 
meinster Weise durch unseve Lösung erledigt wird. Angenommen, es 
existiere irgend eine Lösung x, 0, o. Wir werden seigen^ dals sie 
in d«i Gleichungen (1) und (2) enthalten is^ d. h. wir werden Werte 
Of ß, m, n angeben, welche die Torgelegte Lösung herrorbringen. 

1) Desgl in Enlori operd minora collecta. Pebop. 1849. Tom. I. p. 193C 
%) Eucjiklop. d. matbetu. Wisseusch. i, 572. 
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Veninfachte LOflong der Ealenchen Aufgabe: y* 4- + ~ 0* 28 1 
Wir ünden leicht: 

(5) « » — ' — = : p «» = • — • 

Folglich 

(4) nz ■{■ mz = — ny — mv — 
also 

(5) f±y-,-«. 

SetMa wir nun 

■o folgt ans (4) 

e{x + y) - x(u + ^) - »^\(x -f y)' + (f + ir)»}. 

Oder mit BQckudit Aiifa;' + y*H-«' + t^«0: 

/ß\ ^ — agp 

^ ' »«y (« + y) + Äff * <r + #) ' 

Diese Oleichiing ist aber immer rational lüsbai". Denn man braucht 
iliu Ztiiilen r, y, Zj v uur eiiicü bestininiten gemeinsamen Faktor k zu 
geben, um für sogar den Wert Eins zu erhalten. Ist ^ gefimdeu, 
io liefern m ^{x -|- y), « «- — ^(t? + £•) fOr m und n wgar, wenn 
es Terlangt wird, ganxsahlige Werte, ond dann eiliSlt man a und ß 
aus (3). 

Hieimit ist bewieeen, dab jede rationale LSsung in der von nne 
gegebenen entiialteii ist Wenn ß, n moht ganxe Zahlen aind, 
so können sie dnreh Utdtiplikation mit einer bestimmten gansen ZaU, 
dem HanptaiOBner, ganwihlig gemacht werden. Dadnrch wird den 
Waten Xj f, g, v nadi (1) dn gwneinsamer Faktor, das Quadrat des 
Torgenannten Nenners beigefügt. Dieser kann znm Schlnlji wieder ab- 
getrennt weirden. Fulglich erhUt man alle rranzTiahligen Lösungen, 
wenn man n alle anlSssigen ganzen Zahlen durchlaufen iüfst 
Wegen (2) kann man fOr m nnd ft aufaer 3 nur Zahlen wählen, welche 
Primzahlen Ton der Form 6 j) — 1 und eine ungerade Potenz von 2 
als Faktoren nicht enthaltoiL F&r m und n sind also nur Euiässig: 

1, 3, 4, 7, 9, 13, 13, 16, 19, 21 u. s. w. 

BäapieU: 1» «=• 1, 1* - 3; + «/J + - 9. 
Dann sind folgende Annahmen m^lich: 

« = 3, - 3, 0, 0, 3, - 3j « 0, 0, 3, — 3, - 3, 3. 

Archiv der MubeaMtik «ad PhTtik. in. Btrite. IL 19 
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K. ScHWiDUifQ: 



Man findet folgende LOrangen: 



«--6, - 12, 

y- 9, 9, 

#--8, 10, 
€--1, - 1, 



9, 
6, 

8, 



9, 
12, 

10, 



6 



12, 
6, 
10, 



12, 
10, 



8. 



Unter diesen siiid .') verschieden: 

9««8» + 6» + l», 12* + l*-9»+10», 6»-ö»-H4» + a» 

Fflrm-l, »-4; «--4, ^-2 wiid: 20» - 17* + 14» + 7» 
Ptlr m — 3, n « 4; « - «, /3 = - 6 und « - - 6, /3 = 0 wird 

34» -f 2» - 33» + 15», 34» + 9»-33»4-16«. 
Für a-6, /3-0: 16» + 2» - 16» + 9», 

Um auch ein Beispiel der Zurückf&hnmg einer gegebenen LSrang 
auf die hier gefundene Foim m haben, wlQilen wir das Ton Buler 
op. min. eolL Petrop. 1849 mitgeteilfce — y==39, r-»65, i; — 34. 
Hau findet ^ — 151 : 33* • 26, Folglich erteOen wir den x, y, g, v 
den gemeinsanien Faktor A 151 • 26, woraus ^ — 1 : 33 • 26 wird. 
Dann folgt 

m i^^gj- 151 -26.33=- 151, « - - 3 • 151. 

Nun ergiebt sich 

— 151 26 .<2 + a ir)l« „ ^ 9 ■ 161*- 26 • 161 • 3« „ 

iTiM ß zrisi ^'^^ 

Die Ausrechnung ergiebt richtig a- aß -\- = 3»m. 

Von hohem Interesse ist die Frage, wie unsere Lösung sich 
umformen wird, wenn eine der Unbekannten verschwindet. Dafs die 
eiitötehende Oleichuiig ^ + rational nicht lösbar sein kaon, 

sagt der beruiimte Ferniatsche Satz. 

Betzen wir also eine der Unbekannten gleich ^uli, etwa — 0, 
so folgt ß -> ~ , daher 



Damit diese Gleichung rational sei, nrafs 3fi(4m» — «») ein Quadrat 
sein. Dies ist fßr m — i» — 1 der Fall, was aber an emer nichts- 
sagenden Losui^ fOhri Nehmen wir aber s. B. m^l, fi — 2, so 

wird «- 4, «r B — 2 + 2 V^6. Wenn man idso Zahlen von der Form 
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Yereinikehte LOsimg der Enlenoheii Aufgabe : »• + 4. + «> 0. 29^ 

a + (1 )/6 zulälst^ kann man die Gleichung ^ + rational lOeen* 
Sine solche Lösiuig ist e, B. 

(iy6)' + (l-.-)/6)' = (l + i]/6)». 

Wir Vemerkeiiy da& die XJnmdglicbkeit sc^ ^ + ratioual zq 
lösen, genau von denelben Tragweite ist wie die ünmi^ichkeit, 
3»(4m^ — I zu einem rationalen Quadrate zu machen, also nach 
Division mit at^: 

(7) ^-12«»-3 

iti rationalen Zahlen zu lösen. Ersetzen wir y durch so kommen 

wir auf 

(8) 4«» - 1 4- ä2/^ 

Die einftdliein Au^hen (7) und (8) sind silso in rationalen ZaUso 
nicht ISsbar, al^^esehen tod den LSsnngen x^l, ff B und x^l, 
y » 1, welche den Charakter der Singniariüt keineswegs auf den ersten 
BUdc m erkennen geben. 

Die TOn Bin et gegebenen Formeln, — ich verdanke diese Be- 
merkung Herrn £. Lampe — gehen in die obigen (1) über, wenn 
man m — 1, « >= o* + 36', a = « — 36, ^ = a + 36 setzt und die Vor- 
seichen von X und y ändert Wesentlich ist hier aUein die Annahme 
«1=1; denn, daCs n in der Form a*-f 36* darstellbar ist, folgt aus 
bekannten Sätzen der quadratischen Formen, da er -\ a(i -i = 3», 
('2a + ß)^ + '^(i' ^ ["Jti ist, also lL^< keinen Teiler von di r 1* orin 
6m + fi luihen kann. Ks frn*rt sieh nun, oh die Binetsche lirtsunj^ 
die al!<;t'ineine ist. Wird dit> (iunzzaliliijkeit' ) verlangt, so ist dies von 
vornherein nicht sehr wahrscheinlich, da aus Gleichung \ö) sich er- 

gi^bt Es mfiisten also die 4 Zahlen y, 0, v sich 

niindesteos auf eine Weise immer so in Gruppen von je zwei ordnen 
lassen, dafs die Summe der einen, 9 + iv, ein genaues YieUaehes der 
anderen, x-\-y, wäre. Merkwürdigerweise trifft dies, so viel ich sehe, 
bei den Eulerschen Beispielen zu, z. B. 3, 4, 5, — 6: 4 -f 5 ist 
teilbar durch 3 - 6; 3 + 4 durch 6 — 6; 3 + 5 durch 4 — 6. Ebenso 
fllr 1, 6, 8, -9. 

1) Hinet (C. R. 12, 24ö) sagt nur: „ . . . ninsi cos <!. rln^rps val»nirs <\e je, 
y, x \ iionnees par Eulcr comiue particulierea peuvent dans tvu« les ca« teuir lieu 
des expresaiouB qui teafeiuieni quatre letttes, k «n facteur prte cominiiD anx qnatre 
valeun, facteur qm peut toujoars itre ^artö ou r^introdoit i\ voloutu quand il 
s'agit de aatUfiun A tme ^natioB homogne teile qne afi-\-yi mm x'*-^ y'V* 

1»* 
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284 Scsnmnro: Tetdniiushte LOmmg der Enlexschen Aaigftbe etc. 

bides genügt ein emsiges Beispiel, für welebee eine solefae Grop- 
piening niebt m^lich iet^ zur Widerlegung. Ein solches ist 

«I « 7, n = 13, « - 8, /3 - 11; X 113, y = 92, £r = -55, t;-94. 

« + y--21j « + #--168; » + 0--19, 

o + jr— 39; y + o- 186; y + i»- 37. 

Folgende Qlnchimgen mögen noeh erwShnt werden: 

Trier, im Janiuir 1901. 
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Anwendosg des Abelschen Theorems auf die L^oog der 

diophantlsclieii Oleielmiigeii 

ofi + A}^ — mid oe» + !(• — 

Von E. ScBWEiiiNO in Köku 

In einer Prt)^imimabhaudluüg Düren 1898 habe ich deü schou 
Tün C. G. J. Jacübi bemerkten Zuaammenhang zwischen dem Abel- 
Bcfaen Theorem und gewiieen dlophentiieheii Gleiehimgeii naher er- 
forscht und dureh einige Beispiele erliuiert In der folgenden Hii- 
teilnng eolkn iwei weitere intereaeuite Beispiele gegeben werden. Die 
Qleichiing + — ii* behandelt Legendre in eeiner Zahlentheorie 
(Denteche Ausg. 2. Teil § 13 9. 110) und swar in der anecheinend 
allgemeineren Foim 7^ + ay* » Er nimmt an, dafe eine Ldnmg 
der Gleichang bekannt sei, und leitet dann aus dieser LSsung eine 
neue ab. Das ist nun auch bei der Anwendung des Ab eischen Satzes 
nicht SU umgeheu; der Vorteil besteht \\^'\ dieser Behandlungsweise 
darin, daP» auf den Zusanimptihang der abgeleiteten Lösungen mit der 
ursprünglichen helles Licht fäilt. 

Wir setsen 

(l) («•» + ii)»-Ä»^l-(««-l)(x-«)(*-^/l)(«--y). 
Dann wird 

Hieraus bestimmt man die Werte Ton m und n. Bildet man nun in 
(1) die Eoef&uenten Ton ^ und x und nimmt ihren Quotienten, so 
folgt: 

m _ _ " + 

^ ' n 4- (« 4- 

Setzt man in diese Oleiehung die für m und » gefondenen Werte ein, 
so findet man 

(8) r-";^"^-*!^- 
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HieranB wird für a = 

Berechnet man ans (1) my-^n, so folgt 

s 



Hieraus ergiebt sich, dafis eine Lösung der Gleichung jc* + 1 = in 
gansen Zahlen sofort dnrdi (4) und (5) unzählige neue Losungen der- 
selben Art liefern wflrde. Aber damit würden wir nur auf eine langst 
als unlfisbares Problem erwiesene Aufgabe geführt werden. Nun kann 
aber unsere Gleichung 

(6) a;" + j4y» - s» 
in die Form 

tnten. Setaen wir le ^ iV^f >o ist swar « mit der Inationalitit y^A, 
behaftet, aber y 1 -f «' — - ist wie a' rational. Die Gleichung (4) 

zei^. dafs dassellie flir y «rilt, und die ßleichnn^en (l-ii und if)'» zfiiron, 
dais aus Zicri Lösuiigon sich eine weitere ähnlicher Art zusammeufiet^ca 
IMai, — Nehmen wir daa Legendresche Beispiel 

so finden wir die erste LSsnng: a; « 1, « — 1, « 2, aus welcher sich 
x^-^4f y— 3, e^b und dann durcb die Annalmien tt—yl, ß^ — ^yl 
sofort x^n, y » 38, « — 73 ergiebi Die Veorierfochung des Argu- 
ments ergiebt 

1256» + 7 • 183» - 1266« 

Dieselben Zahlwerte hat Legendre. Es sei noch bemerkt, dals Le- 
gendre die Gleidiung jc* + y* — 6^0" f&r unmöglich hSlt (art. 334). 
Dies ist ein Irrtum. Die kleinste Lösung ist 17, 37, 21. Encykl. d, 
MaOi. I G 1 a 572. 

Schreiten wir jetat sur Lösung der zweiten Au%abe, welche Ton 
Euler Comm. ar. 1. pag. 207 behandelt ist Wir setaen: 

(7) a»-^i- {mx -\- nf = (a; - «JC^ - - «s)- 
Die Rechnung ergiebt 



(8) 
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Diber ftr «| — le, — a: 

W («»-8)« 

Berecimet man m«^ + so find(>t man 

(10) Vj;n"r^. «!t4H-«?4;j»4j-^«i« .(«.+«s)-8 

also flir — iK| ~ « 

(11) -/«J-Tl «' + 80a'-8_ ^ 

Die Wunelzeichen haben poiiÜTe Werte. Wenn cc^ und stetige 
Variable Bind, ist »las negative Zeichen links in (10) und (11) nicht 
wiUkflrlich. Nach Quadrierang ergiebi sich aus (11) mit Hilfe von (9) 

(12) («» - 8)»«» + 64(«« + !)•-(*• + 20«» - 8)» 
Hierin liegt die LOsung der Gleichung 

(13) a* + y>~z', 

X a* Ha, «/ = 4(^«^ -f 1 ), 5 a'' + 'Jüic — 8. 
a 



h 


7, 


8, 


Ä - 13; 




57, 


112, 






56, 


66, 


671; 






56, 


671; 


6, 


312, 


217, 


6871. 



fit ist bemerkensweri^ dafs muere Methode ohne den mindeeten Kuiut- 
grijOr direkt auf die LSmng führt 

Wir bemerken noch, dab # eich folgendermaben dantellen l&bt: 

z = («» + (1 - y^\f] + ( l + V3)') ; 

z hat also den Faktor (a + 1 - )/3)(a + 1 +^3) - a* + 2« — 2, und 

a? + y = et* + 4r(' ^ -t- 4 ist das Qnadmt dieses Faktors. 

Wenn wir um nucli den TninszeiKU-nt^^n umwolifn. d^n^n Additioius- 
theoreme wir entwickelt haben, so ist diese Fra^e für di>- /wpitp Auf- 
gabe keiner weiteren Erörterung b^ürl'tig. Wir haben die Umkekrimg 
des Integrals vor uns: 

r 

Für die erste Aufgabe setzen wir 

n(x)=^ (r — — ß)(x — y), 
{mx + »}^ - X» - 1 - {m' - 

also 
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Dagegen fOr X'^tt, wenn wir nach « differenitiieren: 

;i — 

ma + n — ] +1» 
ttdm + rf» — (, — ~ — „ — ni) du, 

oder 



\{m* — l)R'{tt) (ma + M)* 

Diosflln" (iliMcliung besteht für ß und y. Addion'ii wir die 3 üleichim- 
gen und beachten, daTs iu leicht Terstündiicher Bezeichnung 

so folgt: 



4- j—J^ {- jp-^f'^ - 0 



Setzen wir aUo 



BO haben wir die geeaohte Transzendente Tor luu. 
Trier, im Januar 1901. 
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Ülwr eine einfaclie konstruktive firmittelnng der cykllechen 

£beneii lux Kegel und Cy linder. 

Von Qborg Hajcen in Agnm (Kroatien). 

Nicht ohne Ornnd liatto R, Sturm in seinen ,yEIementen der dar- 
stolIonHcn (roometrie" auf die Wichtigkeit der kotierten Projektion hin- 
gewiesen. Es treten bei dieser Projektionsmethode Verhältnisse au^ 
die an(!»'r^ivM nnhemerkt bleiben. 

Im lMl_t II len will ich eine einfache, aus eienieutaren Üjierutionon 
zusammen^» jii eilte Konstruktion der cyklischeu Eltenen, sowohl deren Bo- 
gründunf^, als auch einige daraus gezogene Folgerungen in Kürze dar- 
stellen. Diese Konstruktion ist in der kotierten Projektion durchgeführt, 
kann aber auch für den Fall der Aimahme zweier Projektiousebeueu 
angewendet werden. Es ist dann hierbei keine Transformation der 
Projektioneebene notwendige meistene gesdiielil^ wenn der Kegel 

nidit gegen jene eine spezielle Lage einnimmt 

Die BeaiB einee fgesrndm, ettiptieolien Kegels (x) sei e mit den 
Aeluen ÄÄ' and BB", seine Höhe FO - (F)0. Wir woUen die Lage 
jener Kreiesehnittebene (y) dieses Kegels festoteUen, welche dnrch den 
Scheitelpunkt (JB) der Basisellipse hindurchgeht Ans bekannten 
Symmetriererhftltnissen folgt die Tlrace y' der Kreisschnittebene {y) 
auf der Basisebene als eine Tangente in an s. 

Den Kreisadmitt (k) in y und die Ellipse e fassen wir als sentriseh- 
koUineare Kurven auf. Die Tangenten au diese in ihren entsprechenden 
Punkten, d. h. in ihren Schnittpunkten mit derselben Kegelenengenden 
schneiden sich in der Schnittlinie y' beider Kurvenebenen. 

Die Erzeugende VA des Kegels schneidet die Basis in den 
(i^esnrhten Kreisschnitt in einem Punkte G. Eh wird also Hie Tangente 
(//) au den Kreis /,* im Ptnikte G di»' Trace y' in einem Punkte T 
schneiden, ^vt lclier oü'enbar in der Tangente t' der Ellipse in A liegen 
mufs. Die vom Punkte T an den Kreis /.• gezogenen Tangenten TB 
und TG haben gleiehe Längen. Ks liandelt sich sonach um die Er- 
mittelung des Punktes 6f und seiner Höhe über der Basisebene, 
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Wir legen die Eneugende (ÄV) des Eei^ls um die BildflSoheniaraoe 
der Tmgentialebeiie l&agi dieser Eraeng^den in die Ptojekiionaebene 
tun. Die umgelegte Eraeogende (^) fallt mit der groben Achse dar 
Ellipse zusammen. Den gesuditen Punkt (G) auf i finden wir also, 
indem wir TB == T{G) machen. Aus (G) bekommen wir die Pro- 
jektion «bssei Ponktes in G^, wenn wir die Erzeagende i abermals 
umlegen und zwar um die Trace ÄO der Symmetrieebene des Kegels. 
Hierbei gelangt der Mittelpunkt desselben nach {V), wenn {V)0 die 
gegebene H5he des Kegeln darstellt. 

Der Puiilct (fr) koiuint in ilcr neuen ümlegung der Er- 

zeugenden * nach Man erliält «(nineh »eine Projektion im Punkte 

Gl der Geraden ÄO, als einer Projektion der Erzeugenden /. 

Die Kreistangeute y in. G hat 
man daher um umzulegen. Es 
geschieht dies aiu hckauuie, Weise 
mittelst Übertragung der Strecke 
G^{G') von bis G^ auf die im 
Punkte Gl auf {G')S errichtete 
Scal tre chtew Man macht weiter 
SQ^^SG^ nnd hat in der Yer- 
bindnngslinie TQ^ die gesockte 
nmgelegte Tangente g^. Es sind 
also Tom Ereissdmitte (k) zwei 
Tangenten und nebst dem 
Berührungspunkte B in dieeer be- 
kannt; somit ist die Umlegung l'^ 
bestimmt. Die Höhe des Punktes G über der Basisebene stellt die 
Länge G^ dar. Zur Kontrolle eignet sich auch der Punkt P des 
Kreises K für die Bestimmung der Kreissehuittebene y. 

Liilst man die hier zur Begriiiuhing der Konstruktion heran- 
gezügeneu Ki Innikonstniktionen weg, so vereinfia^ht sich jene Kon- 
struktion folgcndermafseu. 

Man bescbreibe aus T mit dem Halbmesser TB einen Bogen 
welcher die gi-ofse Achse dor Ellipse in (G) schneidet, und ans A mit 
dem Halbmesser A(G) einen Bogen (G)(G') bis zum Üurchsclmitto 
mit der um AO umgelegten Erzeugenden Ayl ) des Kegels. Man lalle 
eine Senkrechte aus (G') auf y', welche den Bogen BG^ in Gq und 
die groibe A^se der Ellipse in G^ schneidet De r Punkt ist die 
Projektion eines Punktes der Erdsschnittebene und Gi{G') seine Kote. 

Lit die cyklisehe Ebene für einen Cylinder m beetinunen, so Ter- 
fthre man auf dieselbe Weise. Die Konstruktion verein£u^t sich in- 
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über eine eiafftcbe konatroktive Bmiitteliiiig etc. 2Qi 

sowei^ ab die Tangente <f bei der Umlegung um y* mit x* zoMuimiea- 
fälli Der Fimkt Q Iwt hieilMi teine Firojektioii in and mim Koie 
findet man als die von dem Bogen {G){G') auf %' eingeeehniHene 

Strecke {G'^jÄ. 

Wie schon oben erwähnt, bleibt di^s«» Konstruktion f&r beliebige 
Lagen einer zweiten Projektionsebeuo unverändert. 

Da der Punkt G in einer Symmetrieebene liegt, zu welcher 
aucb die heiden Scharen cyklischer Ebenen y symmetrisch sind, so 
wird man die durch deu Punkt G gehende cyklische Ebene der zweiten 
Schar als die der eben bestimmten Ebene y symmetrische Ebene in 
Bezug auf die Ebene AOV erhalten. — Die Bogen BG^ und {G){G") 
bleiben fllr alle geraden Kegel Aber denelbeii Basisellipw e konstant. 
Denkt num sieb daber das Dreieck ÄO{V) nm ilO in die rftnmlicbe 
Lage zurückgedreht, so kommt der Punkt (G') nach imd man kann 
sagen: 

Tragt man Tom Scbeitelpnnkte {A) der grofiran EUipscaiaAbse anf 
die Erzeugende VA des Kegels (F, A die Strecke AG^ welche mau als 
eine ^^eite'' Kathete im recbtwinkhgtu Dreiecke erhalt, dessen eine 
Kathete die halbe kleine {AT) and dessen Hjpotennse die halbe 
grofte EUipsenachse T{G) ist, so bestimmt der Bndpunkt & dieser 
Strecke mit den beiden «a die Ellipse in den Scheitelpimkten der 
kleinen Achse gesogenen Tangenten die beiden Stellungen der ojklischen 
Ebenen dea Kegels. 

Jene ,^eite^ Kathete ist aber gleich der linearen Eizentrintftt 
der Ellipse^ es folgt demnach: ffTrägt mam vom Scheitdpunkie (A) der 
großm Mipsemdue anf die ErMeugende VA des Kegeb^) die Ex- 
eenlrigiiSi der BasiatMipse mrf, so hesHmmi ihr Em^miki mit den leiden 
Tangenten in den Sekeitdjpwdcten der kleinen Adtse beide ^dhmgen der 
eißHisehen Ebenen jenes KegeU (V, e)," 

Wir bemerkten, dab der umgelegte Kreis die Gerade g^ im 
Punkte berührt, so dsJs die Lünge der Senkrechten in anf g^ 
bis au ihrem Dorclischnitte mit OB den Halbmesser des Kreises 

darstellt. Dieser Halbmesser wird ein Maximum, wenn Gq die grdfst- 
mogliche Entfernung Ton OB einnimmt Es geschieht dies, wenn 
in t' heg^, d. h, wenn (F) unendlich weit entfernt ist. Da G^ 
immer auf dem Bogen BG^ liegt, so wird fOr diesen Fall der Ilalb- 
meRser des Kreises gleich TB, oder gleich der halben groÜMn Achse 
der EUipse. 

i; Oder Cjlindera, siehe oben. 
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Nimmt dagegen die Höbe dei Kegele stetig ab, so wird die Ent- 

femoiig (6f')öj dee F^mklea G toh der Pkt>jektioiuebeiie immer Ueiner 
imd wild Bcblielidich den Wert Null smtdimen, sobald die Höhe dee 
Kegele NaU wiid. Für diesen Fall baben wir den Punkt (G') im 
Funkte {Q)f aU in dem Durchschnittspunkte beider Bogen BGq und 
{G){G') za suchen. Im Punkte {G) ist dann ancb der zugehörige 
Berührungspunkt G,^ der Tangente ffQ zu auehen. Diese erhalten wir 
in der Verbindungslinie T{G). Die in (G) auf T{G) errichtete 
Senki'cclite scbueitlet OB im Mittelpunkte des zugehörigen nmgelegten 
Kreises. Es ist der kleinste unter den Kjreisscbnitten durch y' für 
dieselbe Busisellipse e. 

Setzt der Mittelpunkt (F) des Kegels seine Bi'wegtmg auf VO 
unter der Projektioast lnne fort, so resultieren verschiedene in Bezug 
auf die Projektionsebene gegen die vorherigen symmetrische Lagen 
von i yklischen Ebenen. 

Bei cleui Durchgänge des Mittelpunktes V you der einen auf die 
andere Seite der Projektionaebene (also für einen Kegel, dessen Höhe 
gleich KiiU ist) ist der Kreisachnitt k ein reeller Kreia mit einem 
Minimum dea Halbmeaaera. Man erhSlt diesen, wenn man von A ans 
die EzaenlaiziiSt bis (G) auf die groJse Achse aufträgt, den erhaltenen 
Endpunkt ((?) mit T verbindet und auf dieser Yerbindungslinie in {G) 
eine Senkrechte bis zum Dnrehsdmitte mit BO errichtet. 

Es stimmt dies mit der obigen Regel fiberein. 

Agram y d^ 15. Januar 1901. 
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über die arifluiietlsclieii lägenBeluifteii der Faktoriellen. 

Von K. HjuiSEi« in Berlin. 

Wenn man die ganzen Zahlen nach steigenden Potenzen einer 
gegebenen Priiu/alü p entwickelt, so kaau man sehr einfach die höchste 
Potenz p""* bestimmen, welche iu iKin Produkte 

(1) ///! - 1 2 3-. m 
enthalten ist, und zugleich die Zahl 

(!•) X - :^ 

p 

finden^ der »<!, dividiert (hirch die höchste in jenem Produkte enthaltene 
Potenz von p^ mudulo p kongruent ist. Die erste Aufgabe hat ächun 
Legendre, die zweite auf einem anderen W^e Herr Stickelbergcr 
(Math. Aiuiiiieii 37, .i4i' —343) gelöst. 
E« sei für die Zahl m: 

(2) m = a.y+a.H.. + 

die Entwickelung nach Potenzen von p, so dafe: 
(2') ,„ _ 1 = (jp _ 1) -j. _ 1)^ -f. . . . + (p _ 

+ («. - l)i/+a^+«J>"*"' + ••• 
die Darstellung der nächst niedrigeron Zahl m — 1 ist. Ebenso seien 
für die Produkte (m - 1)1 und ml 

(3) («- 1)1 + 

ml — 4*p'''* + • • • 
die besflgliclien Entwiekelongen nach Potenaeu von p. Dann folgt ans 
der Qleieknng 0i-(m — 1)1 m! unter Benntsnng Ton (2) nnd (3): 

(ajy + . •) , + •••) = ^«/'^ + • • •, 
akü ergeben sich durch Vergleichung der Aiü'angsglieder auf beiden 
Seiten die Relationen: 

(4) Äm^ai'A^-t {mad.p), 

/i« — (i^-i = i, 

durch die in Verbindung mit den offenbar richtigen Anfaugsgleichungen: 
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jene bttden Zahlen und f». eindeatig beifcimmi sind. Hieraus er- 
giebt ddi aber ahne weitawB, dab f&r jedes 

(ß^ pUT > 

A„ ^ (— 1)^„. a,\ a. 4- , ! . . . (mod. p) 

ist. Einmal iiänilich geiieu J'm * (ilpirlmiigeu für tn — 1 in (4') übt»r. 
Berechuet man aber zweiteü.s (iiesi In ul^ n Zalileu nach (b) für die in 
(2*) betrachtete näcbafcvorhergeheniU^ /ahl 1, so wird: 
(«» - 1) - ((!>- 1)» • +(«, - 1; + + • •) 

p-1 

und zweitens unter Benutzung des Wilsonscheu Satzes: 

(ö") ^«-t = {- !>--.- - 1)1)' (fl, - l)!a^+il. . . 

= (a, — 1)! • 

uad die so bestimmten Zahlen An,, A^—i, fim, ^-i erfflJlen offrabar 
wirUidi die Oleiohungen (4). 

Es ergiebt sich ebo der S&Ik: 

Ist 

m^a^-j- a^p-{ l-ÄrP^ t«s^<«p) 

die Entwickelung einer beliebigen Zahl m nach Potensen Ton p, »o ist: 

(6) wi!-(-7)V'm-K!^/,!--.^,!)4----, 

wenn in dieser Entwickelung der Exponent des A nfangsgiiedea 
durch die Uieichung: 

(C) 

bestimmt ist. 

Beachtet man endlich, dafs offenbar: 

ist, wpiin \ k\ wif! gewöhnlich, die gröfste in dem Bruche a enthaltene 
ganze Zahl bedeutet, so « rgieht sich leicht für die in (6) aug^ebene 
Zahl /Im die gewöhnliche Darstellung: 

(«') 

wo die Summatiüu beliebig weit fortgesetzt werden kann, da alle auf 
1^] folgenden Zahlen Ton selbst NuU sind. 

Berlin, den 5. Aprü 1901. 
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On Hü» Potential af a Single eheet. 



Bj T. J. I'a. Bkümnmc;!! (Cambridge^ £ngkud.) 

In Order to find the discontinuities in the ürst derivatives of the 
poiantul ot a doubl« sheet^ Poincar^ diBCnssee^) the second derivatiyes 
of ihe Potential of a sin^« elieet; eo fiv ae I know ii hae noi been 
remarked that Ukeee diBoonttnnities eaa be eaaily fbnnd hj tbe simple 
proceas uaed by Weingarten in the determinaüon of ihe diseoutiiiaitiea 
of the aeeond deriTatiTea of the potential of a aoUd mum.*) Wein« 
garten hae applied the same method to other phjaical problema.*) 

For simpUeity, take the azie of « as nonnal to the sorfiMse with 
which the Single aheet ooincidee, and the origin in the eur&oe. The 
positive diiection of is supposed to be from the inside towards the 
ontside of the surface.*) Then, if the origin is an ordinaiy point of 
the aarüuoe, the equation to Üie aiir&oe takes the form 

* - I {as^ + 2AiFy + ftf*) + . . • 

in the ueighbourhood of the ori^iu. Let <s ho the surfaco-density of 

the sheet at (x, y, z) and let tfg, , {^^^^ be the values of 6 and its 

first derivatives at the origin. We deuote by V^y K,, the valnes of 
the potential of the sheet, outside and inside the sorfaoey respectiTely. 
Also we write for brevity 

cx ex ^ ' cy cy ^ cm ' 



«*» = ' ^ etc., 



the values of all these quantities beiug estimuted at the origin. Then 
onr Problem is to find Ug^, ti«y ... in terms oia,hfh^ 0^ (^}^* (^)o ' 

1) Potentiel Nev(mt>n. pp '232 -262. 

2) Acta MaÜHinatica, 10, 303, 1887. 

S) ArdU» der Molk. «. J%«. (3) 1, 27, 1901. 

4) It tbe aarftwe is not cloaed, the temis „iande** sad „OQtride** may be 
naed arbitnrily to distiiigaiah ihe hro ndes of the tinftes. 



296 T. J. Vm. Bbokwicr: 

At a point (Xy 0) ihe qamÜty 

aT" ~ "äi* " ***** *^ y**" ***** + • • ■ " ^ + ^**»' + y***»' 

if the point Jb on flie mrhc/d and if |ar{, {yl are bo flmaU tbat s^,xy,f^,,. 
CM he ne^eted. We find ainular expressioiis for: 

^9* dt W 
Bui, at any point on the sorfikce 

^__^.4«*?, ^-.-^-4«(Jm, -^--^^^^==4«c^«, 

aceotding to tbe general theory of tlie potontial of a Single sheet^), 
where l, m, n are tho direction-cosines of the normal (drawn ontwards) 
at the point and 0 is the earfaoeHlenBity there. Now on onr em&oe 
at (x, ff, g): 

I -= — (aar + hy), — + by), « = 1, 

whei as hefore^ x*, xy^ , . . liaTO been neglected. We are thns ied to 
the equations 

14« + yu,, - - 4« [5, + ^x + {ax 4- hy), 

As these hold for all values of x, y, sabject onlj to tbe conditiona 
that \x\f \y\ shall be small, it follows Üiat 

Umm^ — 4«atf«; — — 4«Ae!g, » — 4«&tf0y 

The TaliieB of u«, t^, u, agree with what ia known from the 
general tiieorem jnat qooted. We still have to find to do thia, 
we note that 

cn\ r'v, c^v, _ ^ r'i; c-\\ 

0«« 0y» 01« ~ " 0»» 0if« 0ir« 

80 that 

Mar, + Myy + W,, = 0. 

r TliiH thc>orf»m appPiirs in all tlip text-bookfl; see for instancc Poinrar«?, 
ToXmtiel Nmtonim, chap. H; Weingarten 8 proof, in the first of the papen quo- 
ted aheadj, ia perbaps the simplest 
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Henee 

«« ^ — (ur» + Uyr) — 4sr (a + 6) v 

Since a + 6 -f — , where ^j, ^ «f e ihe phncipal ladii of cunratare 
of the sor&ce «t the origm, it foUowe thftt') 

i<«-4atf.(a -i- + ~^)- 

We haTe ihni fonnd tiie ▼«Ines of the diacontiiimtice in the aix 
■eeond deriTatiTee of the potential at the or^pn; theoe Talnes agree 
with Poincar^'s"), with the exoeption of k.,, k,,. Bnt the difhrenoe 
in Üie cue of Ühese two deriTatiTOB ia appaient onlj; for the qnantity 
denoted by y in Poiucar^'s work is the coeine of the angle betweea 
Om and the noimaL HoDce, at the origin: 

y ^> d» ^* d9 ' 

for at (x, p, sr) near the origin: 

Ueing theae Talnea of Poinear^'a eipteamona rednoe 

to thoee found aboTe. 

AddUUm. I take the opportnnilj of remarkiiig tiiai the esme 
method can be naed to obtiün Korn'a expreasions for the disoonti- 
nnitieB in the aecond deriTatiTea of the potential of a doable aheet 
{IMmdi der PotenÜamtorie, Bd. 1, S. &2> 11«^ Not. 1901. 

Cambridge, England, 20**' Jone 1901. 

1) Tlua eiiiuitiiMi leeoMi to have been gitrea fint hf Green in diwnunng the 

th»-orv f he Leyden ja» (Bttag OH Ote t^pjpUtaUen üf Moümm^ fo £/edr«nty 

9gnd MuffHetii^m Art f!j. 

2) See the Ubie, Potentiel Nnetonien, p. 251; wbere it is to bc observed that 

theei|mMioiisaUhave tbeir tigns changed. Thatw, Po incarö givM — ^ — -t^- etc. 

Vgl. la dieser krhf\i: Paei, Giomal»- da Battaglini 15, 280 2!i«. 1«77; 
C Neimnnn, Math. Ann. 1«, 432 IH'.. im); F. BrUmmt, Ann. di Mat rl; 10, 
40—63, 1»80. Th. Horn, Zeitachr. t. Math. u. l'hj». 2«, 146, ItMil; G. A. Maggt, 
Lomb. Bend. (S) tt, 785, 1891. Anm. d. Bed. 
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Did Bedeutung des D Alembertschen Prinzipes für starre 
Systeme und Geleukmedumismen. 

Von Karl Heun lu Berlin. 
(FortaetzuQg.) 

16. Die BuUrschen Bewegumgtgkichungm fär den roHermde» 
Körper. — Nach den Gleichungen (3) und (3') des Schern» V tiiid die 
kinetiBchen Gnmdi^eiohiiiigeiii das lotiefeDdeii atarran Systeme 

Ml «= M» und Mt « 

dmin die gnuen Momente der Beaktionen TenehwixideiL hk der Fonnel 

M« = £mxx 

hat man jetai nur fttr « den Auadmek «x einmaetaeii mid die Snm- 
mation flbw alle HaaBeopnokte dea Kdrpen au CNtrecken, um die 
Impidag^eiclimigeii in expliziter Fonn m erhalten. Nm ist aber (rgl. die 
Binleitung): ^ 

z(6x) — . 5 — (ÄÄr) . x, 

Geirdludich lerlegt man x naok drei reditwinkligesi Achsen^ wdche mit 
dem System fest yerbimdeii sind, indem man 

^ = ä| + -f- 

setzt. Auf diese Weiee folgen die wtsprechenden Komponenten des 
Vektors II«, nämlich: 

l£v,i «- Sm(a^ + <4) • tff — SmaiOf • — SmOfüi * 9^, 

M,,t — Sm(al + of) • tfj — Zma^a^ - ff, — Ziwa,aj • ff,, 
M,,s i:m(a* + fflf) • ffj — Zma^Qi - ff^ — £ma^a^ • ff,, 

worin man noch zur Abkürzung 

2?«(aJ + ^4) - Ai, 2?m(fl} + aj) = A,, 2?«(4^ + o}) « A, 

nnd 

setzt nnd diese Gröfsen als TiSgheitsmomemte und DeviatioQemomente 
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bezeichnet. Die kinetischen Impulsgleichnngen erhalten demnach 
die übliche Form: 

M*.i = Aj • tf, - D, . <y, - D, • tfa, 
(18) Ma j = Aj.tf, -Dt-tf, -D, «j, 

Ma,» SS * tfg — D| • — • tfg. 

Zur Hentellnng der Enlerachen Gleichungen haben wir mir den 

Differentialquotienten zu bilden. Statt dessen kann man auch dea. 
Blementarrektor _ 

nacih der Zeit dilferentüermi und «riuilt 

* 

iMl = 2 {xx) • tf + («i) • «F — (^ä) . X — ixe) • i — (itf) • ä?. 

Nun ist aber olfe!i)mr ./ ./ 0 oud jf flr = 0, da ilie betrell'euden 
Vektoren auf einander seukrecht btehen. Folglich wird 

_ _ - . 

und dementsprechend: 

WO die Klammem nm die DeriTierfte Ton Jlf« endealen, dafs man bei 
dieser Diffeientiation nnr die Grölke tf als Tetinderlich sn bebachien 
hat. Die Enlerschoi Qleichongen heilsen ako ut unserer Beaeich- 
nnngsweise: 

(20) M. - C^'-') + «M.. 

Sie wurden in dieser Fom (natürlich ohne die Symbolik der Vektor' 
aoalysis) snerst Ton Lagrange in ieiiur i^H^esiL anal*' 2. 4d. Bd. 2» 
p. 239 mitgeteilt^ wo er dieselben aus dem Idnetisdien Prinsip 
(Tgl. Nr. 13 dieser Arbeit) der Tirtuellen Yerschiebnngen abgeleitet hak 
Lagrange bennisi dort die kinetische Energie £ des rotiermden 
Sjstemg^ welche wegen der Gleichung i; » tfx die Form hat: 

B - 1 (*x . ffi) ^ ^ ( A , tf ; + A, 0 ; + A,<f ; ) - D j (T, <y, - D 3 <y, ~ D, 

Nach deu Gleichungen ^1^) ist dann 

"-»'==ä<T/ ^'«"^a^' "-^»"ä^- 

Lifolgedessen (oder eigentlich wegen der prinzipiell verschiedenen 

20* 
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Herleitimg) stehen bei Lagrange statt der Komponenten der relativen 
Geschwindigkeit (-5^) die GroikeD ^j-, und g-, jj-. 

Besieht insn den Vektor auf die Hanptaehaen, eo Twschwinden 
die Demtionsmotnente in dem Anedrocke fiDr M«, und man eriialt ans 
der Gleichnng (20) die gewohnlichen Enlereehen Gleichnngen: 



(21) 



Die Gkiehnng (19) h&tte man sofort hinflchreiben können, da sie 

(rfM \ 

ist offenbar der Vektor der relativen Ändeningsgeschwindigkeit Ton M« 

in Bezog anf das rotierende System, tfH« ist der Vektor der zugehörigcai 
Führungsgeechwindigkeit. Genau genommen, hat schon Euler zur 
Ableitung seiner Gleichungen denselben Gledanken benutst, ohne ihn 
jedoch in eine bestimmte analytische Form »1 kleiden. 

17« Lagranges X^ramUmUUaiflei^kmgm für 'das starre System. — 
Das D'Alembertsche Prinstip in der von Lagrange und Hamilton 
benntsten Integralf onn : 



Termnacht bei der Verwendung eines Gesdiwindij^eibHrf stems, welehes 
durch kinematische Panuneter ansgedrackt ist, die nicht gleichzeitig 
die Zeitderivierten von Koordinaten sind, eine bemerkenswerte Schwierig- 
keity die Ton Lagrange zaerst klar erkannt und — fOr den Fall des 
rotierenden starren Systems — mit dem ihm eigenen Geschick ftber^ 
wunden wurde. Li dem Ausdrucke 

(28) *E_|1„. + |1„,+ «,^ 

müssen nämlich die Variationen dö,- bo transformiert werden, dufs sie 
nur die dö, und die vollgtandigen Zeitderivierten dieser Gröi'seu ent- 
halten. LafTrauge (Mecan. iuial. 2. od. Bd. 2, p. 229) hat dies durch 
Benutzung der llelatiunen, weiche üvvischeu den i) Aclisenkosiiius bestehen, 
erreichi Wir schlagen statt dessen einen direkteren und btM|ueraeren 
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Weg ein, indem wir onmittelW Ton der Konseption des Systems 
ml^chw Oesehwindigkeiten ftoagelien. Infolge der Gleidnu:^ x^Wiiii 



(ix = ifO • X Tind 8x =^ 60 • X. 
Hientna erhalt man durch Vanieren und Differentüeren 



9^x ^ SdS ' x-^ dO ' dx xtnA d6x = dd6 • 4* ^0 • dx. 

Da nuu offenbar dd:r = ddx ist, so folgt aus den vorstehenden 
Gleichungen ilanli Subtraktion: 



(Öde -dde) 'X^de {de 'X)-de {de - x) - {de 'de)'X 

oder, da x gans beliebig ist, 

ödÖ - t/dö - W ö U. 

Dies ist die Lagrangesche Transi'fii ifäfsifh irhiaig für ein rotieren- 
des starres Sy^fr>tTi. Sie ist eine unmittelbare Folgenmg aus dem kine- 
matischen Auedruck den Gesehwindigkeitssystems. Wir schlielW^ü 
hieraus, tlal's jeder charakrt i i-hM hen Form eines Geschwindigkeits- 
8j8t«nis als Funktion ue.^' nllirh kittrnuiii^' lirr i'aranieter eine besondere — 
für das materielle System ebenso charakteristische — Trausitivitäts- 
gleichnng entsprechen mub. 

Aus der Gleichung (24) folgen die Beziehungen zwischen den 
Aofasenkomponenten : 

ödO^ = rfdÖ, + df)^ ■ dö, - dO^ • dÖj, 
ödO^ - dSe^ -f dO^ (5/9, - rföi • dö,, 
ddt\ ^ död^ + dOy^ ■ dö, - dß^ • dö„ 

wie sie Lngrange a. a. O. mitgeteilt hat. 

Diese Werte, in Verbindung mit der Gleichung (23}, setzen wir 
in den Int^raiansdruck 



(25) 



(26) [^'^'J^^J (dE + d'A,)rf* 

etil. Nun besteht die Relation: 

worin nach der Gleichung (24) 

di' 

zu setzen ist Folglich wird: 

diB» Mp* ^ de -f- M«* 9 • ee ~ ^ (m« • ee) — • ee — ^m« ee. 



(27) d6^2i^e-^6'de 
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Di« GiAichiing (26) geht also Aber in 

denn es ist ^I. ■ ()9 = d'A, und MkdO = tf'Ajt, da Trausiationen aus- 

geächlotweu smd. Aliiiiiu niufs 



sein, woraus man durch die Zorlegong in Komponenten die Lagrangesche 
Form der Bewegungegleichungea: 



(28) 



<i /?E\ , aB ^ aB 



gewinnt 

18, i>ie iimilktketi Glddmngm 9m Lagrange in dllgemei» 
Positionslcoordifiatm. — Wir eeiaea snutehst ein beliebiges System 
möglicher Oeschirindigkeiten ▼oraufl^ welches wir durch die qrmbolisohe 
Gleichung 

(29) I — funkt. («1, B,, . , *„ j„ . . ., qi) 

andeuten. Hierin sollen die i Vektoren im gewöhnlichen Sinn^ die q 
dagegen reelle Ton einander unaiblilingige Pontkmskoordinalen s«il 
Die Anzahl der letzteren wird gleich der Anzahl der FreQieitBgnidB 
angenommen^ so dafs die Bewegung des Systems durch keine Be- 
dingongsc^eiehnngen besehxankt ist Die Vektoren i sind im all* 
gemeinen eindeutige Funktionen dieser Koordinaten. Aus der sym* 
bolischsn Gleiohimg (29) folgt: 

{30) Öx ^ funct. (fj, «8, • . ., ti, ^^Ji , tfgj, . . dqi). 

Für einen freien matorieUen Funkt ist immer 

und dementsprechend 

dx = S| • dq^ Bf • dq^ + t$ * 

FolgUeh 

d'Ag-=^ xöjc = S • äq,f 
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od«r, wenn vir in ftbliclMr Weise rar AbkSxsnng 
setHoi: 

Die trröisen p sind lineare Fimktioiieu der (Tröfsen q Die 
funktionale Beziehung in Gleichung (29) oder die damit fit>pi iu- 
stiinmende in Gleichung (30) unterwerfen wir nun für SysU tnt der 
Be<lmgung, dafo die daraus abgeleitete skalare Gröise Ö 'A, die Form 

(31) d'A. = 'gi>.d2. 

erhalten mul's und dais die p Ihimre Funktionen der g werden. 

Untor dieser YorMuaelxiiiig kum maii inuner ^'A^-i S^'* 
seteen^ wodurch die Gnudgleiehung der impMom Wirkung: 

(I) Ä'A.- d'A* 

die ein&che Form 

{^2) p, = K 

erhalt. 

In der Integralgleiehiiiig fttr Zeitkrifle: 

(II) [rA,]^^J(dE-^rA,)di 

ist nftdi der dorcli die GHeidnmg (31) aoagedrtldctoi VoraiiMelirang die 
kinetische &Migie E des geoieii Sjetone eiae qmidnitisclie Funktion 
der ätam diese Gleiehnng mois sacli giltig bleiben^ wenn dg doidi 
dq eisetst wird. Fol^ch wird 

(88) 2E=||||.ä, 
Ohnedies ist: 

Wir setzen femeri ganz analog der Gleichung d'A^a^^ g h, • dg« auch 
für die ZeitkrSfle 

(34) d ' A* - Va- • d = y k. ■ dg. 
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und nennen nach dem Vorgange von Hertz (Prixizipieiii p. 218) die 
Gröfsen Iq, k,, . . ., k, die Komponent<>n der Lagrangeschen Ksait, 
welche wir symbolisch mit k bezeichnen woUeiL Das Sj^bol k nennt 
Hertz bekaimtlich einen „Vektor in Besag auf das ganze System'^ 
Da nun die q Koordinaten, d. h. die q vollständige Derivieite nach 
der Zeit wndf ao besteht immer die Gleichung: 

und die Gnindgleichung (II) geht Uber in 

Diese Oleiehnng kann {Qr beliebige Werte der nur identisch erfDUt 
sein, wenn 

und 

(36) = 

ist. Dies sind iY\p Gleichungen von Lagrnnge. Ausdrücklich be- 
merken möchte ich noch, dals audi die Iiiipulsg]«'ichuugfn, welche sich 
dorch Kombination der Formeln (32) und (35) ergeben, nämlich 

▼OB Lagrange QAj6c. anal. 2. 4ä. Bd. 2, p. 183) und nicht von 
Niven herrühren, wie Routh in seinen „Rigid Dynamics" bemerkt^ 

nnd zwar stehen sie an der -/MiarUm Stelle genau in der Form, welche 
Koutli gebraucht. Es ist nämlich dort die Existenz einer Funktion 
vorausgeeetzt; welche die Komponenten 

ergiebt. 

Clifford hat in seiueu „Elements üf Dynainu; ' (2. Bd. der post- 
humen Veröflfentlichung, p. 81) eine Ableitung der Lagraugescheu 
Gleichungen gegeben, derai Grondgedanken wür hier wiederholen. Das 
GesehwindigkeitnByBtem sei nnr yon zwei Koordinaten und ab* 
hSngig. Unter dieser Voranssetsnng ist 

Clifford setEt s^iuchst qi^l und 0, darauf S| 0 und — 1. 
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Die entsprechende Werte von v sind: und fj='fj. Ntm 

beweist er, dafii ^ ^ ^ Energie des Systems hat den Wert: 

^ = 1 (*i *x • äj + h ff • qI)' 

Daraus folgt 

Nun gieht m — ohne weitere Bedingongeii — die Gleiehmigeii: 

und Ü — 
di d% dl 

Ana der Ibergiegleichung 
folgert er dann 

oder 



dE - . dB Z9 ~ 

Knn ist aber: 

d ai' dl. - , - dv j <i a£ d?, - , - dö 

r*a^7- dr**' + *id# rf«äi;"-3?'*' + *«5*- 

Hieraus erhält xiiau ujiin ittelbar die L;Li:raiij2f eschen Gleichungen 

d dE < E - äv d cK cK - dv 
dtc'q^ (Jq^ ^ dt* dtf'if. ( ij^ * dt 

Man kf\nn die La prang eschen (jrk'ichungeu für erneu freien Punkt 
streng kin€>naluich ableiten. Denn in diesem einfachen Falle hat v die 
Form 

» • 7t + '2 • ^! + ^3 ■ 'h ■ 
Hieraas folgt itV « j)< und durch Diüereutiatiou nach der Zeit 

dv dp, dt, ■ 

f — — — — r 

^'dt dt dt 

Da V eine Tollständigc Derivierte nach der Zeit ist, so bestdien, wegen 
der Integrabilitätsbedingungen, die Grleichongen 

Mithm ist: 

oder „ 

cv dt, 

oqt ~ dt ' 
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HieiMis erhalt man sofort die Olmchuiigieii von Lagrange in der 
kinematiBehfiai Fonn 

- dv dp, ( E 

Die „begriffliche Bedeatoug^' der Lagrangeschen Gleidningeu ist 
schon wiedelholt Qeg«iBtand von ÜBtanmchuiigeii gewesen. Doch 
scheinm diese noch Innn befiriedigendes Besnltat ergeben zu haben. 
Es handelt sieh dabei wesentlich nm die Freg«^ wie dieselben aus dem 
Impnlsgleichnngen — K herroigehen. Diflierentiieren wir diese nach 
der Zeit, so müssen die so eihaltaien Gleiohm^jen 

Dp. = DK 

mit den Gleichungeu 

dp,— 1^ • dt^kt' dt 

identisch sein. Non ist 

tr 

also 




oder durch BerQiMchÜgiQig des «weiten Temes — dii 

dPi = g • rf< + S S ya»2*2» • di, 

M 31 K 

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichtmg können wir, wie bei 
der Ableitung der Eulerbchen üloichimgen, imL {dp,) ■ dt bezeichnen, 
indem wir durch die Klammern eine reine Impulsdifferentiatiou an- 
denten, hei welcher die Koordinaten — dem Begriff des Impulse 
entsprechend — nnTetftndwt bleiben. Wir erhalten also 

Die ganze Schwierigkeit ist jetzt auf die Inteorpretation der Funktionen 

1 m 

tednaieri Alle Wahrscheinlichkeit spricht dafür, dab diese Fonktionoi 
C,f in denen die EoefBrienten y^l mit den Ghristoffelsdien Sym- 

boleu 1^ • J identisch sind, Komponenten — oder doch einfache Kom- 
binationen der Komponenten — einer Zentrifugalbeschleunignng sind. 

Buch ist es mir })isher niclit gelungen, dies nachzuweisen und damit 
den speziellen Sachverhalt vollständig klarzulegen. Vielleicht dienen 
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diese Bemerkungen zur Anregung weiterer Untersuchungeu über diesen 
für die Kinetik durchaus nicht unwesentlichen Gegenstand. 

19. Expli::ite Form (hr Latjrangc schal Ukichungm. — Hamilton 
benutzt bekaanUich neben der Funktion J?»^ § gf,^^«^» uodi die 

reziproke Funktion -E = J SS^*«*i'<'^»' welche mit der ersten durch 

die lineareo Besiehnngen i<i ^p, Terbnaden ist Wir Tenrendeu nun 
die Gleidinngen 

dE_ dF dF __^dE 

a«. «Pi*^^" Bit 

tu einer expliziten Dantellung der Lsgrangeedien Bewegnngs- 
gleiohnngen, die wir den Unienaebnngen fiber die EinetofUtak der 
Oelenbijrteme zn Onmde leg^ Zonfidiet iet 

Ans der gewöhnlichen Form der Lngrangesclien Gleidnmgai folgt: 

dp, dF 

Hierdurch geht die vorige Üieichuug über in: 

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung ist eine homogene 
Funktion zweiten Grades der Gröfsen , /);,.• ,/>, , also auch der Gröfseu 
^J^, ^j, . . Das nachfolgende Glied enlhült aufser den Lagraugeschen 
allgemeinen Kraftkomponeuten /»i, k^, . . kt nur die Koordinaten 
^i) lif • f ^i- können deshalb die Gleichung (38) auch noch in 
der folgenden Form sdumben: 

(39) ^ « SS^Aikn + Siji.» • fc. 

Hierin und die Koeffizienten ai'^« nnd 19«,, bekannte Fmiktionen der 
Koordinaten. Die Gröfsen ai'\, lassen sich unmittelbar dnrch die 

Christo ffelschen Symhole zweiter Art, welche durch ^ *^ | bezeichnet 

werden, ausdrücken. Doch scheint es nicht notig, jetzt schon auf 
diese Beziehungen weiter einzugehen. Die ij«,« sind die Ko<dEfizient^ 
in der reziproken Funktion F* 
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20. Die BodrigueS'CatfUffsdim PasHumdBoortUMoien für das 
starre Stfi^em. — Hi«r knüpfe ich, um die Ableitniigeii mögUchBt ab* 
xnkOneii, an die Theorie des Kreisels tod F. Klein und A. Sommer- 
feld an. In diesem Werke (S. 21 und 48) eind die Komponeutein 
^if ^ Vektots der BotatiouBgeadL'windigkdLt dnioh 4 Qoater- 

moneakompouBiLien Ä, B, C, D in. der folgenden Weise anegediückt: 

jtfj ==dä AI) - (Bö - cm, 

(40) l6, = DB- BD-{CÄ~ Ä C), 

lltf, = DÖ - Ci) - {AB- BA). 

Eigentlich stehen dort auf S. 43 komplexe Verbittdongen der e, aber 
die Gleiohuigen (40) ergeben eich ohne weiterea daraus. Wir nehmen 

mm 91^ A, Bf C seien die Komponenten einea Yekfcora I. Dann laasen 
sich die Gleidhmigen (40) in dne «nzige Yektoigleichnng zusammen- 
ziehen, n&nlieh: 

(41) ' ä*=(.'^,^-n, 

wo zur Abkürzung 

1 - ÄÄ - 1 - A» f*» 

geaetat iet Führen wir noch einen aweiten Vektor % dordi die 
GlMf^nng 

ein, dann wird fi- -f /t'»' * 1 nnd 

(42) g__^..,(i_iS). 

Diese Bchöno Gleichunj;^, TVftlcho die 6 durch die hinreichende und not- 
wondiix»^ Anzalil von Koordinaten aiisdrürkt, hat Caylcy (Cambr and 
Dill Im J. voL 1. 1846) mitgeteilt und darauf einp sehr elegante 
Theorit' df^r Rotation starrer Körper aufgehallt. Obwohl in Somoffs 
Kinematik auf diese Arbeit verwiesen ist, so scheint sie doch nicht 
diejeuig« Beachtung gefunden zu haben, die sie nach unserer Ansicht 
verdient Aus der Gleichung (42) ergeben sich die Koiuponenten der 
Rotationsgeschwindigkeit in der übersichtlichen und symmetrischen 
Focm: 



(43^ 





-1 + 


(Xjit, 






2 








2 
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Selzt man diese Qr6(seii in den Wert Ar die kiiietiMhe Energie E 
ein, so kann man aiu dem so eilialteiien Ausdrucke okne weiteres die Be- 
w^fongsgleiehungen von Lagrange ableiten, da die muh" 
kSngige Positionskoordinaten sind. 

21. Der Vtkior B» — Ebenso wie wir die Energie E eines Systems 
mit einer endlidieii Anaaihl Ton Freiheitsgraden in den aUgemeinen 
Lagrange ecken Koordinaten q^^ q^f qt darstellen konnten, ist 

dies audi f&r den SystemTektor B ansfOhrliar. Wir wollen uns jedoch 

hier auf den Elementanrektor B fOr einen freien materiellen Punkt 
(m 1) beschiiaken. Dann ist in der Definitionsgleichung 

zu setzen 

imd dementspreohend 

Die Ausßihrung dieser Sabstitution ergiebt anmittelbar: 

Bedenkt man nnn, dab die Glmchnngan 

bestehen, so erkeuut luaa ohne weiteres, dals in die folgende Voim 
gebracht werden kann: 

yiMr'm H eine homogene Funktion dritten Gfrades der Geschwindig- 
keitskomponenten g^, $|, bedeutet Setat man noch 

■0 ist 

80 dals man B anch durch die Arolsen q^, q^, g, und Pi, Pg, Pt aos- 
drttcken kann. Die eintaretenden QrOlsen Jt, und sind Funktionen 

der g.. 
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Als j^tfemvetor wolkn wir B nur fOr den Toti«reiidea sterreo 
K5rp«r bestiinmeiL Wir we^ua hierzu in 

B = £mxx 

Werte Ton x and x ein, nSmlleli 

x — und *r = tix \jöx) • ö — 6' • x 
und erhalten nach einigen Redaktionen: 

B Zm {äx d)'X — Um {(fxy + £m (tf'z*) • d, 
Nnn ist aber 

£m{6*x^ — 2;»i(^er^;)* = 2:m6X6x = 2 E. 

Mithin wird 

B»>2£-0 + Ö, 

wenn wir nur AbkünEung 

setzen. 

Die Komponenten dieses Vektors sind: 

worin 

'ii^if, ^ £mxxXft 

bedeatei 

Ist die WinkeLbesddeunigong NnU, oder fällt der Vektor derselben in 

die Bidktang der Winkelgesehwindigkeit, so Terschwindet dw Vektor ^ 

and B erlwlt alwdann die Biehtuug der Momentaoachse. B ist dann so» 
woU der kinetischen Bnergie als auch der Winkelgeschwindigkeit des 

Systems proportioual. Die Kumponeuteii vun B sind also iu diesem 
besonderen Fidle homogene Funktionen dritten Grades der Komponenten 
der Winkelgeschwindigkeit 

22. Die Eulcrscheu Gleichungm für Gelenkkdten. — Im erstcu 
Hefte der |,Theorie des Kreisels" von F. Klein und A. Sommerfeld 
auf S. 164 finden wir den folgeuden €lesjditspankt T<m allgemeinerem 
kinetischen Litsvesse dargelegt: „Die Euler sehen Gleichungen nehmen 
in dem System der Mechanik eine ganz einguläre Stdlung ein und 
ordnen si^ dem allgemeinen Typus der mechswisehen Difibrential- 
gleichnngen, wie er Yon Lagrange angestellt ist, nicht unter. Auch 
ist es nicht möglich; hei beliebigen meehanischen Systemen Gleichungen 



Digitized by Google 



Die Bedeatoiti; des D'Alembeitaehen Prinxipee für aUrre Systeme etc. 311 



aoftoBtaUen, welche almlielie Yoiieile dttrlneteii, wie die Euleracheii 
Gleidumgen bei dem eUmai KSrper^ 

Die Frage, ob fBr ein gegebenes SjBlem IdiielaaQhe Gleiehimgen 
in der tjpiidheii Ealeredien Fovm an^eetdlt werden kSnnen, ist fttr 
nns im A^iaalilnf« an die bieberige mUgemeine AuwinanderBelnmg in 
bestimmter Woee beentwortbw. Ist es nimlieb gduigeiiy die ftr das 
System diarskteristiBcfaen uulytisciien Ansdrfieke des GesdLwindigkeits> 
Systems dm«h die binreieheiide und notwendige Anzahl mm imemo' 
tisfhrr Tt ktoren (Parameter) aufzufinden und auTserdem die erforder- 
lichen Transitivitatsgleichungen für die letzteren anfBOStelleify so ergiebt 
das D'Alembertscbe Piinsip in der Integralform 

oder fttr Lnpolse in der ein&ekeren Form 

d A, = Ö'A* 

stets dif» notwendige Anzahl von Vektorgieichnngen, welche zur 
Gattung der Eulerachen Bew^^ungsgleichnngen reep. Impaisgleichangen 
gehören. 

Die Lagraugeschen Oleichnngeu — im engeren Sinne U s W Ortes 
— kann man im allgeuiemeu mir itufstelleu, weuu das Gesthwindigkeita- 
system durch die hiureichentle und notwendige Anzahl von Koordi- 
ruittn und ihrer ersten Derivirten nach der Zeit darstellbar ist 

üehngen aläü für ein bestijiimtes matcrielle;s System Iteide Dar- 
stellungen: die kinematiBche und die geometrische, so steht nichts im 
Wege^ die hinetisehen Grundj^ichmig«! in beidezlei Form an&nstellen, 
vorausgesetzt, dab nötigenfalls die TransitiTitatsgleichongen bekannt 
sind. Für die Impulsgleichmigen ist natflilieh die lotste Forderung 
überflflssig. 

Eine besonders wiehtige Klasse Ton Systemen, ftr welche sonichst 
Gkiehnngen Ton dem Typns der Enlersefaen existieren, sind die Ge- 
lenüäceUmj da sich ihnen die technischen Maschinen — im allgemeinen 
Sinne — nnterordnen. Die Oelenkrerbindimgen staiter TdlsystesM dnd 
allerdings in der Praxis sehr beschränkt. Sie redosieren sich im 
wesentlichen anf Kugelgelenke, zyliiidrische ZapfiMtfÜhrungen und ebene 
GeradfÜhnmgen. Wir betrachten im folgenden mir Kugelgelenke, weil 
die anderen Fülle leicht auf diesen Fall zurückf&hrbar sind, oder doch 
jedenfalls auf kinetische Gleichungen fähren, welche TOn den hier zn 
behandelnden prinzipiell nicht abweichen. 

Wir denken uns, um die Vürst<*llung des Systems /u präzisieren, 
als Ausgangspunkt ein festes Kugelgelenk (oder auch mehrere solcher 
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— wodnreh die Bdiaadlnng nicht endiwwi wird). In diem mSge 
ein beliebig gestalteter festn* E8rp«r mit einun Engekapfen danenid 
eingreifoL Dies«: ento Korper BtStst in glncher Weise einen zweiten 
oder anderen und so weiter. Diese mehrgliedrige Öelenkkette kann 
offm sein, d« h. das letote Qlied ist nicht weiter gestützt; oder es 
kann gescJilossen sein, indem man es noch swingt, eich in einer 
▼orgeschriebeneu Führung m bewegen. 

Der Einfachheit wegen wollen wir ftlr die nachfolgende Rechnung 
eine am Ende offene OplfTikkptto aus zwoi starren Oliedera bestehend 
betrachten, da dieser Fall schon himeiclit, \im «las rVinrakteristische 
der kinetischen Grundpfleicbunepn zur Anschauung zu brnigen. 

Das erste Glied der Kelle kann also nur Rotationen ausführen, 
Wölche durch einen Drehvektor a' darstellbar sind. Das entsi)recheude 
Geschw^n(il^kr■lt88y8tem ist demnach x « ö'a', wenn wir den orts- 
bestimmenden Vektor eines beliebigen materiellen Punktes dieses Teil- 
systems mit a' bezeicimen. Der Bezugspunkt des n' ist selbstverständ- 
lich der Mittelpunkt des festen KugelgeU-nkes. Von demselben Punkte 
ziehen wir einen Vektor c' nach dem Mittelpunkte des beweglichen 
Kugelgclcukcs und nennen den Vektor der Geschwindigkeit dieses 
zweiten Punktes r'. Dann ist c' ■= a'c'. Die Funkte des zweiten 
Sjstemteiles mögen durch die Gleichung 

ütt Baume festgelegt sein. Die relativen Vektoren a" sind also auf 
den Ifittolpiuikt dea beweglichen Kugelgelenkes beaogen. Beaetchnen 
wir nodi den zngdidrig«! Drehrektor mit tf", so besteht die Oleichong: 

und man erhalt die zugehörigen Elementarbewegongen in der Form: 

dx" - a , där = dr^7 -f ÖU 'a\ 

Mit Hilfe dieeor Beziehmigen laasen sich die kinetischen Impnla- 
gleiehnngen fQr das zosammengeaetate System an&tellen. Ffir einen 
materiellen Fnnkt dea ersten Teilsystems (mit der Hasse — Eins) ist 

ö' A', — x'dx' = a'a' • ÖO' • a' 

oder 

Nun ist aber daa Moment der Geschwindigkeit dieses Sjstempunktee 
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Folglich wird 

(45) ä'Ä',^ M, - dU\ 

Ffir eineii Punkt (m" — 1) des nreitan Teüsystoms haben wir: 

oder esitwickelt: 

a'i;' = 7? . ^^^'+7?^"^"+ 7v + wir. 

Das erste und das Tierte älied dieses Ansdnickes für d'^' lassen sich 
sidi schzeiboi: 

Wl' - (ä'dB') (e'e') - (c'd«') (*'c') 
= c (<fc)d^'-!M'cd«', 

«'•a"dö""tt" = (tf"dö")(a"«"j - (//"()Ö ";(<l"ä") 

- ö^^") • dd " = jf.dr, 

worin M'c und ilf« hinreichend definierte Geeohwiudigkeitsmomente sind. 
Weniger einiidi ist die Auflkssong der hdden nitttsfen mieder des 
Ansdnickes für dÄl\ Hier wollea wir swei neue Vektoren A** und C 
einfahren, deren GrSlse und Richtung ans den Gleidinngen 

zu erulitieln sind. Auf diese Weise erhalten wir den Ausdruck: 

(46) d"A: - Med$' + Si'd^" + C''d$' + Ä"de'\ 

Von den Gleichungen (45) und (40) ist jetzt zu den entsprechenden 
Systeragleichungen durch Summation der Elementargrölisen überzugehen. 
Wir setzen 

und erhalten 

(41) d' A, = + m; + M " . dö' + + Ä" . de". 

Femer ist mit Berücksichtigung des Geschwindigkeitssjstems ftr 
die «ngep lügten Impulse: 

d'Ai - h' Wik' - ä'h' de\ 

d'^;'-Ä"dFc'+ l"dF5" 

AnUT d«r HMhniMtk vaA 'fhjük. ttt. Mhm It. 11 



Digilized by Google 



314 ^f^^^ Qkik : 

und dnteb tW»g ^ Teibyitemen: 



d'^Ä' = 2;"c'/r" • SO' + 2;"a"A". dö" 

wo Z"'Ä"=-Ä" gesetzt ist. 

Fahrt mau diese Werte in die Gleichong 

ein, so erhalt man die Impulsformelu : 

+ c'h" ^M: + 5; + 0", 
- A". 

Aus diesen Cneichnngen können die 6 GroJsen tf^, tf^, tfg nnd tf^', tf^' 

bestimmt werden, sobald die wirkenden Impulse g^eben sind. Die 
Vektoren HC^, ~3f:\ ~Ä" und C" sind natürlich von den Trägheits- 
momenten und Deriationsmomenten der Teilsysteme abhängig. 

Der Übergang sn den Eulerschen Bewegungsgleichnngen 
ist nun Terhftltniam&fsig einüftch. D«ui wir haben nor in der 
Gleichung 

t 

- j\öE-\röÄ^di 
t 

noch den Ausdruck für die CJriifse ÖE zu bilden. Nun ist für einzelne 
materielle Punkte (mit den Massen »1'= 1 und m" = 1): 

£ — J (i' ä') (jTä') und d£' =- Jf^ • d«', 

sowie 

JE " = + («"«")JL(<^'<'') 

Mithin wird 

dJ?"- Ärdff'H- Ma'dä"^ C"dtf'+ 2"dtf". 

Daraus folgt durch Einführung der Massen und Summatiou über die 
Teilsysteme: 

dE - Uä~VKT~(^" ■ ä6' + m; + A". dtf'. 

INe TransitiTit&tsgleichungen sind 

di'^^^dö' + tf'dö', 

l^Hlhrt man diese Werte in die Integralgleichung ein, und berft^- 
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sichtigt maii^ dafs die Reduktion der Zeitkrüft»» / ' und h" dief?elbe iit, 
wie in dem Falle der Impuls>e. so erhält man diu Euler sehen Re- 
wegungsgleichungeu für das zweigliedrige Geieiiksjsteiu in der Vektoriorm: 

(^) + - Mi, 

wobei noch zur Abkürzung gesetzt ist: 

Die Vektoren irdf) gewisse Analogie 

so der lasam mengesetzten Zentripetalbeedbleimigmig, welche Coriolia 
bei der Betrachtung der rekÜTen Bewegung eiiMe einsdnen Mniiim 

ponktes einj^efnhrt hat. 

Für unsere aus starren Gliedern bestehenden Gelenkkett«n lassen 
sieli imtürlifli auch Lagr an fesche üleichuiigen in allgemeinen Koor- 
dinaten autstellen. Man könnte dazu die Rodrign^'-^ f'ayleyschen 
Auscirücke für jedes Teilsystem aufstellen, die kinetisch»» P^nfriri»* G 
des ganzen Systems bilden und würde naeh den bekannt<»n \ orst lirüieu 
die expliziten Bewegungsgleiehuugen gewinnen. In dem oben durch- 
geführten speziellen Beispiele würden G Lugraugescho Gleichungen 
resultieren, die zur Bestimmung der Bewegung des Systems ToÜBttindig 
•nareicheii. 

Die Oleielrangen (49) eind immer Tomuiehen, wenn die Bewegung 
oluie Einwirkung äolierer Kiifle erfolgt. Für die teebniaelie Hedumik 
ist dieser Ibeoretisch interessante F«U ohne Bedeatong, denn hier 
fehlen die tnibcoideii KiSfte niemals. Doch wird man bei der Be- 
lianJintig kinetiseher Hasehinenprobleme aoeh ebensowenig Teranialsty 
so allgemeine GeaehwindigkeitsBjsteme in betraohten, wie wir sie in 
der obigen Anseinandersetrang ▼omuqfesefeBt haben. Jeden&Us aber 
irt die bestimmte Atiffassung allgemeinerer Bewegungsvoi^nge aaeh 
dann Ton einer gewissen Bedentung, wenn ihre praktische BeaUsierang 
fernliegt. 

£. Die Bestünmimg der Reaktionen. 

Einfiihrutu/ der Sfhnittrmldionm. — Wenn ein einfacher starrer 
Ktirper sich in seiner allgemeinsten Bewegungsform befindet, so wird die 
Kohäsion seiner Teile in verilnderliehf r \VfM>?H in Anspruch genommen. 
Dieäc innt'irii Kräfte können b»M ii<ni iiie.ilt-n (iebilden, welche wir starre 
Systeme nennen, jeden beliebigen Wert annehmen, da wir die U identands> 

n* 
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fShigkflii dcraelben Btülsebweigend ab eine nnbegrenste aimehmmi. 
D«r Wirklielikflit entapridbt «ber diese SyetemliTpotilieee keineewegp. 
Wird yielmehr ein fester KSrper in «ine aUgemeine Bewegung (Trans- 
lation und Rotation) versetzt, so können die inneren Spannungen so 
grofse Werte erreichen, dafs die Kohäsionskräfte an einzelnen Stellen 
oder in bestimmten Flächengebieten nicht mehr ausreichen, nm das 
Zusammenltalton der Teile aufrecht m erhalten. Der Körper zerspringt^ 
und es entsteht eine nene Beweganganscheinung. Aber selbst, wenn 
wir bei wirklichen — als starr voratisj^esetzten — Systeuieu von dieser 
Katastrophe absehen, welclir einem bestimmten Gesehwindigkeits/.ustande 
entspricht, so wird dm Ii h^i wachsender (ieschwindigkeit eine Ver- 
mehnino; dor Spannungen eintreten, die es nicht mehr gestattet, die 
iiypothi si der „Starrheit" des Systems aufrecht zu erhalten, indem 
elastiscii«; *Kler phistische Deformationen von merklicher Öröfse eintreten. 
Dasselbe gilt in noch höherem Mulse für Gelenksysteme, welche aus 
„starren", d. h. in erster Annäherung als starr vorausgesetzten Gliedern 
bestehen. In diesem Sinne hat auch die Kinetik der Haschinen, nnd 
inabesondere der Eraftmasekinen mit hin- nnd herg^coden Teilen 
Anlals gegeben, den Spanmngm eine gesonderte AnfinerkBamkeit neben 
den Beweguugsbegriffen «nsorilvmen. Die qnantitatiTO Beatinunung der 
Reaktionen beevegtor Hassenayateme ist also ein wichtiges Kapitel der tech- 
niscliein Medianik nnd rerdient als soldie eine syttematiaclie Bearbeitung. 

Um die Vorstellm^ der Sjstemreaktioimi in fiziweiiy denken' wir 
nns das ganze aosanunenhaiigende materielle System durch einen 
Fli4dienBChnitt geometrisch in zwei Teile zerlegt, ohne an dem Eiäfle- 
system nnd dem bestehenden Geschwindigkeitsaustande irgend etwas zu 
andern. Wird der physische Zusammenhang längs der trennenden 
Schnittfläche plötzlich aufgehoben, so mufs im allgemeinen jedes Teil- 
system von diesem Augenblicke an eine neue Bewegung.sform beginnen. 
Alle Keaktinnnn des einen Stückes setzen sich zu einem Resultanten- 
system zusammen, das nach dem 1)' A lembertschen Prinzip oder dem 
Newtonschen Grundsätze der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung, dem Resultantensysteni der Reaktionen des anderen Stuckes 
äquivalent im entgegengesetzten Sinne ist. Der Syst^nizerlegung in 
zwei Stücke entspricht die Zerlegung der Gesamtenergie in zwei 
Teüe E' und E", sodaJs 

wird. Wir wollen ferner annehmen, das ganze System sei durcli Ivoordmaten 
so festgelegt, dafs für die Impulswirkung die Lagraugeschen Gleichungen 

cE , 

Pt — t, s, . . ., 0 
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b€iMieD. Am den ]bingietefl«ii JB' und ]«iten wir ebenÜdb 
QrSJben Ton dem kiiieliBcheii Ghirakler der ab, indem wir eetMn 

• _dE- dE" 

p* - a*. ' ^* " * 

Aue dem B'Alembertichen Prinxip folgt dann nnmittelbar 

Pi = n, — T, y J)i = — r« , 

wo die GroÜBeii r,', r," KompoTient4?n der ResnltantensY^toniß der Reak- 
tionen nach den allgemeinen Koordinaten q, bedeuten. Da r," = — r,' 
sein mufs, »o genügt zur Bf-ffiiTnnim? dieser Reaktiooskompoueiitea 
eines der Torstehenden QieichungBäysteme, etwa 

(60) rl^K-pl 

Die stur Beredmoiig der r,' «ilörderlielien Impalakompoiieiiton K 
beitimmt man ane der Formel 

indem m\\.u daxin die durch die g« und dg« ausdrücid^ wodurch man 
die Gleichung 

d'4i - 's ' 

erhalt. 

Ist das Sjstem der Wirkung zeitlicher Kräfte (/;) unterworfen, so 
benutzt man zur Bestimmung der Komponenten s', die gewöhnlichen 
Iiagrangeschoi Gleichungen 

und gewinnt durch die erwähnte Sjetemspaltung die Rmktionsformeln 
j».-^-*.-«. nnd j9, 

wo wieder 

zu setzen ist. 

In ganz ähnlicher Weise kann man auch die Eulerschen Be- 
wegungsgleichungen zur Bestimmung der entsprechenden Komponenten 
der Schnittreaktioiien TerwendeiL Im lUle einee «nfachen gtarreD 
Körpers, der nicht unter dem Einflufe inberer Kräfte etehl^ iat dieser 
Weg entediieden der einftehere. 

84. Explieiie IhrMuMng der SAwttreaktiaHen. — Bei Impols- 
problemen hingen die Sdmittreaktionen nur von den Pontionekoordioaten 
und den auf daa materielle Syitem einwirkenden äulseren Impulsen ab. 
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Wirken aber auf das System Zeitkräfte, 80 ist auch noch der Qe> 
Rchwindigkeitsziifitand auf die Schnittreaktionen maTsgebend. Es können 

also in den Reaktionsg'lcichungen, welche wir oben durch allgemeine 
Koordinaten ausgedrückt haben, im ersten Falle die allgemeinen 
Geschwindigkeitskomponenti'n q, mittelst (Irr (Beichlingen p,^hi, im 
zweiten Falle die Besclileuniguiigskomponeuteu f}, durch Benutzung der 
Lagrangeschen Bewegungsgleichnngen eliminiert werden, wodurch man 
zu expliziten Darstelhmgeii der Schniitreaktionskomponenten gelangt. 
Für die iiupulsreaktionen 

r» — Ä, — j), 

ist dies aolswordoitiicli «Bfach. Transfonnieren wir die kinetiache 
Energie E dnreh BiofUiruiig der A, — an Stelle der in die 
Hamilton sehe reaiproke Fimktion die nim eine homogene Fanklioii 
«weiten Gmdea der wird, ao iat 

Dieee Werte aetst man in die nack den lineare Gleichung 
ein nnd erhilt die Endgleichmigen 

(61) »•.■-».'- sV.|k 

Bor expliziten DarafteUnng der Schnittreaktionen Itkr Impulee. Die 
KoefBxicnten i;,« aind bekannte Funktionen der Poaitionakoordinatea 

Die analoge Betrachtung für Zeitkrftfto yeieinfiftcht sich sehr, wenn 
wir die Bewegnngegleichungen von Lagrange in der expliziten Form 
annehmen, die in Nr. 19 durch die Gleichungen (38) oder (39) dar- 
gestellt ist. Diese gestattet, die Gröiaen q^^ . . g«- nnmittelbar in 
die Keaktionsformel 

«inauaetaen. Demi ea ist 

M 

mid infolgedeaB<»i 

Kl » 
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Dnrdi Subititotion dieses Ausdruckes in die Gleicliiuig (5S) 
und durch ZnHSTninfnifsHswi der Glieder gleicher Art «rhält man filr 
die Resktionskomponentea die Endionndn 

(68) ,;_»;_ g,«*.+ g' 

WO die Eoeffisientoi i^^^ und nur von den Positionskooi^ten 
9ii §if "'t 9i sbhingig sind. Dieses Resultat lautet in Worten: 

Die Lagrang^sekm Km^ptmaikn der SdudUnakUm ßr em 
OMk^fstmj tmf ivdtkes heUMge ämfam Eräße emoirkenf säten sücft 
aus je kwd Teilen msammen. Ikr erste Teil hängt mr vom den he- 
mgenden Kräften und den Posifiondoordinaten a5, während der zweite ^ 
sbetiso wie die l-inetischr Ennnlr des ganzen Systems — durch eine 
homogene Funktion ztcciten Grades der allgemeinen Qesdmin^gkeitS' 
komponenteti dargesteUt wird. 

Über die Gestalt des Systemschnittcs haben wir bisher keine 
besonderen Voraussetzungen gemacht. Sind einselne Glieder des 
Gelenksystemes ^lindrisoh gestreckte Körper, wie es bei Maschinen 
häufig ist, so wird man zur Erforschung der Querschnittsspannungen, 

welche in diesen Gliedern uuftreteii, meistens ebene Schnitte senkrecht 
zur Längsachse wühlen. Wil! nmn dagegen die Drucke in den beweg- 
lichen Gelenken finden, deren Kenntnis für die Technik äufserst wichtig 
ist, so führt iinm den Systemschnitt Uuigs der betreflPenden Lagerfläche. 
Die Drücke in den unbeweglichen Lagern müssen besonders berechnet 
werden. 

Hier kam es nur darauf an, die allgemeinen Ansätze zu geben, 
nach welchen auf Grund des D'Alembertschen Prinzips die .System- 
reaktionen bestimmbar sind, und damit zu zeigen, dafa die Lagrange sehen 
Ideen zur Lösung solcher An%aben ToUsttndig auarnichen. Jedeu&Us 
wird die rationelle Mediaiiik durdi Aufiiahme all^;«neiner kinetostsr 
tischer Probleme neben den speiifisch statischoi imd kinetischen ihr 
Gebiet in firnchtbsnr Weise erweitom können und damit dunhaus 
berechtigten Anfindarangen der Technik entgegenkomflMB. 

25. JHe ISmdammireeiktiomen einfa^ oder m^rfaeh gestiUtter 
Gdeuksgsteme. — Aus der D'Alembertschen Gnmdgleichung ftr 
Impulse 

r^li — mis 

leiten wir zimächst mit Berücksichtigung des ganzen Gelenksjstems 
die Ausdrflcke 
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und 

£xr £xh — £m»x 

ab imd BchrabeD dieselben in der Fom 

r = h — mi, 



(54) 



Das starre und unbewegliche Fundament bildet mit dem Gelenksystem 
eineu gröfseren materiellen Komplex. P'olglieh werden nach dem 
D' Alembertichen Prinzip die resultierenden Reaktionskompouenten 

r imd Mr, weiche sich nur auf die Ijeweglichen Teile beziehen, im 
allgeiueiuen nicht verschwinden. Sie werden von dem ruhenden 
Fundament al^ Dnick und virtuelles drehendes Moment auig.ninamen. 

Hierbei ist zu beachten, dals der Vektor sich auf einen bestimmten 
statischen Reduktioiif^i uukt bezieht und f?eiuen Wert und seine Rich- 
tung ändert, sobald dieser Bezuj^spuiikt seine Lage zain Fundament 
wechselt. Man wird aber wie bei jedem statischen Problem, welches 
den starren Körper betriflFl, auch hier die Zentralachse bestimmen 

können imd dadurch die Vektoren r und Mr in ein&- iiichtimg er- 
halten. 

Stützt das starre Fundament das bew^liche System mit mehr 
als einem Anflagegelenk, so kenn man die Frage stellen, wie sieh in 
diesem Falle die Fandamentreskfcionen anf die eiuselnen Sttttmn ver* 
teilen. Man seiieilt jetrt die gemeinsame Unterlage in m viele 
Stfteke, als St&taen Torband^ sind, giebt jedon Teile die entspreebenden 
virtaeJlen Bewegm^jen in Benig auf das absolute Soordinaiensystem 
und wendet anr Bestimmong der Einselreaktionen das Lagrangesche 
Fjrinsip der TÜrtadlen Arbeiten an. 

Für die totalen Fundaniontreaktionen bei zeitlich wbkendwk 
Klüften treten an Stelle der CUeichmigen (54) die folgenden: 

= k — mx, 



IHeeer FaU ist in der Maschinentheorie in einem speziellen Beispiele 
(parallele Kurbelgetriebe, welche auf eine gemdnsame Welle wirken) 
eingehender untersucht worden, weshalb wir im folgenden etwas näher 
darauf eingehen wollen. 

26. Das Problem der Ausgleichung der Massenwirhungeti hei Odenk- 
syrianm. — Die Grröl'sen i und M, in den Gleichnagen (öö) bestehen 
ans je zwei QUedenL Die ersten werden aus den auf das System 
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wirkenden äufseren Kräften ahgeleitot und hängen deshalb von der 
Massenverteilung des jj^an/en Svstenis nn ht ah. Die zweiten Glieder 
hat man durch passende Anordnung des Systems in dem Falle der 
mehrkurbeligen Dampfmaschine bis auf vcrschwindund kleine Restbetrage 
gleich Null gemacht und dadurch die Massenwirkung auf das Fundament 
praktisch eliminiert Wir wollen nun in dem allgemeinen Falle die 
Bedingungen für du Verschwinden der Vektoren m x und M« bei 6e> 
Iflnkketten imtemi6h«n. Zu dieMm Zveeke bestbiuii«! wir in jedem 
ntuna Teillyttom den Sehwerpmikt Bie tou dem abiolnieii Bezugs- 
pimkte (0) gweclmeteii Vektoren der eiuelneii Sehwaipimkte seien 
der Reibe nach 

Wählen wir dieselhen als relative Bezugspunkte i O', <)". etc. i für Vek- 
toren a', a ", ytc-, welche die einzelnen materielleu Funkte der Teil- 
systeme festlegen, dann »ind die absoluten Vektoren dieser Punkte: 

Der Vekior des Sehwerpmiktes des gtiuen Sjstonui sei se,» Dann isi 
also 

nnd 

mx ^ mz,. 

Folglich verschwindet die Reaktion mx nur, wenn die Geschwindigkeit 
des gemeinsamen Schwerpunktes aller Teihg^steme während der Be- 
wegung nnrerindeit bleibt 

Zur üntasDcbimg der Momente bilden wir die Glmchung 

und erhalten durch Summation 
dn die Gröisen 

für den starren Körper yersohwinden. Demnach wird 

wo zur Abkürzung 2^*^m gesetzt ist Bei mehnyündrigen 
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Dampfmaschüien bleibt der Wert des zweiten Gliedes dieser Gleidiang 
stets imierhalb euger Greozen, weil sie die Grölseiiordiumg dar Bo- 
taüoiisbMdileimigaiigeii hat Iii dieiem tpadell«ii FaDo Bind aber die 
Bedingungen fOr den Aasgleioh der Massenwirkong auf ein starres 
FnndameBt darstellbar in der Form 

(66) ";;~o »nd ■'i s".«,^r^'-o. 

Die weitere Diskussion dieser Gleiehmigesi ist Angabe der techniBchen 
Mechanik. Biine ausfükrliclie Darstellung des Problems der Massen- 
ausgleichang gieljt H. Lorenz in seiner „Dynamik der Kurbelgetriebe 
mit besonderer Berücksi^tigang der SchiffiBmaachinen" (1901). 

F. Die kinelobtaüijcliüii Beanspraohnngen. 

27. Normalspannufi'fr» hik/ Sdiubspafmnngnh - Die Thf^onV iler 
statischen Beanß])nu'hungen wurde zuert an elastis« Ik u [insnintischcn 
Stäben (Balken) entwickelt. Im einfachsten Falle wakeu um Kräfte 
in der Richtung der Längsaehge, weiche man als /'ig- und Druckkräfte 
nnterschenlet. Sie erzeugen einen inneren Spamiungszustand, indem 
elastische Kräfte längs dieser Axe hervorgerufen werden. In einem 
zweiten Falle reduzieren sich die äufseren Kräfte auf ein Kraftepaar, 
dsMOi Ebene den Querschnitt in einer der beiden Hauptadiseia senkrecht 
durchdringt Die ebstische Wirkong iuib«rt sidi in einer Bi^ping 
des Balkens. Znf^ nnd Biegungsspannnng werden gemeinsaoi ab 
j^Komtslspannungen'' beieichnet Liegt die Achse des Bjftftepaares in 
der Iiüngsachse des Stabes, so treten neben den Dehnungen in den ab 
rechtwinklige Fterallelepipeda Toransg esotz ten Edrperelementen Winkd- 
Teiindenmgen ein, die mau S(tobung oder Gleitong nennt Ea ent- 
steht eine Torsionsspannong, welche mit dem defonnierenden Kräfte- 
paar statisch gleichwertig ist Endlich können wir uns auch Torstellen, 
dafs die wirkenden Kräfle ganz in die Ebene eines Stnh [ terschnitt^ 
fallen und das Bestreben haben, den einen Körperteil von dem 
anderen längs der Schnittebene zum Abgleiten zu bringen. Es ent- 
steht jetzt eine scheerende Spannung in dem betrachteten Querschnitte. 
Torsionsspannung und Scheerungsspanntinp' worrlen gemeinsam als 
Schubspannungen bezeichnet. Diese elementaren Bcgritfe der Festig- 
keitslehre Avenden wir jetzt auf den starren Körper und die »Jelenk- 
kettea mit starreu Gliedern an. Obwohl hierbei die Deformationen 
ausgeschlossen sind, so kann man doch die Reduktion der inneren 
lieaktionskiäfte in einer solchen Weise durchführen, dafs die Kompo* 
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nentai dm üblioli«ii Beanspiiidiungskategori«!! «DtBpncliAiL Man ge- 
wiaiii liiodiirch gleichzeitig eine «nsehaulioihe Übersieht der Resnlfaiie, 
welehe den allgemeinen Reduktionen mit Benatimig der Lagrangeachen 
Koordinaten nieht e%«n iei 

28. Die Bestimmung der IkunsprucJmn^skomponmten. — Aus der 
D'Alembertschen Gnmdgleichuug für zeitlich wirkeude Kräfte: 

k'^mx + s 

folgt 

(57) S*$ - - Z'ml 
nnd 

(58) m = £'xk - Z'mxXf 

wobei alle Snnunntionai fiber deigeni^en Tdl «nea atanen Efirpera 
an eratreckan aind, welcher dnnsh eine Schnittebene TirtueU abgetrennt 
wird. Nnn iat aber fUr jedea atarre Syatem (ohne Tranalation): 

and hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit 

1 » er« + 9{93^, 
oder nach Aoafllhrang dea temiren Vektorprodnktea: 

if = -f. (tfx) • 0 — ißtf) ' X, 

Dieae Beachleonigung zerlegen wir naeh drei reohtwinkligen Achaen 
welehe mit dem afearren EQiper fest vwbmiden aind, nnd beieiehnen 
die betraffenden Ptojektionen dea Vektora x mit o^, a^, <i|. Dann 
wird 

In diesen Ausdrücken müssen nun die Komponenten tf^, tfj, 0^ 
mit Hilfe der Enieradien Rotationsgleichungen (21): 

— (^ — + -M*. Ii 



i 
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«luninieit werden. I>ies giebt: 

+ A^J A, — A. + vi,, i(j.,(jjaj + ^Jft,i- o, — yljJ/i.,s a,. 
Setzen wir noch zur Abkür^uug 

£'Ä-kV 

00 ergeben die Gleiehnngen (57) die Komponenten der BesoltanÜcnft 
der inneren Speanongen in der expliziten Fonn: 

AjAa ■ s, - A^A^k, -L m'(A3M;t,3 • a* AjMjt.sa*) 
+ m' {A,(Aj - A, - A^)o^ö, • + A3(A, — — A,)0|0, • 

- A,A,(ffH-if|)a;), 

und swet analoge Ausdrücke für b^, b^, welche durch sykUsche Yet- 
tenachnng der Indiees hieraus folgen. 

Der beweren überaieht wegoi schreiben wir 

(59) b' « k' + m' ü + m'w. 

Dann bedeutet u einen Vektor, weldier im weeentlichen Ton den 
Totahnomenten der drehenden Kräfte ebhibigt und w einen sweiten 
Vektor, der haaptslchlieh durch den GeBchwindigkeitflsueta&d des 
SyateniB bestimmt ist In den Komponenten von fi und W treten 
MÜBcrdem noch die Komponenten 1^, a{, dee Schwerpunktrekton 
i* dea yirtoell abgetrennten KörperstttckeB grSÜBenbestimmend auf. Gebt 
man Ton einer Trennungsebene zu einer anderen Über, ao ändert dieser 
Schwerpunkt seine Lage, und die Komponenten Ton e' werden in leicht 
flbersehbarer Weise beeinfluCrt^ 

Nach imserer Bezeichnungaweise können wir die Gleichung (58), 
welche das Moment der ßeaktionekräfte in Bemg auf den ÜBsten Punkt 
beatimmti schieiben: 

oder 

Kun ist aber nach Nr. 16 Gleichung (19) 
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Demnach wird 

(60) M;^Mit-0M;-{-^) 

oder in Eomponeiiteii nrkgt: 

3/;,, = 3fii — {AI, - At)atOt — J/tfi, 
if«,s — — (-4,1 — AQ^t^t — Aiiftf 
JC.» •= Jß,» — (Ai — Ai)6i0t ~ Aiift. 

A[, A^, A$ sind die Uaapttragbeitemomeute dce virtaell abgetreonten 

Körperstückes. 

Durch Eliniinution fler Komponenten der Winkelbeschleunigung 
mit Hilfe der EulcrHchcu BewegungsgleichungeUi wdcbe für das gause 
System gelten, erhalten wir ohne weiteres: 

AtM;,t - A, 3/; , - ^;3/*,, + d{ • ^0^, 

AtMit = Ai3Ii^ - A;Mi,i + Di • <r«tfi, 
A§M^^t — AitMi,t — AiMt^t + • tft^'s» 

D; » (A^A, - Ä^A,) - (^^ - A^A,), 

Di » {A,Al - - {a,a; - ^^J, 

sa Mtaen iai. Der Vektor Ifi bat aLso die Form 

jP bangt im wesentlichen Ton den uufseren KrSlleii ab^ während 
Q hauptsächlich durch den Qeechwindigktitszustand des Systems be- 
din<rt ist. Die Trägheitsmomente des TÜrtuedl at^etrennten Kövperteües 
beeinflnssen beide Vektoren. 

Bis jettt iet M, aof doi festen Punkt bezogen. Nehmen irir aUo 
das Moment in Beeug auf einen Punkt des Querschnittes, so gelten 
für diese Transformation die bekannten Regeln der Statik. Nun läfst 
sieb aber dieser neue Bezu;4:s|)uiikt in der £bene des Quorechnittes so 
wählen, dafs die Resultante und das Moment der Reaktionen in eine 
Ebene fallen, welche auf der Sclinittebene senkrecht stehen. Da der 
Ort für diese Bezugspunkte eine Cierade ist, so behält man noch die 
Wahl frei, welcher ihrer Punkte ak definitiver Rodukttonspunkt jiii- 
zunehmen ist. Nttth der Entscheidung zerlegt mau die ilesultunte 
und da.s Moment in Komponenten, welche bezw. in die Schnittebeue 
fallen oder darauf senkrecht stehen, und erhält so die Grolsen, welche 
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den virtuell abgetrennten Körperteil in Bezug auf Zug (oder Druck) 
Biegung, Tcnsioii und SehMormig beaaqpnMdLfln. 

SoUen die Komponenten der kmetoBtatiBdiien Beanspradkimg tti 
ein Qdmktffstm bestimmt werden, so verfülurt man in ihnlicher 
Weise wie bei einem einselnsn starren K8rper. Der einsige TJnter- 
sehied bestellt darin, dals man sa den anlaeren KiAften des betraditeten 
Geknkstfiekes noch die bekannten Reaktionen des nftchstliegendeti Ge- 
lenkes — oder allgwnein aller ihm anf dwselben Seite der ScbnitfeflSdie 
angehörigen Gelenke — hinzufOgt Da wir diese Gelenkreaktionen yoU- 
stündig berechnet haben, so kOnnea wir aneh diese allgemeine Aufgabe 
als erledigt betraditen. 

Berlin, den 1. Februar 190L 
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Synthetiselie Tlieoiie der Zaitrifogal* und TriglwltsmomMite 
eines ebenen FlAchenstückes. 

Von Stanulaus Jollbb in Berlin. 

1. Faralleli' Kräfte in einer f]bcne t, deren Intensitäten proportional 
»iiid den Abständen ihrer Angriti'spiinkte von einem in f gelejjenen 
Strahle, bestimmen ein mit ihrer Theorie eng verknüpftes polares Feld 
r**. Anf dieses polare Feld hat Culmann*) zuerst liingewieseu; Herr 
Ke} ü') erkannte ilunn seiniMi Zusammenhang mit der Theorie der 
Haupttragheitsachseu, als er diejenigen Dreiecke aufsuchte, in deren 
Eckpunkten bezw. drei Flachenstücke derart konzentriert \v erden 
können^ dafs li» «in FlSdiaiitflek in Banig anf seine Trägheitsmomente 
eneteen. Bald nach ihm kam Heaae*) dnxdi eine glfieUielie Intnition 
auf daaselbe polare Feld, ohne anch nor^ wie aeine beiden Yorglnger^ 
▼on den Bigeniiehaften der TrSglieiteellipM irgend welchen Gebrandi 
m nia«iheiL 0ieie Arbeiten sind analytiseh. Anagehend von der 
Theorie der TtSgheitBeUipfle aind spiter die Eigenschaften dea polaran 
Fddea F* nnd der Tngheita- und HanpttrIgheiteadiMn yon mir^) 
durch elemMktare Betrachtungen synthetiBdi abgeleitet worden. 

Gelangt man von der Theorie der Trägheitsellipsen zn der dee 
polaren Feldes F* und der Triigheits- und Haupttritgheitsachsen, so ist 
diei^ wie im Laufe der Untersuchung bald erkannt wird, ein störender 
Umweg. Gelangt man umgekehrt vom po]ar«i Felde F* ans in dieeen 
Achsen, so fehlte bisher der Nachweis des organischen Zusammenhanges 
zwisi hrn ihm und den Trügheitsellipsen. Bezeichnend filr Binets 
Scharisum iat ea übrigens, dab er — der Entdecker der Tiigheits- 

1) Cttlmami: Die giapbiMhe Statik. Zürich 186«, S. Abiclmitk» 7. Eafntel, 
{ 68 — 67. Die ergten beiden Abaehnitt« enchienen, wie aos der Toitede S. XI 

n ersehen ist, als erste Lieferang schon 1864. 

2) Beje: Beitrag zn der Lehre von den Tragheit«moiueutea. Zeitachzift filr 
JCatb. a. Physik 10 (1865) S. 488. 

8) Hesie: TovlMuigeB Aber analytisdie Geomfllrio de« Ramnes. n. Auflage, 

Leipzig 1869, 25. Vorlesung. 

4) Jollf's: Die ResHehungen der Zeutralellipse eincB ebenen Flächenitflekes 
zu seinem imaginären Bilde. Diese Zeitschrift (8) 1 (1901), S, 91. 
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eUipM — de in semer grandkgandea Arbeit^) nur am SohliuMW bffllftufig 
«nrähnt, ihr somifc nicht die Bedentoi^ beimilsfcy die aie spiter bei 
anderen erlangt hat Es ist meines ErachtenB anch dne Willktir, auf 
irgend eine der bisher eingefOhrten Tragheitsellipsen die Theorie der 

Trägheitsmomente in der Ebene anftahauen. 

In den folgenden Untersuchungen wird, ausgebend vom Zeatri- 
fogalmoment^ synthetisch sofort das polare Feld und sein Zusammen- 
hang mit der Theorie der Trägheits- und Hauptträgheitsachsen dar- 
gethan und die oi^anische Verliiudung mit der Theorie der Tragheits- 
ellipsen entwickelt. Hierbei enveiafc es sich von grolsein Nutzen, nicht 
nur zwei sieb schneifU'nde, sondern auch zwei pwallele Sttalileu als 
Trfigheitsachseu eines ebenen FUlcbenstückes zu bezeidiiH ii , sobald in 
Bezug auf sie das Z*>ntrit'ugalnu»jin?nt gleich Null ist Beschreibt ein 
Strahl einen Strablenbüscbel 1. Ordnung, so umbflllen die von ihm gleich- 
weit abstebendou und zu ibui j)!irallelen Träglieitsacbsen die Trägheits- 
ellipsti seines Mittelpunktes. Zwischen den Strahlen der Ebene und den 
zu ihnen paralleleu und von ihnen gleichweit abstehenden Trägheits-. 
achsen besteht eme ein-zweideutige Verwandtschaft. Znm Sehinsse er- 
geben sieh die bekannten metrischen Eigensdiaflen der Trägheit»» 
momente ab eine nnmittelhaie Folge der BrennpnnkteigenBehaften von P** 

Die Hilftmittel der üntenmchnng liefert^ wie achon b^oigdhoben, 
die qntthetiaehe Oeometrie. Sie gestaltet die Theorie der Trfigheits- 
momente, vor allem die Ableitong des polaren Feldes und seiner 
Eigensdiafteii, aolseEst ein&ch und Übersichtlieh. FOr die geometrische 
Mechanik, der man immer mehr zustrebt, bedarf diese Forschung»» 
methode keiner £mpfehlang. Besonders der Ingeni^^ur wird sieh ihrer 
gerade hier gern bedienen, führt sie ihn doch ohne jeden Umweg zu 
dem so häufig abauleitenden Kerne eines ebenen Querschnitts. — Da 
in meiner oben angefahrten Abhandlung die Litteratnr, welche sich 
auf die Hauptsätze aus der Theorie der Trägheitsmomente eines ebenen 
Flächenstückes bezieht, angeführt und besprochen worden isl^ so konnten 
im Folgenden weitt re Angaben unterbleiben. 

2. Jedem Elenieuti> f/J} eines ebenen endlichen Flachenstückes ^ 
kommt in Bezug auf einen in seiner Ebene e gelegenen Strahl^ ein parallel 
einer Strecke r gemessener Abstand zu. In gleicher Weise entspricht 
dem liilemente rf^ in Bezug auf einen zweiten Strahl h von e ein 
parallel der Strecke s gemelsener Abstand 5^. Jenachdem und 
l^eichen oder entgegengesetzten Sinn wie r nnd 8 haben, wird ihneu 
ein positiTer oder negativer Wert beigelegt. Unter diesra Vorans- 

1) Binet: Memoire eur la tbeorie des axes cot\jugu^8 et des momens d'iaexÜe d«» 
cofpi. Jowii. de r^Sooie Polyt. 9, 16. Heft (1818), 8. 41. (Lo 4 llnstitnt» en Mai ISII.) 
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Setzungen heifst bekaunilicli das über das endliche Fiächüiistück aus- 
gedehnte Int^pral: 

da« ZentriAigpImomeiit das Flächenstückes Jjf becOglich der Strahlesi 
h. Es weirdoy wenn r und s beliebige Neignngiwinkd Diit Ouvr Be* 
sii{m{evadeii g besw. A eimchliftfiwii durch: 

beidcliiiet, hlng^geiiy wenn m» besw. auf ihr senkrecht atehen, durch: 

Sowie h mit g zusammenfällt, geht das Zputrlft^almoment dea 
Füchenstüekes % besfiglidi der Strahlen g, h in sein TriigheitiDunneiit: 

besfiglich des Strahles g über. Es werde fOr eine beliebige beiw. an 
g senkrechte Richtstrecke r durch: 

dargestellt. 

Wild im Jntegial: 

der Abstand des Fläi'ht'uebMu«'iit« s ä^^ vom Strahle x als Mafs eiuer 
auf ruhenden Masse aulgefalst, so ist hierdurch ein Masaensjstem; 

bestimmt, und ?:war «'nt8|»iiclit dem Striibb« .r eindeutig der Schwer» 
paukt X von Nun verschwindet der Ausdruck: 

für das statische Moniont vou ''Tl^ in Bflznjx auf Pinen Strahl ff, wenn 
y durch den Schwerpunkt X tou geht^ femer ist: 

folglich geht ein Strahl ii durcli den Schwerpunkt X von 'IW^, sobald 
der Schwerpunkt 1' von 'iOi^ auf r lifnjt. Jcdtiii Strahle des Büschels 
X entspricht hiernach ein Punkt von x, dem Punkte X ist also auch 

der Strahl ./; eiiidpntig zugeordnet. 

ArciiiT d«r MatbemaUk xuA Pigrsik. Hl. Keiti«. IL 22 
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Zwischen den Punkten und Strahlen des ebenen Feldes e besteht 
nonmehr folgende Be«iehnng. Ein Punkt X bestimmt eindeutig einen 
Strahl X nnd dieser eindeutig jenen, femer ein Sbrahl der durch X 
geht, einen Ponkt der auf « liegt Eine solche Yenrandtschaft 
zwischen Punkten nnd Strahlen eines ebenen Feldes heiM eine invoht* 
torische Eonrelation, und das Feld selbst^ dessen Ptmkte und Strahle 
derart yerknfipfl sind, ein polares Feld. Die Ponkte Ä, B, . . 
Xf und die Strahlen b, . . x, . . . von s sind also als Pole und 
Polaren in einem polanm Felde einander angeordnet 

Besflglich zweier ko]ijn;Lriet>ten Strahlen von ist das Zentrifii^U- 
momeiit von 5 gleich Null. Als ein Paar solcher konjugierten zusammen^ 
fallenden Strahlen kann jede Tangente t der luzidenzkurve (Ordnungs- 
kurve) von nuf^pfafst werden. Das Trägheitsmoment von ^ ho/.flglieli 
eines roollon Strahles t ist aber niemals gleich Null, folglich liat das 
jxilaic Fi'ld r- keine reolle Inzidenzkiirre, oder die seinen Uurch- 
luesseru ziikonimeudeii l^nnktiuvolutioüon sind clliiitisch. 

Einem diurek den Schwerpunkt S von ^ gelieuden Strahle x ent- 
sprifht ein Massensystem '3)1^ mit der Gesaintnmsse Null, das sich aus 
zwei gleich grufsuu Massen mit verschiedeneu Vorzcichcu und Schwer- 
punkten zusammensetzt. Sein Schwerpunkt liegt also im Un- 
endlichen, und X ist somit ein Durchmesser nnd 8 der Mittelpunkt des 
polaren Feldes F*. 

4. Hat in Bezug aof zwei Strehlen TOn e das Zentrifugalmomemt 
Ton t$ den Wert NnU, so heiisen diese Strahlen, wenn sie sich schnei* 
den, ein Paar TiSgheitsaehsen ihres Schnittpunktes P und, wenn sie 
parallel laufen, ein Paar parallele TrSgheitaachsen. Ein Punkt P ist 
der Schnittpunkt von oo' Paaren von Tragheitsachseo, sie sind nach 8. 
die Strahlenpaare der ihm im polaren Felde zukommenden Strahlen- 
involution, folglich gehen durch jeden Punkt, als Achsen dieser Strahlen» 
iuTolution, ein ['aar zu einander senkrechter Tngheitsachsen, sie lieifsen 
seine Hauptträgheitsachsen. Durch die Brennpunkte F, F' von als 
Trager zirkularer Strahleninvolutionen gehen jedoch luiendlich viele Paare 
von ! fariptträtrhoitsuf h^en. F. F' heLfsen deswegen wohl auch die Tnigheits- 
breuu[nuikte des i?iücheu8tückP8 5- — Die llauptträghoitsnrhsen eines 
Punktes P hälft^n die \^ inkel der von P nach den Trü*(heitsbrenn- 
punkten führenden Strahlen. Ein Strahl g von t ist llaupttrnjrheits- 
»chüti für den Fufspunkt der von seinem Pole fr in auf ihn gefällten 
Normale. Dreht sich g um einen Punkt P, so unihüllen die Strahlen, 
die mit g zubaiumeu je ein Paar HaupttrügLeitsachistu bilden, i. a. eine 
Parabel, ne herOhrt die Polare p von P in F' und die Achsen dieses 
polaren Feldes. Ihre Leitlinie ist der Durehmesser SJP. Die Haupt- 
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trägheit.suchsen von ^ vermitteln aUo zwischen deu I'uakten und 
Strahlen des ebenen Feldes e eine involntoriscb« quadratische Yer- 
wandtschaft. AUe diem Sätze von dem konjugierten zu einander nor- 
mnlflii Stnlütti sind Ungst bekannt, ihre Beweise finden sich anfiwnlein 
in vielen Lebrbflcheni, z. B. in der vierten Auflage des ersten Teiles 
von Herrn Beyes Geometrie der Lage. 

5. Der zur Bicfatstreeke r parallele Abstand Qok «um Punktes 
G von einem Strahle ebenso wie der zur Richtstrecke s parallele 
Abstand des Schwerpunktes S von der Polare g von G im polaren 
Felde F*, sind positiv, wenn sie gleichen, negativ, wenn sie entgegen- 
gesetzten Sinn, wie die zagehörigen Riehtstrecken haben. Nun ist 
nach 3. das statische Moment '''SR^^ des in 6^ konzentrierten Maasen- 
systemes: 

in Bezug anf h ^eicb dem Zentrifagalmomente: 

von in Bezug aul' g und h. i^olgiich Laibt sich dieses in der Form: 

schreiben. Da aber: 
isty so kann auch: 

gesetzt werden. 

Da« Zentrifugaliu<MiuMit v«tu |y iu liezug auf r/ uud h wird y.uui 
TrüghtiLsiuiaiietite ''''^f^^^^) von ^ in Bezug auf wenn h mit g 
identisch ist, sein Ausdruck lautet also: 

Fallen Qs.j und Q,,y auf den zu g konjugierten Durchmesser d des 
polaren Feldes F- ( Fig. 1), ist also die Kichtstrecke r zn ihm parallel, 
so sind (f und der Schnittpunkt g) - Ctj in konjugiert Nun 
besteht zwisilien den Strecken S(i und »ST/, und der Potenz — der 
(I nach 3. in F* zugehörigen elliptischen i^anktiuvolution die Be- 
ziehung: 

SG ' SG.-^ ~t*. 

Sie liefert, wenn der Mittelpunkt S von F' insbesdiidere ilen Ab- 
stand der konjniriertpn Punkte hülltet, diese also in den Punkten 
El zusaninienfallen: 

iSA\ ()sy =^ — c, 
=» ff(jj — 2c; 

22' 
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lomit fttr den Strahl g: 

und Ar den m d brnjugiertto, also su g pamllelen DweluneBser ei 

Die konjtigiert^n Punkte E, aller DurchniosBer von F-, deren 
Abstand durch den Mittelpunkt S von JT' gebälftet wird, liegen uuu 




Vlg.1. 



auf einer EllipBe 0*, dflten konjogierte DiurehnuMeer die 
FoI{^eh gill^ wenn die Streeken SE, SE^ die dem Strahle e beallf^eh 
S koiyogierben TrigheitshalbmeBBer heileen: Werden die den Dnieh- 
meisem des polann Feldes beafii^ch 8 hotqogieiten Traglieitahalb- 
messer, TOm Mitlelpiinklie S von aua, ihrer GfröCse und Biehtnng 
nach abgetragen, so liegen ihre Endpunkte auf oiner Ellipse deren 
konjugierte Durchmesser mit denen von zusammenfyieQ. Die 
Ellipse 6* heilst die ZentraLellipee des Flächenstiickes ihre penllelan 
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i anheilten sind in konjugiert^ also jpaarweiae parallele Tragheits- 
acksen. 

Die Zontralellijise ff* und die imafrinäre inzideuzkurrp von 
gehen in sich selbst über, weim einer dieser Eegelsclmitte in Bezug 
auf den andern polarisiert wird. Sie sind harmonisch einander zuge- 
ordnet, jeder also a'mo liiijiginIiriirt»jektion dM andern. 

6. Der Schnittpunkt (Fig. 1) eines beliebi^^en Strahles ff mit 
dem ihm in F' konjugierten Durchmesspr d ist die Mitto zweier be- 
stimmten anf (J pele^enen konju$jiert»»n Punkte P, P, von P-. Sie 
werden auf <l durch einen Kreii mit <h-\u M.ittelpun3<te ausgeschnitten, 
dessen durch d^n Schwerpunkt S j^ehende, zu d senkrechte Sehne so 
gruls ist, wie die auf ä gelegene Durchmessersehue EEi = 2c der 
Zentralellipse <j-. Für die Abstände G^P und G^Pi der Ponkte P, P| 
von 6f| gilt folglich die Beziehung: 

und sonach sind »ie die dem Strahle g bezflglich des Punktes kon- 
jugierten Tragheitshalbmesser. Die Endpunkte S, 3^ der einem belie- 
bigen l'unkt#( X von (/ bezflglich g konjugierten Tragheitshalbmesacr 
werden also, von ihm aus gemessen, erhalten, indem uiun die Ver- 
bindungsgerade des Punktes X und des Poles G von g mit den durch 
Pj and P Unfenden Parallelai p, Pi tu g m di^ 3ig zum Scshiiitt 
bringt p und p^ Muok glsieh weit vom Ponkte X ab und nnd als die 
Poleran von P, P, in F* konjugiert, sie sind fblg^ch die gleidi weit 
▼on g abstellenden m ihm paanttelen Trilgheitsachsen von 3- 

Schneiden swei StnUen sich aof der Symnefarieaehse sweicr Pa* 
ifdlelen, so schneiden sie die Panllelen selbst in den Eckpunkten eines 
ToUflindjgen Yieretkt^ dessen drittes Paar Gegensttten eben&lU parallel 
laofen. Je swei dnnsh einen beliebigen Punkt X tob g gehcoide kon- 
jugierte Strahlen Ton F' bestimmen also mit den in F* konjugierten 
pandlelen Strahlen p, p^ je ein Polviereck Ton F*, dessen drittes Paar 
Gegenseitm Xy Xi parallel laufen und von X gleich weit abstehen. Die 
konjugierten Strahlen x, jr, treffen den Strahl p bezw. in den Punkt«;- 
[taaren einer Involutiotti die perspektiv ist zu der dem Punkte X in 
F^ zugehörigen Strahleninrolution. Sie Terbinden folglich entsprechende 
Punkte projektiver Puuktreihen, die keinen Punkt entsprechend gemein 
haben, und umhüllen sonach einen Kegelschnitt V. Sein Mittelpunkt 
ist .Y. Er ist. da da» Pnlarsystem F* nach 3. keine recHe Ifi/.iden/.- 
kurve hat. und fol^dich die einem Punkte X zugehörige StrahleninTO- 
lution keine reellen Doppelstrahlen besitzt, eine Ellipse. 
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Konjugierte DnrdimMaer und parallele Tangentm tob |' sind 
konjugierte Stafahlen in Der Hittelpmikt X von |' und die beiden 
2Q einem DaxduneMer u parallelen Tangenten begrenzen demnaeh auf 
dem m u konju^rten Dorduneseer e swei Streckoi, die gleicb sind 
den X besfigÜdi « konjogieiten TrSgheitshalbmessenL Ans die«em 
Grande bdftt die Ellipse |* die durch das Flächenstuck ^ beetimmte 
Tragheitsellipse des Punktes X. Die Triigheitsellipse des Sch\ver- 
punktes S iat die in 5. gefundene Zentralellipse a^. Dreht sich ein 
Strahl jC in { um einen Punkt X, so umhull n die zu x parallelen 
Ton ihm gleich weit abstehenden Tiägheitaachaea die Tragheitaellipse 
g* Ton X. 

Die Trasrhoitsellipsen der Piuikto «»iiics Durcbiiicss»M's d von P- 
schneiden ihn in Pnnktepaaron der ihm in F' nach 3. zukommenden 
elliptischen Involutiuu, somit nmsehliefsen die Trägheitsellipsen aller 
l'uuktc der Ebene f <h'u Schwerjiunkt S von 5- schneiden auTser- 
dem die Zentrulellipse 0- in l'uuktepaaren, die auf Pttrallelen zu dem 
d konjugierten Durchmesser e liegen. Die Trägheitsellipsen der Punkte 
einer beliebigen Geraden y berühren die zu ihr parallelen und von ihr 
gleich weit abstehenden TEBC^eitBsohsen in Punktepaaann, dsHoi Yerbin- 
dungsgeraden dnrch den Pol yon jr in gehen. Diese Yeibindnngs- 
geraden lanfen ponülel, wenn ff ein DurohmeeBer Ton ist 

7. Die Brennpunkte einee polaren Fddes sind in ihm die Trüger 
sirknlarer StiaUeninTolntionen, folglich sind die TrilgheitaeUipsen der 
Breonpiinkte F, F* Ton Kreise. Sie berühren die rar Verbindungs- 
geraden Ton FfF" — also zur Haaptachse a von r*— parallelen und Ton 
ihr gleich weit abstehenden Tiagheiteachsen nnd haben sonach gleich 
groise Halbmesser. Dire absolute I^oge ist die des an a konjugierten 
smkreoht^ Trigheitshalbmessen ± a. 

Wird zu einem beliebigen Strahle g von « durch den Brennpunkt 
F von r- eitio Parallde g' gesogen, ho lafst sich das l^sgheitsmomeni 
J£,,($) in Bezug auf g nach Fig. 2 in der Form: 

schreiben. Nun ist: 
femer: 

folglich ergiebt sich: 
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oder ds: 

9^9 = 9S9 ~- 9»9' '"M^ 9f9' ~ 9a9 + 

ist; auch: 

iß) jf„(gf)^(ü»+pi,-pV)af. 

Die mlit« Seite der Glfichunsren (a\ oder (ß) behält denselben 
Wert fiir alle Tangenten de.s clurch die Brcmipunkte F, F' und die 
Tangente g bestimmten Kegelschnittes yl, demnach sind alle Kurven, 
zu deren Tangenten je gleich lange arakrechte Tr^heitshalbmeMer ge- 
boren, kottfobale Eegelsehnitte mit den Brennpixnkten Ff P". Durch 
einen beliebigen Punkt P geht eine Ellipse und eine Hyperbel der 
durch die Brennpunkte bestimmten Schar konfokaler Ein- 

schnitte. Ihre Tai^enten in P sind zu einander senkreclit und kon« 
jugiert in allen polaren Feldern mit den Brennpunkten Fy F*. Sie 
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fftllfü als(t mit den A('}i*<»ni dor 7* in zukoinnieudcn Slrahleuinvo- 
iution oder mit iUii liaupttriii^heitsachsen von P ziisainnicn. 

Der AbstHnd df?« M itt< l|iuiiktefl 8 von vom Furspiinkte F^ des 
Lotes O/v, wt'K hi's vdiii Hrciiiipuiikt»' 7' auf ilrii Strahl i^'cfällt wird, 
ist la'kanntlich gleich der halben Üauptschne dieses Kegel- 
schnittes. 

Der um *S' mit dem Ilalhmesser SF^^ beschriebene Kreis schuiidet 
also die zusamnienfallendt'n Hauptachsen von F' und yl in den End- 
punkten T, T' der Hauptsehne von y\ und bestimmt die in T, T' 
auf der Hauptachse a senkrechten Strahlen t,t' zugehörige Scheitel* 
taugenten. Umeti entsprechen, da BT= TB ist, gleich grofse Träg- 
heitsmomente Mtt , und Mri'f deren Wert sich als: 

ergiebi Das dem Strahle g, sowie den Tangenten des Kegelschnittes 
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yl zukommende Trogheitsmontent kann denuudi auck drittens daieh 
den Ausdruck: 

(r) JK„(ai)-(a' + aJ)g 

dargestellt werden. & gestattet, wenn a und die Brampimkte 
bekannt sind, eine ausnehmend ein&die Konstruktion des einem Strahle 
g koigngierten senkrechten Tragbeitshalbmessers. 

8. Die H«iipttrl|^eitsBdiseiL h, e eines Punktes P (Fig. 3) werden 
durdi die Brennpunkte F, F* toe T* harmonisch getrennt h schneidet 
die Ibuptaohse a von innerhalb^ e aufserhalb der endliehen Strecke 




»ff.«. 



FFf wenn h in /' die Hyperbel yf, e die Filipse mit den Brenn- 
punkten F, F' berührt Sind nun und die halben Haupteehnen 
Ton yi und f'l, so ist: 

oder auch; 

a« + ax<a5 + a5. • 

Fol^ch ergiebt sich aus der Qleichong (7) in 7., dab die Haupt- 
adhsen der IhAgheitsellipsen aller Punkte des ebenen Feldes .e die 
Ilauptaclise von innerhslbi die Nebenachsen aulserhalb der «ndlicheo 

Strecke FF' .scliiuMden. 

Die halben Hauptsehnen fl* und a« von yl und sind gleich, 
den Strecken, die den Mittelpunkt S von mit den Fufspunktcn S 
und F dor vom Brennpunkte F auf h und e gefällten Lote verbinden. 
Nun l)eHtelii für die vSchnitti)iinkte T und TT der in F- konjugierten 
imd zu einander normalen ätrahlen h und c mit der Hauptachse von 
r*^ die Beziehung; 

SI.SF SF'.SU 

und femer gilt für die homologen Punkte S, 8' der durch die ahnlldben 
Dreiecke FHT und ÜEF auf einander bezogenoi ahnlichen Fsider 
0, ^' die Proportion: 

STiSF^8'FiS'ü, 
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Die linbeii Seiten dieser Gleichuiq^ aind identiachy also uudi die 
rechfem, demnacih ftttea die eDtapiechaideii Punkte 8, 8' und üolj^ieh 
auch die entqmdiMiden StnUoi SS und E8 beider aluilielieii Felder 
zusammen. 

Die drei PtmUe 8, R nnd B liegen eonadi in .einer Geraden, und 
f&r die halben Hanptaebnen a* nnd Ton yi ezgiebt rieb 

eben&Ue: 

ar,a,~ 8TiSF ~ SF iSU. 

Knrs: xwiadien den halben Haaptiehnen ond o» dar rieh in einon 
Punkte P Tm c aebneidenden Hyperbel yi und Ellipse mit den 

Brennpunkten F' und der halben Haupt- und Nebensehne Ox und 
6jr der TrSghritsellipse von P bestehen die Beriebongen: 

oj — 0* + «?, 

6J - 0- i- a?, 
Okia^^STtSF'^SF.SU. 

9. Ans dem in ?• (/S) geweamenen Ansdnieke: 

für das Trägheitsmoment M^^^i^) lassen aich recht - iiilarh die Haupt- 
«ätze über Tragheits- und Zentrifuf^lmomente ableiten, die sich auf 
zu einander senkrechte und durch den nämlichen Punkt gehende Strahlen 
YOn $ beziehen. 

». Zwischen den Strecken „ qs^- nnd q.^h. qs^ ^ die bezw, zu 
zwei beliel>i^n>ti zn oinaTuicr acnkrechten Strahlen h gehören^ bestehen 
nach Fig. 4 die Gleichungen: 

und: 

Mit Rllcksiebt hieranf kann niinmebr die Summe der Trighrits^ 
momente: 

*„(3)-(«>' + rf,-^»)S 

und: 

in der Fom: 

M„(m + Jif**(3f) - (ft» + b» + sp^gf 

geschrieben werden. Hieriu bleibt der Klammerausdruck für je zwei 
zu einander rechtwinklige Strahlen h, y des Büschels P unveränderlich, 
also auch die Snmme der auf sie bezogenen Trägheitsmomoite M^^i^) 
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und JfuCS)' Punkte, für welche diese Summen ein und dmaelben 
Werk haboi, liegrai je auf Kreifmi mit dem Mittelpnxikte 8. 
b* Das ZeutrifagBlmomeiit: 

in BeEug auf zwei Strahlen g, h nimmt, wenn an die Stelle der 
ff, 8* die Abstände r^', r*' Ton zwei m gj h parallelen Strahlen 




mg. 4. 



f/\ h' treten, und p,/,,. , qi. die m liicMujig der r,,, >a gemessenen 
Abstände der Parallelen g, g' und h' bedeuten, die Gestalt au; 

Nun ist: 

und Jrgd'^^Qsg '^, 

ferner: 

Qg'g'^ (?89~ QSf' und ^A'A == — ^«A-, 

folglich wird: 
oder: 

Stehen g und // senkreclit auf einander, und Bclmeiden sich die zn 
ihnen parallelen Strahlen g', h' in einem Brompnnkte — etwa in ^ 
— Ton r*, 80 ist: 
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und sonach endlich: 

Für z\\i'\ sich in S Bchueidende zu einander senkrechte Strahlen 
9t ^ ergiebt sich hiernach: 

D« ÜBiner MfkiS) (<<) nur Terscliwuiden kann, sobald: 
tf) Qsp 99k — QSf'lfek' = 0 

wird, 80 drQckfc (ß) die Bediugung aus, unter welcher die su einander 
Hiikzechten Strahlen ff, h mit «nem Pter BaapttrUgheitsachflen von % 




C. Fflr einoi bdiebigeu Strahl jc, der durch den Schnitiptinlct P 
zweier zu einander Benkrechten Strahlen g, h hindurchgeht gelten nach 
Fig. ä die Beguehongen: 

Qs» — 9»k »in IS + p», coa |, 

^ff«' » pM'un|+ p^y'ooai 

Folglich wird aus: 

oder: 

Die Faktoren von cos' |, sin' § und sin2| sind ^Jf^p(jJ), 
^-Mkkidi) und nach (a) ^-fl^^ACiSr)» M ergiebt sich also: 
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Iit iüBbeMmde» h ein Pmut HanpttiiglieitsMhsfliiy «o ist nuh. 
(ß) ^k(S) gleieh NuU und fo]#ch: 

Diese Gleichung geht, wenn: 

gesetst wird, in: 

über. Sie stellt, wenn unter 2^ und 2c^ die Haupt- und Nebensehue 
einer Ellipse tt- mit der Hauptachse // und der Nebenachse/» Terstanden 
wird, bekanntlich das Quüdrat des halben Abstaiides y der beiden zu x 
parallelen Tangenten von dar. Aus ihr folgt demnach für einen 
sicli um P drehenden Strahl x von s ebeuMls die in 6. gefundene 
iragheitsellipse des Pimktes P. 

Dem in P auf x senkrechten Strahle y eutspriciit als Trägheits- 
moment Myy{^) nach (-/) <ler Ausdruck: 

(d) Jf„(8f) - -af„(3)8ia^^ + Jlf*A(g)cos«fc - Jlf,4(5)sin2i 

Fsrner konmii den in P sn einandeir seokrechtai StraUen x, y 
nach («() das Zentrifiigalmoment; 

ZTL £s lÄlst sich aof gleiche Weise, wie MamiS) ^ ^® Gestalt: 
(0 lf.,(g) - i[JfM(af) - Jf„(S5)] sin 21 + Jif,*(g) cos 21 

übsffBllNII. 

10. Gleichwertig in Bezug auf ihre Trägheitsmomente sind zwei 
FlSdunstQcke eines ebenen Feldes e, denen in Bezng auf seine 
Stiahlm je gleielie Tragheitsmomente zukommen. Naoh 7. entspridit 
Ewet solchen FISehenstficken t!f ' gleiche Schar konfokaler Kegel- 
schniitey bezüglich deren Tangenten t die Trigheitsmomente "'Mu(S) 
und '^''Mtt(%') je den gileichen Wert haben. Zu dieser Schar gehSroi 
die S ti' heaw. zugewiesenen polaren Fdder F und F', g und 
haben demnach gemeinsame Haupttrügheitsachsea und gemeinsam«! 
Schwerpunkt S. Ist Qg-^ der parallel zur Richtstrecke r gemessene 
Abstand zweier Parallelen g\ g des ebenen Feldes von denen die 
eine — etwa — durch den Schwerpunkt 8 geht, so gelten die Be- 
ziehungen: 
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Naeb der Voraa mcUu ng ist aber: 

und: 

folglich wÜTii: 
od«r: 

Hiernach sind den zusammenfaUenden Achsen der polaren Felder P- und 
in Bezug auf »S' be7:w. gleicli irmlse Trüirh^^itshulbmeHser ko»i jut,nt'rt. 
BcidtMi Aclisj'ii kommen also in l)eiden ptdareu Feldern di^ iiii uiiuium 
Tiiukt Involutionen zu, kann folglich nur mit F'- identisch nein. 
Kur/.: zwei in Ri»7ng auf ihre Trägheit^smoniente gh iehwertige Flächen- 
sfcücke sind gleich grofs und bestimmen ein und dasselbe polare Feld F*. 

Das zu einem Fliichenstücke ^ gehörige polare Feld F- ist durch 
einen Mittelpunkt S und durch ein Poldreieck PjP,P, eindeutig fest- 
gelegt. In seinen Eckpunkten Pj, P,, P^ laaeen Mk 
FÜchflnatillcke '^f^, demfc konsentriMen, dab lie die Geeamt- 
flache 9 ™d Sclnrerpiinkt 8 haben. Daa mit dieeem FKcfaen- 
ayeteme Terbondene pohoe Feld J** bat eben&Ua PgPiPa ™^ Pol* 
«beieck tind 8 nun Mittelpunkte; folglich fSUt ea mit dem von % 
aiaammen, oder das Fliohenatllck % nnd die beow. in P„ Pg kon- 
lentriert«! FUcbenatncke 3„ ^ 3fs beaflglicb ihrer Tiighetta- 
momente gleichwertig. Ea lassen sich also in den Eckpunkten jedes 
Poldieieeka P^P^P, Ton F* bezw. drei Flächenstücke |Jr» derart 

konaentrieren, dafs sie beaflglicb seiner TragbeitamomsEnte ersetsoL 

Halensee-Berlin, 16. Jtdi 1901. 



ffistorlsclie lud kritische Bemerknngen Aber den Begriff 

der älmliclieiL und ähnlich liegenden Eegelsclmitte. 

Von Richard MOllbb in Berlin. 

Die Absicht dieser Zeilen ist, auf die seltsame Unsicherheit hin- 
zuweisen, welrho bei der Behandlung der ähnlichen nnd iilinlich gelegenen 
Kegelschnitte in einigen der verbreitetsten Lehrbücher zur Erscheinung 
kommt. 

Der Datiirlirhe Ausgangspunkt für diesen Begritl' liegt in der 
Elenieutargeonietrie des Almlichkeitsiiunktes zweier l*ülygoue; dalier 
ßiml allgemein zwei krumme Linien äliiüiuh und ähnlich liegend, wenn 
iu ilmeu durch die von einem gewissen Punkte, dem Ahnlichkeitspunkte, 
ausgehenden Strahlen homologe parallele Sehnen projiziert werden. 
Daraus ergiebt sich im besonderen für swei ähnlidie nnd ahnlieh ge- 
legene Kesfdsdmittc, dafs irgend zwei konjugierte Dniehmesser des einen 
den entaprachenden ko^jugiertm Durduneeann des andern paralld sein 
mttsseo, oder mit andern Worten, daJGs diese Kegelschnitte auf der un- 
endlich fernen Geraden dieselbe InTolution bestimmen. 

Dieser Satz darf aber nicht umgekehrt werden, wie wir schon 
bei Poncelet lesen können, Traitd des propri^s projectiyes ^aria 
1822, Art. 91): „11 est ^^dent, en effet, que, ponr que des hyperbolea 
aieut une secante commune a Tinfini, il suffit que leurs asjmptotea 
soient paralleles; or elles ne seront nullement sem})lable8, si elies ae 
trouvent comprises dans des angles d'asymjitotes dinV'ren«/* 

Sonderbarer Weise wird etwa 50 .lahre spater mehrfach das 
Gegenteil gelehrt. Z. B. beifst es in dem tÜr die französischen Schulen 
mafsgebenden Tratte de geometrie eiementaire von Kouche und de 
ComberousBe ('3. Aufl., Paris 1878, II. Nr. 1170, und zwar in 
wörtlicher Anlehnung an Chasles, Traite des .set tions ein [ les, Paris 
1HG5, I. Nr. 874): „Reciproquement, lorsque la droite de 1 intini est 
une cordc commune a deux cuuiques, ces courbes sont honiothe- 
tiques." Der angefügte Beweis enthält eine Lücke, weil er die von 
den Verfiissem (in Nr. 1168) direkt au^esprochene Forderung der 
gleichzeitigen Realität homologer Punkte der ähnlichen Kurven im- 
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berücksichti;^! läCst Xoch auftHlliLr»'! « rsclicint es, weuu iu den vou 
H. Schroter herau!?gi'gel>t'iion Steiuersclioii Vorlemintjeu: ,,Die Theorie 
der Kegelschnitte, gestiit/t auf |»ri)jrktiTischo Eii^t'nschatb'n" (2. Aufl., 
Leipzisr l>^7r», § 43 Svlilulsj luiter \ erzieht auf jede geometrische 
Begründimg m Parenthese gesagt wird: „Zwei Kegelschnitte heifsen 
nämlich ähnlich und ähnlich liegend, wenn ihnen dasselbe Punktgystem 
auf der nnendlidi entfernten Geraden G» sngehort, d. h. Gm eine 
reelle oder ideelle gemeinechaftliche Sekante desraelben iat" Dem gleichen 
Gedanken begegnen wir endlich aach bei Salmon-Fiedler, Analytiflche 
Geometrie der Eegebchnitte (4. Aufl., Leipaig 1878, Art 242): j,Zwei 
Kegelschnitte sind demnach ähnlich nnd ihnlich gelegen, wenn die 
Koeffisienten der hdchstcoi Potenxen der VerSnderlich«! in beiden flba<- 
einatimmen, oder nur durch einen konstanten Faktor Tenchiedcn 
sind." Zun Beweise wird t&r zwei parallele Halbmesser r nnd r' das 
Verhältnis : r'* gebildet, jedoch ühvv das Vorzeichen dieses BmdiM 
nichts gesagt. Dem rein analytisch denkenden Mathematiker mn^ es ja 
rielleicht anbedenklich erscheinen, die reelle und die imaginäre Ellipse: 
+ «nd x»/a« + y>/6«--l 

iUmlich nnd ahnlich gelegen an nennen, weil ihre Axenlängen den Propor- 
tionalitatsfidctOT t zeigen; aber die alsdann konsequente Anw«ndnng 
anf die beiden koi^ngierten HTperbdn: 

(g*/a*-if'/b*~l and x^/a*-y*/b^ 1 

dürfte doch der geometrischen .Anyehauimg zu sehr widerstreben, weil 
diese iiuaier die A Inilielikeit in deu sichtbaren Zweigen verlangen würde. 

Die genaiiiittu Lehrbücher sind inzwischen (zum Teil wiederholt) 
neu aufgelegt worden. Das französische Werk euthülL die beaui^tandete 
Stelle noch jetzt onTerändert (7. Aafl., Paris 1000, Art 1180); die 
dentscben Autoren aber nnd kritischer gewesen. Herr Fiedler hat 
sich der Mitwirkung seines Sohnes versichert, der nach der Voitede 
besonders das Imaginäre systematischer behandelt hat; daher wnrde 
anch der fragliche Art 242 (6. Anfl., Leipzig 1898) Töllig Terindert; 
dorch dea Zosate: „Man pflegt in der Regel nor dm Fall eines reellen 
Proportionalitätsiaktors r:r' in Betracht sn liehen'' ist eine An- 
näherung an die von Poncelet vertretene Anfiassnng vollzogen. Die 
darauf folgenden beiden Absätze enthalten eine scharfe Darstella^ der 
Fn^e. Auch die Steinerschen Vorlesungen haben nach Schröters 
Tode in Herrn II. Sturm einen neuen Uerauageber gefunden, dem der 
Mangel der trüberen Darstellung nicht entgangcoi ist; in dem völlig 
umgearbeiteten § 43 (3. Aufl., Leipzig 1X98) wird nun entsprechend den 
beiden Fällen des reellen und imaginären Proportionalitätsiaktors 
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Ibnliohkeit dar fiegdicbiiitte im «ngeran und weiteren Sinne nnter- 
echieden, und dam bemerkt: ^yMan macht dieee eigentlich nicht 
erlaubte Brweiterang, um manche Satie bequemer aiiuMpzechen sa 
können« (S.254).») 

Gewifs ist eine Ausdehnung eines ursprünglicli engeontl niathe- 
matischen Begriffes oft von höchstem Nutzen (man denke z. B. an den 
Potenzbegriff oder an den soj^enanntmi unoTidlich fernen Schnittpunkt 
zweier Parallelen), ater über dit; Zuiässigkeit einer solchen Erweiterung 
entscheidet nicht blofs die Anzahl und Wichtit^keit der dfuhircli ein- 
heitlich zu8ammeug<»fiirsten Sätze, sondern vor allem die widerspruchslose 
Einfügung in den Kähmen derjenigen Gesetze, welche den engeren 
Begrifl" beherrschen. Herr Reye hat in seinem Lehrbuche (Geometrie 
der Lage, I, 4. Aull., 1899, S. 197) die von Herrn Sturm vürgeschlagene 
Begriffserweiterimg nicht angenommen; er bleibt dabei, dals Hyperbeln 
mit derselben DurchmesseivInToliition nnr dann Shnlioh aind, „wom sie 
in demadben Asymptoten -Winkel liegoi''. Ührigena hat an dieaer 
Stelle das Wort homothetiach dne andere Bedeatung als bei den 
fraozdeiBoh«!! Autoren, wodurch die Klarheit auf diesem Gebiete »her- 
mab eraohwert wird. 

Berlin, 19. Juni lUUl. 

1) lu Aiümflpfong an dies« Bemerkung des Heim Sturm ist es vielleid&t 

am Platze, auf den Satz hinzuweisen; FarallelB Ebenen schneiden eine Fläche 
zweiter Ordnung in äUiiiliiliHu und ähnlich liegenden Kegelsilinittcn. Der Sat« 
verlangt, dafs man den Begritf der Ähnlichkeit „im weiteren Sinne" au^'asse. 
Vielltticht hat gerade die „bequeme" Faasong dieseii viel gebrauchten Satzes dazu 
miigewirktt d«r Ton dem Hecm Y«rf. der vorliegendoi Note mit Bedit gerfigtmi 
üngenaiugkeit des Aesdrucks Bürgerrecht in dem Sprachgebrandh« der Mathe- 
matik KU verschaffen. Jedenfalls nolltc aber stete anf die Erweiterung iIcs litj- 
griffes der Ähnlichkeit in üun aufmerkijäm gemacht werden; so sind z. Ii. beim 
hyperbolitdieii Fnnboloid f a — j b die sur «y-Ebene paraUelen 

ebenen Sdimtte nur „im weiteren Sinnet fOr positive nnd n^iative Abetiade voa 
der ortif-Gbene alo ähnlich zu bezeichnen. Um zwei der bekanntesten Werke an* 
zuführen, in denen ein derartiprer Hinweis fehlt, nennen wir Hagens Synopsis, 
Bd. II, S. 328 und Saimon- Fiedlers Analytische Geomelarie des Kaumea, 

6. AnfL, I. Tdl, 8. 94 (1898). 

0. Hesse dagegen draekt sich in seinen ^Toilemuigen Uber aiialytiMihe 
Geometrie des Raumes insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung'* (Leipzig, 
1861) 8. 334 so aus: ,, Parallele Eltonen schneiden eine Oberfllkhe zweiter Ord- 
nung in ähnlichen und ähnlich liegendun Kegelschnitten. Wir verstehen nämlich 
oiiter Kltnlidien Kegelscbnittea soliäie, deren Hanptachaen daaselbe TeibUliua 
haben, und unter ähnlich liegenden Kegelschnitten aolche, deren Haupteoheen 
parallel«^ Richtung liuljcn.-' Doch int der Sinn dOR letiton Satees in Bezug auf 
die vorliegende Frage nicht ganz klar. E. Lampe. 
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Biblioiheoa MaUxemAtio&. Zeitschrift für Geschichte der mathematischeii 
Winmsdttften. Hcraasgegebm Ton GvBteT EB6aMm in Stoel^lni. 

3 Folge 2. Band. 476 S. Hit dem Bil(lni.sse van I. Beltrami all 
Titelbild, und den in den Text gedruckten liildnLssen von K. Petersen 
und 0. Sohlömileh, sowie 18 Tpxttiguren. 1901. Preis des Randes M. 20. 

Es ist eine nicht wegzuleugnende Thatsache, daTs \'ielen Matiiematikem 
der Sinn itü- die Geschichte ihrer Wisütioschafl abgeht, und d&Ii es so ist, 
Inum mMi Avdi InoM b^mÜHi. W«r eigiw Ideen bat md KeoM findet 
oder KU finden gUofaii der kümmert sich höchstens um das, WM seine un- 
mittelbaren Vorgang<»r geleistet haben, kommt aber nicht dazu, sich mit den 
Unt«r8UchuDgen aus älteren Zeiten zu beschäftigen, von denen er sich doch 
keinen unmittelbaren Nutzen für Mine eigenen Aibeiten Tersprechea kann. 
Ei gelillit in der That flbr den, der Neoes prodniieren kam, «ine gewiMe 
Aufopferung dam, iioh in den Ideenkreis einer Iftngtt entadiwimdeiieii Zeit 
lurflcVzuversetzpn und mathematischpn Kntwickelungen nft<-)r/ii geben, die 
vom heutigen Standpunkte aus vieilach aehr unvoUkommeu erscheinen, 
wiBB aia amh nelleiaht die Keima ausgedehnter Theorien enthalten, auf 
di« wir jctat mit BewnadeaniQg Uieken. 

Niemand wird verlangen, dafs jeder Mathematiker sich selbst als 
Forsther mit der Oesfhicbtff der Mathematik beschäftige, aber es sollte 
doch wenigstens keiner sich der Erkenntnis verschlieOwn, dafs die Ge- 
aeiiiehte der Matheaiatik aodi wert ist, betrieheo in werden, ja telli aia 
betrieben werden mufs, wenn nicht bei der eben so sehr in die Breite wie 
in die Tiefe gehenden Entwickolung der Mathematik die thersicht über 
das Ganze und über den Einäuis der einzelnen Gebiete auf einander ganz 
▼erloren gehen soli Und dann, wie viele der landlftufigen Angaben über 
die Uiheber der eu»eln«i Sitn erweiaen aidi bei genanertr Betraebtnng 
als izrtltanlieh, obgleii h sie immer ein Ldubnch Tom andern abschreibt. 
Sollten nicht gerade die Mathematiker, von denen man sagt, sie pflegten 
ihre Behauptungen auch zu beweisen, mehr als' andere das Bedürfnis haben, 
auch in diesem Punkte nur solche Angaben zu machen, auf die man sich 
wirklich Torlaaseii kann? 

Krfreulicherweise ist aber doch die Erkeontnii der Wichtigkeit histo- 
rischer Studien auf dem Gebiet «• Icr Mathematik hr'nt?ut.age schon viel 
weiter verbreitet als noch vor wenigen Jahrzehnten. Em deutlicher Beweis 
dafür sind die Jahresberichte der deutschen Mathematikervereiuiguug mit 
ibran am» Teil gaat hervonafenden Beferaten ftber die Sniwickdniig etor 
aeiner Gebiete, dann aber tmoh das grofinrtiga üntemebnen der ^nej- 
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klopUie der matiieiiiatisdien Wissenscfaafteii'*, das in G«stalt einer Elodifi» 

kation des gegenwärtigen Standes der ifathematlk zugloicb in gewissem 
Sinne eine Art Geschichte wenigstens der Mathematik des neunzehnten 
Jahrhunderts bietet. Unter diesen Umständen braucht eine auäschliefslicb 
der Gesebiehte der mathematiMdieit Wissenaohaften gewidmete Zritsehrift, 
wie wir sie seit zwei Jabreii in der BtbJioOieca MaäiemaHca besitzen, ihre 
Ejdstenzbcreehtigung nicht erst zu he'^rism, sondern erscheint Tielmehr als 
eine gerado7.n nnentlffhrliche Ergänzung der übrigen matliemHtischpn Zeit- 
schriften, die üircr ganzen ^Vxüugc nach historischen Arbeiten nur au;»aaiiixLS- 
weise Aufiaaltnu» gowlhren kOimen. 

Allerdings ist ja die Bibliutheca Mathematica an sich betrftdfctlich 
ilter als diese zwei Jahre, aber in ihrer frOheren Gestalt konnte sie wegen 
ihres äuTserf^t beschränkten Umfangs und wegen ihrer geringen Verbreitrui^ 
— gar mancher Mathematiker wufsto kaum, dafs sie vorhanden war — 
dem bestelieiidai Bedflrihis nicht genügen. Die Mathematiker dnd daliuer 
der Verlagsbuchhandlung von B. 0. Teubner entschieden zum gröCsten. 
Danke vcrj^f^iclitet, dafs sie es dem Giünder der Bibliotheca Mathematica, 
Herrn Eneätrüm, ermöglicht hat, sein« Zeitschrift so zu erweitern und 
ihr einen solchen Zuschnitt zn geben, dals sie wirklich als Zentralstelle fttr 
Alles, was auf dem Gebiete der Qeschidite der Mathematik gelastet wird» 
dienen kann. Möchte sich dieser Dank nun auch dxuvh die That beweisen, 
indem recht viele Mathematiker die Bibliotheca Matibematica unterstatzen, 
sowohl durch Beiträge als auch namentlich dadurch,- daDs sie zu ihren 
Abonnenten wwrdfln. 

Der zweite Band der Bibliotheca Mathematica, der jelst nach dem 
Erecheiueu dos vierten Heftes voUstlindig vorliegt, ist ebenso wie der ci'st*^ 
dureb Keichhaltigkeit und Vielseitigkeit des Inhalts ausgezeichnet. \'ou 
gröiseren Aufsätzen ist vor allen Dingen zu nennen die ausführliche Darstel- 
lung, die Lorla dem Ijeben und dm mathematischen Leistungen Beltramis 
gewidmet hat, das beigegebene vortreffliche Bild Beltramis ist ein be- 
soudf^'T Schmuck des Bundes. Einen Nachruf an 0. Schlomilch (iiut 
Büdnis; bat M. Cantor beigesteuert und eine Wilrdigung der Arbeiten 
dtis viel zu wenig beachtuteu, ruHäischen Mathematikern K. Peterson 
(1828 — 61) giebt Stilokel, ebenfalls mit einem Bildnisse. Sefar dankens- 
wert ist auch ein vom Herausgeber bearbeitetes Verzeichnis der 1881 — 1900 
▼erstorbenen Matbeinatiker mit Angabe der über sie erschienenen Nekrologe^ 
Die sonstigen Aufsätze alle aufzuzählen, geht hier nicht an, ich nenne daher 
nur einige: F. Hultsch giebt neue Beiträge zur i^jpüschen Teilungs- 
redmnng, F. Schmidt handelt Uber Physikalisches und Tedmisdies bei 
Philon von Bjzanz. M. Koppe schildert die Näherungsmethoden, die 
Hnygens zur Kreis- und Tvogarithmenberechnung benutzt hat. M. Ktitta 
handelt über elliptische und andere Integrale bei Wallis. G. Heinrich 
leigt, daft James Gregory in seiner »Vera airenM ei hyperbolae qna^ 
dratara** (1668) tiiatsftchlich sdion den Versnoli gemacht hat, ta boweisent 
dafs die Quadratur des Kreises nicht durch algebraische Hilfsmittel at^ 
fuhrbar ist In drei Aufsätzen von v. Braun rnühl, „Historische Unter- 
suchung der ersten Arbeiten über Interpolation", „Zur Geschichte der £Qt- 
stehimg des sogenannten MoiTreschen äktxes", „Zur Geschieht» der Trigono- 
metrie im 18. Jahriranderf*, werden vertdiiednie der laadUliifigen, in den 
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hM/BUh&tn immer wi«dfl«1ce]ir»iid«ii AngilMii Uber diese Dinge ab fiJsdi 

nachgewiesen und berichtigt. In der Abhandlung: „Beitrlge zur Geschichte 
'1»'r Fuiiktionetitbeorie im 18. Jübrliundert". zeigt Stäckcl, dafs auch die 
hjdrodyiiamisehen Untei-suchungen von (Jlairaut, d'Alembert, £uler and 
Lagrange eine ganze Boihe von Gedanken enthalten, die die moderne 
Theorie der Fanktionen einer komplexen YerladerMehen Torbereitet haben. 
Sioe nicht unwichtige pfaUleehe Frage erörtert derselbe in dem Anftatze: 
„Wie sollen die Titel der mathematischen Zeits(-hriften abgekürzt werden?** 
Jedes Heft enthält eine Rubrik: „Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage 
von Ganturs Vurletiung^n üb«r die (ieschichte der Mathematik"', ein Ver- 
leichniB neu enehienoier Bchnftoi und «ine knne wiaMneohaftüdie Chronik. 
Auch mehrere interessante Rezensionen findet man; besonders erwihneniweit 
ist riiif vom Herausgeber über die neue Auflage d^r dritten Abteilung des 
dritten Bandes der C an torschen Geschichte, erwähnenswert namentlich des- 
halb, weil darin die Kritik mehr zur Geltung kommt, als in den bisher 
erschienenen Beqjnrechnngen. Dab der Henuugeber dnreh Beifügung einee 
Autorenregisters, «aaes Sachregisters und eines Namenregisters das Zurecht- 
finden auf jede nur denkbare Weise erleichtert und die Benutzbarkeit des 
Bandes nach Möglichkeit gesteigert hat, war nicht anders zu erwarten, es 
mtkfii aber atisdrücklich erwShnt werden, denn es wäre nur zu wünschen, 
daili reciit viele Henuugeber Toa Zeitsdniften und aveh von Bficiieni adi 
dann ein Beispiel näbnui). 

Möchten diese Zeilen dazu beitrag*»n, recht viele Mathematiker auf die 
Bibliotheca Mathematica aufiuerksam zu machen, und möchten dem vor- 
liegenden Bande nodi vieto andei« folgen. An Stoff fehlt es Ja nicht. 

Letpng, im Jannar 1902. F. Bhobl. 



yoROdeii und HnlültiiiitMi au klaeeieohen Werken der Meohanik: 
Oalilei, Newton, D'Alembert, Lagrange, Kirehhoff, Herta, 

Heimholte. Übersetzt und herausgegeben von Mitgliedern der Philo- 
sophischen Gesellschaft -.m <l*r Universität Wi«». (II. Band der Ver- 
öffentlichungen der Philosophischen Gesellschatt an der Universität zu 
Wien). Leipzig 1899, C. E. M. Pfeiffer. YH + 268 a 
Eine Sanmünng Ton Vorreden? Diese etwas ▼erwnnderte IVage dringt 
sich vermutlich zuerst auf alle Lippen, wie wir sie selbst zu stellen nns 
nicht enthalten konnten. Eine Sammlung von .Ansichtspostkarten ersetzt 
keine Üeise, eine Sammlung von Spei.sefolgeji keine Mahlzeit, eine Samm- 
lung von Kouzeilzettelu kein Musikstück, bo waren unsere ersten Gedanken; 
aber bald erginxten sie sieh dahin, daft, wenn eine Sammlung ^on Ansichts- 
postkarten keine Reise ist, sie doch die Veranlassung bieten kann, die 
Schritte da oder dorthin zu richten. Eine Vorrede, gedankenreich und in 
anmutender Sprache verfafst, hat nicht selten einem neuen Werke Leser 
verschafft. Um wie viel mehr mag das bei schon berühmten, aber darum 
doeh keineswegs allgemeiii bekannton Werken der IUI sein, nnd wenn von 
denen, welche hier erstmalig die Darstell ungswflisen der grofsen Förderer 
der Mefbanlk kennen lernen, einer oder der andere für da.s vollsfindige 
Studium ihrer Werke guwouuen wird, so liegt darin eine Reebttertiguiig 
der Sammlung. Neben diesem mehr mittelbaren Nutzeu briugt die Samiu- 

28* 
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lung aber auch unmittelbar wertvolle KenniiuMe nun B«wn&tMm des Lesers. 

Steckt doch in den in ihr mitgeteilten Vorreden und Einleitungen eine Fülle 
feiner Bemerkungen, teilweise schon weit und breit bekannt und fruchthar 
gewortlen^ teilweise vielleicht noch eines Entdeckers haiTend, der den wahren 
Sinn ennitUe. Qmg es doch oft genug so, dab nntfOilige Leeer an euMm 
Saiie vorüber eilten, bis Zufül oder ähnJidi geartete Geisteariektong einen 
Les^-r c^rade an der Stelle verweilen liefs, sodafs "tt» in ihm ihren Keim' 
niederlegen konnte. Unter allen Uniständen ist es aber lehrreicher, einen 
Gedftnken unverflÜBcht und unverändert kennen zu lernen, wie sein Urheber 
ihn. aunpnMih, bIb ib abeiebtlioher oder unalMichtlieliBr Umfiomniag. Dftmm 
haben die Heneo Herausgeber sehr richtig gehandelt, indem sie hinter ihren 
Übersetznnpen aurb den ursprünglichen lateinischen oder französischen Wort- 
laut zum Abdruck bringen lieDsen. Als Herausgeber sind genannt die Heiren 
Zindler, y. Sehmeidler, t. 8terneok, HOflor. 

Hetdelbetg. M. Gaotor. 



H. Sdnliert. MMlieinatlMili» MmllNatuiden. Bine Sammlung tob Oe- 

dnldspielen , Kunststücken und Unterhaltungs aufgaben mathematischer 
Natur. Zweite, stark vermehrte Auflage. Leipiig 1900. G. J. QOsehea. 
Erster Band: Zahl-Probleme. 4 \rk. 

Zweiter Band: Anordnung»- und Wahrscheinlichkeitsprobleme. 4 Mk. 
Dritter Bend: BeiaerBwl^me und gcometriwlie pMbleme. A llk. 

„Eb hfmdelt sich hier lun keui streng wissttMehafUiehes Werk, sondern 

um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand Gedanken über Dinge nieder- 
gelegt hat, die mit der ^fatbematik in Berührung stehen und mit denf»n 
sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mnfgcstunden beschäftigt. Es 
sind ungezwungene kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende 
Flandereien fibw alle mögliehen Probleme und Kuuststtlcke, die in einer 
anch dem Laien leieht ftCdlahen Form TorgefUirt, eiUirt und evgiini 
werden." 

Es ist ein Werk, wie es die Franzosen in den iiecreations maUiema- 
tiques yon E. Lucas und die Engländer in den Mathematioal Becreationg tob 
B. Ball ISngBt besiis«!. Doch ist der bei weitem gröMe TeO der er- 
liegenden Sammlung aus eignen Studien des in Schulkreisen sowohl wie in 
der wissenschaftlichen Welt rühmlichst bekannten Verfassers hen'orgegangen. 

Das Werk wird übrigens auch mit Vorteil für den Unterricht zu ver^ 
werten sein, nnd zwar sowohl fttr das algebraische nad arithmetisdie wie 
fOr das geometrische Pensum. Aus dem reichen Inhalt mögen einige 
Probleme hervorgehoben werden, welcbe nach dieser BicbtoBg das Interesse 
der Schüler zu steigern geeignet sind. 

Erster Band: Erraten gedachter Zahlen. Vorauswissen erhaltener 
Resultate, über sehr grofse Zahlen. NenBer-PA>be UBd NenBeHkoBStstAdE. 
Pythagoreische und bemnische ZaUen. Arithmetische Trugschlüsse. 

Zweiter Band: Die Spaziergange der Pensionatsdamen. Aufgaben der 
erscliwerten l'burfahrt. Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
das Skatspiel. 

DnUer Band: Gruppierung tob PUBkteB, so dab inuier drei tob ÜmeB 
in gerad«* Linie liegen. Der goldene Sehnitt Teilung des Kreises. Geo- 
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metri&chc TrQgschiüs&e. Die Quadr&tur dm Kreiset». Das delisclie Problem. 
Di« TiMüoii im Winlmla. Die vierte DimeiinoB. 

Ref. schliebt mit dem Wunsche, daTs das interwtMite artd anregende 
Wrrk von recht Tielpn r^«'hrf>m nnd Scbfllem gileeeii werdfliif iniboecMtdere 
in keiner Schulbibliothek fehlen möge. 

Berlin. ._ B> Jahhd. 



biMerte Aufläse. HUdbarghaaseii, 1900. O. PefeMldt 48 8. 

Das Lehrbudi handelt in dem Rahmen Ton 48 Seiten von den vier 

Grundoperationen nnd den linearen ChMt-hnnsren mit mehreren Unbekannten 
nebst zahlreirhen rhiinj^'sauf^'aben An der Darstellunp ist die knappe 
Ausdruekswei^ und das Fehlen unnötigen Ballastes lobend zu erwähnen. 

Dem Tnifimm iii ein Yenehen untergelaofen, wenn er an Stelle des 
Amdmeks „mehrgUedrife GrOlhen" den Aoadraek Jumtple» OiOAen** anwendet 

Beriin. E. Janm. 



K. Hfhwcrin^. Stereometrio für höhere Iiehrftnflrt;alten. Zweite Auf- 
lage. Freihure i H, 1 90<>. Herder. 56 S. M. 1.10 

Das Buch ist mustergiltig ftir den stereometrischen Unterricht. Es 
BwAllt in swei T^. Jm enien giebt der Verbner einen Lehrgang, wie 
er etwa Ar die 0ttter*8e1nnidn einer Berüner Beelidrale geeignet ist Der 

zweite Teil enth&lt eine breitere Darstellung des gewöhnlichen Stereo* 
nietn.s<-hen Pensums. Hier geht der Terfa.^ser in einem besonderen Para- 
graphen auf die Schnitte des geraditn Kreiscjlinders und des geraden 
EreiskegeU ein. Bn letartv nkragraph giebt einige SitM der orthogonalen 
IVogektion. 

Jeder Paragraph schliefst mit zahlreichen Beispielen und Übungsaufgaben, 
die der Verfasser der „100 Angaben'* interoossnt genug auszuwählen versteht 
Berlin. £. Jaunke. 



K. Schwering. Trigonometrie für höhere Lehranatalton. Zweite Auf- 
lage. Mbnrg i B.» 1900. Herder. 58 B. IL 1,10. 

Das Bueh serfUlt in 8 Lebrg^bige. „Den amtUehen liehrvoraehnlftott 
«ntqvechend erfolgt der wissenSBhaftlidte Aufbau der Trigonometrie erst im 
dnft»Ti IUI«! U'tztvn Lehrpanpe de^ vorliegenden Buches. Auf <1*ti beiden 
früiiert^u StuftiQ werden die dem Auge des Lernenden am meisten aufiallen- 
den Umrisse des Lehrgebäudes nach und nach sichtbar.** 

Befereot ist mit dieser Spaltung nieht «inTentandettf weil sie naoh 
seiner Meinimg in das trigonometrische Pensum Schwierigkeiten hineinträgt, 
die ihm fremd sind, f'i' hrinj:! der Verfasser die zweite Definition der 
trigonometrischen Funktioneu am Kreise vom Radius Eins erst im dritten 
Lehrgang und erschwert sich dadurch die Klarstellung der Thatsache, dafs 
der Sinus* und Cosinus-Sats auch ftr stumpfwinklige Dreiecke gelten. Aber 
auch Unklarheiten haften der Darstellung des YerfitfSers an, insofern die 
Addition<ttheoreme nur fiir spitze Winkel bewiesen, aber auch itlr stampfe 
Wmkel angewendet werden. 
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Bezemionea. 



Im eiaselnen bietet das Lehrbudi eine Fülle des bteraenaten und 

Brauchbaren, insbesondere was dk Ü1l«ngHiii%alMii aabeixifft, weshalb das 
s^tTTÜMm des Bttobes den Ftohgenossen nur angelegentlidist empfoblea 

werden kann. 

Berlin. K Jabkks. 



H. Ganter und F, Sndi«»« Die analjtifleli» OeonMMe d«r Mbm, 

lY. Auflage. Leipog 1900, B. 6. Tenbner. VIII, 180 & 
Bei der BeHebÜieit des in der tlberschrift genannten Buches dfirfen wir uns 
mit einigen Datm bepnflj:;?!!. Im 35. Baude der Zeitschrift f. Math. u. Phys. 
frpnten wir uns das 1808 erschienene Werkchen unseren Lesern empfehlen 
zu können. Februar 1894 ist die Bezeichnung der Vorrede zur 2. Auflage, 
November 1896 die der Vorrede nur 3. AxtHig^^ welche in einer grötKina 
Anzahl von Exemplaren als die Torhergehenden gedruckt wurde. Trotas- 
dem durffi'n dif» Verfa.wf>r schon im September 1899 die Voiredc zu piner 
4. Auflage ferügstellen. Das der neuen Auflage beigegobene alphabetische 
Sachregister wird gewils den nMBSten Bennteem sehr willkommen sein. 

Heidelberg. M. Caxtok. 



F. L. TfldiebyMlieff. F. L. TMheibyaObeff imd niiw wieewnuohafl. 

Hohen Iieietungen von A. Waaeilief. Die llMihebyBCheflbolMiii 
Arbeiten in der Theorie der GelenkmMdianifliiMa, t<»l N. Delaaiuiy. 

Leipzig- 190Ö, B. ii. Teubner. 70 S. 

In dem 44. Bande der Zweitschrift f. Math. u. Phys., Hisi Litter. Abtlg. 
8. 62 ist ein in finuu(0sisclier Spradie verfafstes Lebensbild von Tscheby- 
scheff besprodien. Ebendort 8. 101 — III findet sidi eine Darsteliiiag 

der Ts cheby sc hoff sehen Arbeiten über (telenkmechanismen. Eine deutsche 
t^ersetzunp jenes Lebensbildes, der Abdruck jener Abhandlung sind ZU einer 
kleinen Schrift vereinigt worden, welche uns heute in hübscher Ausstattung 
vorliegt. Auch das der finuiiteiscben Anqgalbe angeheftete Büdnis Tseheby- 
scheffs in Heliogravflre ist der dentsehen Bearbeitung beigegeben. 

• Heidelbaig. M. Cjumnu 



Adolf K1a8. Die Dreiteilung und Fünfteilung des Winkele auf dem 

Wege der elementaren Geometrie allein mit Lineal und Zirlccl gelöst 
und dargelegt. Wiesbaden 1900, Hermann Ferger. 14 S. 9 Figuren« 
tafeht. 

Der Verfasser kennt den Beschlnb der Pariser Akademie der Wissen- 
schaften von 1775, Tkisdctionsversuche ohne weitere Prüfung? zurückzuweisen. 
Nichtsdestoweniger hat er seiner t^erzengunp nach die Aufgabe gelöst. 
Wohlwollende Freunde scheint er auch zu besitzen, welche ihm bedeuteten, 
ein von ihm als gleichschenklig angenommenes Dreieck sei thatsächlich 
moht gleiohsehenUig. Dieser besonden Einwand frnehtete bei Herrn Eins 
nicht mehr als der allgemein gehaltene alte Parisar Beschlnlb. Wir nnter- 
lassen weitere Bemühung ihn eines Besseren sn belehren. 

Heidelberg. M. Cantok. 
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F. Bohnert. Xbene und tphlxisotio Trigonomelri». Vm + StOeia 
mit 47 T totC gu rm . L«ipiig 1900, CHtaehMi. 
Im Torliegendea Bande UT der ^Banunlung Schubert** giebt Herr 

Bohnert in Hamburg möglichst parallelgehende Behan<llunj,'en der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie in der flbli<hen Anordnung und klarer, 
leicht fafslicher Darstellung. Gegenüber sonstigen Lehrbüchern der Trigono- 
metrie, weldie in der Regel d^kt «Is SdudUleber geltra, tritt hkr der 
Übangtttoff etwM mrück. Der Verfasser hat noheti die ursprüngliche Defi> 
nition '^rr trigonomptrischfri Fiinkfintien im Abschnitt I auch den^n Deutung 
dun h Kurven auf (irund ''irit-s rechtwinkligen Koordinatonsy^tpriT^ gesetist. 
Es kann zweifelhaft sein, üb dies p&dagogisch glücklich i^t Austuiarlicheres 
Aber KooldiiiateiuTfteme wvd ent spAtär (Abedmitt HI) erOrterl Br- 
idiwerend wirkt auch noch «Ii«* Unabh&ngigkeit der Mafseinheiten für Ab- 
scissen- iin-l Onlinatt-nHchse. Mun konnte für vorteilhafter haltten, «üese 
Betracbtunj.' erst spiitor im Vt-niri mit <\*t Besprechung des Bogenmafses 
der Wink«! t^S. 142, wo übrigens der Druektfiiler stehen geblieben ist, 
dmb der Winkel 0*0^0^ in Bogenmab gleich 0,000005 sein eoll) m 
bringen. Hier w&re es dann zugleich leicht, dieselbe MaTseinheit für beide 
Achsen tn Grunde zu It'treu, die Kurven für die trigonometrischen Funk- 
tionen würden dabei noch etwa« bestimmter und deshalb leicbt«r t'al'sbar 
herauskommen. Für den allerersten Anfang aber hftttc der Leser allein 
mit der Deutoog der FnnktioDen am reditwinldigen Dr^ed^ bet. am Kreise 
des BadiitB 1 SU arbeiten. Immerhin liJkt sich ülier solche Fragen streiten, 

Dap«*jren plauhe ich. dafs eine B^'merlnmp zu S. 108 keinf>n Widerspruch 
hmien wird. - Die Nepersche Kegel wird hier unter Zugrundeiegtmg eines 
r^elmiffigea Fünfecks in iuTserlicher Weise gefällst. Bei Neper selbst und 
in Oattfs' ^entagramma mirificam** wird auf organischem Wege am 
irgend einem ersten rechtwinkligen Dreieck ein sphari<!ches Fünfeck ge- 
wonnen, umgeben Ton filnf r«»chtwinkligen Dreiecken, bei denen die fünf 
Bestimmoiigsstücke gerade auf alle Arten cyklisch permatiert erscheinen. 
In dieser Nepersohen Kombrnktion liegt der Ibnpireix der Lehre von den 
rechtwinkligen sphtrischen Dreiecken, nnd sie wire diessriialb wirklich 
wert, ihrer Vergessenheit entrissen und nim eisernen Bestand der sphärischen 
Triironometrie gemacht tn werden. Natürlich betrifft diese Bemerkung in 
keiner Weise die Brauchbarkeit des vcH'liegenden Baches, welches sich 
nameotlich dnreh grolie Vollstindigkeit des analjtisohen Aufbans Torteilhaft 
ausseidinei 

Brannsehweig. Fkicn. 

HftX Simon. Analytiaohe Geometrie der Bbane. VII + 87S Seiten 

mit 96 Textfiguren. Leipzig 19(X), Göschen. 

Weun mit dem Bande VIII der „Sammlung Schubert", analytische 
Geometrie d^r Ebene, auch nicht gerade eine Lücke der mathematischeu 
Idtteratur ausgefüllt wird, so wird man eine Darstellung dar analytiadien 
Geometrie aus der Feder des hochverehrten Verfassers doch gerne entgegen- 
nehmen, zumal derselbe in der Abfassung von Lehrbüchern Über analytische 
Ge^ometrie nachgerade di»^* nötige Cbuni,' bositzt. Zur rharakteristik des 
Buches diene vor allem die Angabe, dais Herr Simon die projektive Be- 
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BoifUMiionoii 



tnebtuagiweue «buk in dfln Yordergnuid rfkskL Dies geht bo weit, da& 
nidi Abäolvienu^ des Kreises sogleich die prcgeiktiTe Behaadliiiig dar all- 

gpmpinprt Kurve 7.weiteTi Grades als Punkt- unr! nl<? Tanpentcngebilde 
gegeben wird. Darau reiht sich die projektive Erzeugung der Kegelschnitte, 
die Betrachtung der Kegelschnittbüschel und Kegelschnittreihen, und erat 
nun folgt burt, not leaet die speneUe Belumälnng der ^^gentliclien** Kegel- 
•Öhnitte. Die systematische Behandlung erstreckt sich in der Hauptsad&e 
nur auf Gerade und Kegelschnitte. Von höheren Kurven kommen, abge« 
sehen von einigen wenigen aligemeinen Bemerkungen, nur einige besonders 
wichtige Typen rar Bebendlung, ntmlich die GÜBeoide, die Kaxdioide, di« 
Aftroide, die dreiepitzige Hypocykloide, die Lenmiaknten, die Spirale de« 
Archimedes nnd die Cykloide. Das Buch ist aufs reichste mit Üfannge- 
aufgaben ausgestattet} hierin liegt sogar ein Hauptwort deaeelben 

Braunschweig. Fricre. 

Enll HMlitsmIiel. Übw die veredhiodenen Omndlegungen tu d«r 
TilgoiUMDaietcio. 'WiMenaohaftliche Beilage snm Jahresbericht de« 

Köllnischen Gymnasiums zu Berlin. Ostern 1900. Mit 4 Figuren. 
31 S. 4^ lierlin 1900, B. Gaertuer's Verla|psbuchbandlung (Hermann 
Heyfelder). Programm No. 58. 

In der Trigonometrie werden gewisse Winkelfonktionen spitier Winkel 
als Quotienten gewisser Strecken erklirt, und dann mnb man spiter den 

Übergang zu den früher der Erklärung nicht unterworfenen Winkelfunktionen 
nichtspitzer Winkel machen. Irgendwo ist dazu eine Erweiterung des Be- 
griffes der Winkelfunktion vorzunehmen, bei welcher die sogenannte Pei> 
maneos der formalen Geeetie gewahrt bleibt. An weldier Stelle £ese Er- 
weiterung eintritt, dürfte an und für sich gleichgültig sein. Man könnte 
z. B. die ftlr spitze Winkel «, ß, u ß bewiesenen Formeln für sin ('« -{- ß) 
und CO« ( ß _|_ ^) als allgemeingültig aussprechen und daraus den Wert der 
Winkelluaktionen nichtspitzer Winkel entnehmen. Herr Haentzschel hat 
^e Erweiterung an eine andere Stella verlegt. zeigt geometriack, dafe 
für apitM Winkel et die vier SStM stattfinden: 



OOS a s 1 — 2 ^sin j^. 



Hin a 
tg« B= , 

^ cos « ' 

tg a ■ cotg « = 1 . 

£r zeigt auiserdem wiederum geometrisch, dafs in dem gleichen Winkelbereiche 

sin a* -f- cos a* = 1. 
Dadurch nimmt die Qleichong ftlr den cos« die Gestalt an: 

008« 2 (cos — 1. 

Jetzt werden die gewonnenen Sätze als Definitionen der WinkelfonJctioaen benuticti 
und mit ihrer Hilfe findet man die Bedeutung der Funktionen niehlspitMr WinkeL 
Heidelbeig. IL Oamn. 
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Du SUftungBtMt der K&iser W ülieiin - Universität Stra£«burg «m 
L Mai 1900. StraJhbarg 1900. . UniTtfsitiU-Badidmckcra von J. H. 
Id. Holl (EaHU h MllBdd> 65 a 

EingetdüoaMn zwmcIict d«r kunan Abschiedsrede des scheidendmi 
Rektors, Professor Dr. Th. Ziegler, und einigen Gedftohnisworten des Pro- 
fe«iors Dr Windelband auf d«n am 17. MBr/ 1900 be8tatt4»ten E!\vin 
Bruno Christoffel bietet die Programmschrift eine hochinteressante Antntis- 
nd» des nmien Bektoi«, Profeasor Dr. Heinrieb Weber: Über die EhI- 
Mfidcelung umtrrer mrchanischm K tim ta nsthauung im 1!^ JeMumdert Auf 
20 Dnackseiton hüt der IU*dner finc fa-^t überp-ofs«» Fülle von Thatsachen 
und von (itHlanken zu^ammen/udrlin^'i'n gewruTst, dem Laien einen Einblick 
in die Aufgaben der heutigen mathemiUiBchen Physik gestattend, dem Fach- 
memw geistvolle Winke bietoid, woUn er etwa sn streben babe, ftkDs die 
Besehaffenheit seiner Geisteskräfte ibn naeb philosophisch- mathematischen 
Bahnen führt Ans einem Extrakte, wie Herr "Weber ihn bfroitete, durch 
nochmali^'es Ausziehen des Allerwesentlithsten finen Bericht zu fertigen, 
scheint uns unmöglich. Wir beschränken uns darauf, unseren Lesern 
dringend su eaipftUen, sidi mit Webers Bede beknmit sn mnebeiL Une 
schönere Derstellung der geschichtlichen Entwicklung, welche der Satz von 
der ErhnltiiTv^' der Energie im 19 Jahrhundert dnrchpema<-ht hat, eine 
schärfere Fassung: der von Heinrich Hertz teils neu aufgeworfenen, teils 
schon beantworteten Fragen, eine feinere Würdigung der GenQgsamkeii, 
weidie der An^be der Bridining von Ferawirirnngen sidi naobgrade bei* 
gemoigi bni, wird enf dem heutigen Standpunkte der Wissenschaft kaum 
gegeben werden ktanen, als Herr Weber sie in formroUeBdeker ^praehe 
geschaffen hat. 

Heidelberg. — — M. Camtob. 

K« Schuster. Stereometriaolxe Aufjgaben. Lehr- und Übungsbuch 

vom Gebmndi bstm Untenidit in den oberen Klaasen bSberer Sdralen. 

Mit besonderer Berflcksichtigimg der Methoden der darstellenden Oeo* 
metrie. I,eipzijk' und Berlin, B. C. Teubner 1901. FortfObrong TOn 

des Verfassers irilher er8fhi«>n»>n^n pfOTnetrischen Aufgaben. 

Eine neue geometrische Aufgabensammlung bildet, wenn Bie wie die 
vorliegende sich nicht auf au^tretenen Pfaden bewegt, sondern neue 
IHAtongen sinsnsdibigen strebt^ inmier ein Brsignis IQr den paflMmatiscJien 
fidndnnterricht. Gerade fdr diesen sind gute Lehrbflcher eine absolute 
Notwendigkeit, wahrend sie andererseits doch nur das Material liefern kflnnen 
und die Auswahl und Verwertung desselben stets dem Lehrer überlassen 
bleiben mnfiB. Geometrische Begriffe können die SchtUer nicht ans toten 
Bnehflftnben, sondeni nur ms lebdndiger, blsrer Ansobnnimg fswinaen, und 
dies« Anschauung zu wecken und auszubilden, ist eben die Aufgabe des 
Lehrers. Freilich wird fr trerade hienn bei einer proffjen Anzahl seiner 
Schüler ein unübersteigbares Hindernis tinden. So lange es sich um endliche 
EBiper bsodeltj die sie wiiklidi vor Augen haben oder wenigstens gehabt 
haben, kann ihr VersHndnis Mgeo, aber das abstrakt rlnmlidie Anscbauungs^ 
vermögen ist ihnen verschlossen, bei allem Fleifs und aller Mühe können 
sie nicht dasa gelangen» sieh Ebenen und gerade Linien an und fOr sich, 
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in ihrer unbegrenzten Aosdebnung vorzustellen. Wo für den iiiaüiuniätisch 
begabten BebUer dM eigeutiiche j^terosn erst aafftogi, Mxbi es ftr die 
fihrigen völlig ab. Diese brattdieil etwas Handliches, Greifbares, das Reich 
der reinen Formen ist ihnpn unzugänglich. E': i^^t rier f^lftsr ni i ^ i It des 
Hochgebirges vergleichbar, in die sich nur der külme Bergsteiger hinauf- 
wagt, während sich der groDse Haofe unter den grünen Wiesen und Wäldern 
woUfBhlt und die* Frende wn der stanren, rtrengen BdiOnhai ym&t HOhen 
nicht verstehen kann. Er verlangt einen Plati, auf dam etwas wächst, 
oinp Beziehung auf '^r'; reale, praktische Lehen. Eine mathematische Er- 
kenntnis ist ihm wertlos, wenn er sie nicht in die Wirklichkeit umsetzen 
kann. So findet er grolsea Interesse an der Trigonomalria und garade an 
FragMi, ftbar die der Ibfhematiker nweh hinwegi^eitet Es wird immar 
sein Erstaunen erregen, wenn er erfittui, wie man die Höhe eines Borgea 
bestimmt, ohne ihn zu besteigen, oder wie man die Entfernung zweier 
Orte messen kaoUf die jenseits eines unttberschreitbaren Flusses liegen, u. 
a. m. iat eine alte tÜbertiefisrung, die jedermann ans dem Schillersehen 
Bpigramme knmt, dafs Arebimedes wegen seiner technischen Eriuidnn||reii 
allgemoin angostannt und bewundert wurde, wahrend er selbst sie gegenüber 
seinen Wissenschaft li(;hen Arbeiten für wertlos hielt. „Wer uiu die Göttin 
£reit, suche in ihr nicht das Weib!^" Aber wie viele wollen denn um die 
Göttin freien? Es kann sdhliefdich andi kein billig denkender Lebrer ei> 
warten, dafs sich aus jedem Sobfller ein kleiner Arebimedes machen laaae. 
Es muTs vielmelu' seine .\ufgabe sein, das vorgeschriebene, im frrors<^n nnf\ 
ganzen nicht zu schwierige und umfangreiche Peusiun so darzustellen und 
einzuüben, dafä es auch vun dem mathematisch Unbegabten, mit blo£ser 
HlUfB des Tielgerllhmten bon sens, bewSltigi werden kann, und den Sdifller 
nicht vor Aufgaben zu setzen, an denen er sieh nntxlos stundenlang afamtfht, 
weil sie seine Bjräfte hoffnungslos übersteigen. 

In diesem Sinne ist es sehr erfreulich, dafs die vorliegende Aufgaben - 
Sammlung wirklich die Möglichkeit bietet, den geometrischen üntenicht in 
einer Weise su gestalten, die auch den sehwttebsten SchfQem gereckt wird, 
indem sie alle Hülfsmittel, die sich hierfibr darbieten, das Zeichnen und 
Ausrechnen von Zablbeispielen auf der pinen Reite und andererseits allo 
möglicben praktischen, sozusagen materiellen Anwendungen energisch heran- 
sie£b. IMe ICeluiabl dar SdifOer wird, um irgend einen Fall hetsasEugreifen, 
eine -viel lebendigere Torstellnng von einem Cylinder bekommen, wenn sia 
ihn sich nach und nach aus den verschiedensten Materialien hergestellt 
denlct, einmal als hölzerne Walze (Aufg. TV, 10 und 13a), dann als einen 
Goldbarren (IV, IIa), eine Milnze (Hb), weiter als cjlindriscbes HohlmaXs 
(8), als Cjünder einer Pumpe, als EÜbre (9) u. t. w. ISn Eimer ist 
immer etwas Ansobanlichares als ein abgestumpfter Kegel. Den Begriff dee 
Volumens eines Körpers macht man sich klarer, w^r^n ein Hohlraum von 
seiner Gestalt mit irgend einem Stoffe angefüllt werden soll, wie z. B. wenn 
die Frage lautet, welche Gasmenge zur Füllung eines kugelförmigen Ballons 
▼on gegebenem Dnrcfamesser erferderUcb ist (Aufg. VI, Ha). So sind auch 
die in grober Zahl gegebenen Aufgaben, welche das Verhältnis von 
wicht und Ausdehnung betreffen, also mit dem spezifischen Gewic^itf^ 'u- 
sammenhängen, von grofsem didaktischen ^Verte. Zu den ansgezeichnelsten 
mathematischen Aufgaben gehören diejenigen, bei denen es sich um ein 
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Grölst66 oder Kleinstes bandelt. Auch hier wtid man eine gute Auswahl 
getroffn Ef ül s. B. ndit Mlitdi und tmduuilich, wcu räi vor- 

gel^tM, vieraektgM BtSek Fa|ipe zu einem möglichst groben, oflimen 
Kasten TOsamroengrl'öijon werden «dll ;TX. i, wenn der Kopol von g^'^fstem 
Volumen bei kleinster Mantelflicbe als Begenmesser eingefObrt wird (IX, 90) 
o. s. f. 

Es ti^ in Plan wuä Metliod« das Bndiee begründet, wenn der Ver- 
fasser mit konkreten Beispielen beginnt Dm allgemeinen Definitionea und 

Lehr^rit/»' gehon nicht den AufjjaSen voranf. sondom sind, narhdpm sie nn 
diesen erst entwickelt wordi-n, in Hesonderon Al»s» hiüUen, welche die Über- 
schrift „Zusammenfassung" tragen, systematisch zusammengestellt Diesem 
danshMia auf der modellmlfiBgen ADSchamiog und der ntehneriidieD Dar- 
stctUmig baaiertai Verfahren entspricht es auch, wenn z. B. die Ebt^no durch 
die hekanntp Eiprnürhaft i-in^t fülid wird, dafs >i. Ii in ihr durch jeden 
Ponkt unendlich viele gi'nidt> Linien ziehon lassen. r>enn den Beweis, den 
diese Definition erfordert, dafs es solche Flächen üLttrhaupi gi«bt, denkt 
ficli dtr Verfitsaer offenbar iodaktiT so gefUut, dab sich thatiidilidi die 
Sduuido eÜHs Lineals auf einer ebenen Fl&chc nach beliebiger Richtimg 
anflpprn und na< h Willkilr V'-rsrhipl.pn lilfst. Sonst hätte er unbedingt eine 
einwandfreie Delinitioa, wie die als 6. Lehrsatz im 1. Abschnitte mitgeteilte, 
wonach die Ebene der Ort aller, von zwei fraten Punkten gleich weit ent- 
femten PnnkteB iit, beronragt fndeiMa ist das dadaktiTo Vertdoraa keia«a- 
wega aafg«gab<n. Lau Gegenteil wird t's dem Lehrer an der Hand dai 
Buches mühelos gelingen, Glied für <ilied ni einer lückenlosen Kette ru- 
sauunenzufÜgen. Einzelnes, wie das Cavalierigche Prinzip und seine Not- 
wwidigkeit zur Herleitong der Volnmenfonnel fOr die Pyramide, äberbaapt 
di« Natur dar InlfaiitattnialbatraQktiuig, s. B. gdegantlieb d«r gegen Bnda ge- 
gek<*Ben Gnldinschen Regel, hStte vielleicht etwas stärker betont werden 
kCnncTi. Xeii und origintdl ist die Zerlegiinv» 'b-s Würfels in drei kon- 
gruente YieriMitige Pyramiden mit quadratischer Basis au Stelle der be- 
kannten Zerlegung dee dreiseitigen Priflna* in drei Tt^Iamengleiche, aber niehi 
•ImÜich koagniente Tetraeder. Beoht nett ist die Erlintemng dee Reihen« 
begriffes durch Reiben von stereometrischen Körpern, von denen jeder aus dem 
vorhergehenden in bestimmter Weis.. beiTnrgcht. Praktisch sind die Tabellen 
am Schlab und die zum Heraus iviupptfn eingerichtete Figureutafel. üb 
die für dieeelbe angewandte Zentralprojektion wirldich den Vorzug grOfierer 
Dentlichkeit besitzt, darttber lieliM siefa noch streiten. Einselne Anadrllcke, 

wie Inkupcl und rmkngel, empfehlen sich durch ihre Kürze 

Überhaupt giebt das Buch auf sehr beschränktem Kaume sehr viel, 
und ee ist wirklieb, wie der Verfasser in der Vorrede sagt, nicht blofs 
eine Anfgabenflaaunlnng, tondem ein richtiges Lehtbuoh, dae meh hoffentlieh 
recht bald in weiteren Kreisen einbflrgem wird. 8o wertvoll jede Ver* 
besserung auf diesem riebiete ist. so notwendig ist os auch, dafs die norrcn 
Kollegen sieh dieeelbe zu Nutze machen und das Gute dem Besseren 
weichen lassen. 

ätrafsburg. U. E. TiMiiiu>iMu. 
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L AiillsalMtt und MisitM. LteugviL 

37. Werden durch einen festen Funkt (Q) in der Ebene einer (all- 
gameinen) Lemnimte S Qcradea gt»»g«i, Wehe die Kmre iMnelnmgs- 

mm» in den Punkten P, , P„ P„ und Pj, Pj, J»ai 1»4 treffen, so ist 
QP^ ' Ql\ (?Pg • QP^^ = • • Qp^ ■ Q}\. Dabei sind dio Strooken 
^Pj, ^7 2 otc. von gleicsheoa oder ungleichem Vorzeichen, je nachdem sie 
von Q aus gleich oder nngleioh geriditei eiiid. 

Der Bats kann ansgedelmt werden auf jede Kurre Sfitea Ondes^ 
deren Gleichung f (x, ^) ^ 0 in rechtwinkligen Koordinaten xy als GlittdAT 
der höchsten 2 ntpn Ordnung mir den Tenn + y*)* enthSlt. 

Dannstadt) den 7. Mai 1901. 8. Gumdelfikgeb. 



88. Nach der Maskelyneschen Bege l der Trigonometrie ist fär kleine 

Bogen » nihenrngsweise: mn^% x^wmx. El aoll nitfaels de« Berin^isdea 
der Uaelanrinsdien Reihe gezeigt werden, dal^, wenn « ein Bogen der 
entm Qnadninten ist, die üngleiohvBgen gelten: 

nn« - » t'cos» < 3 "^g-, (8 + 20 tg'« + 15 tg* x) , 

an*» — «■ oo»<p< 
Königsberg i. IV. W. Mbiib. 



39, Es bedeute den i-mal iterierten natürlichen Logarithmus 
von X, lüm bilde die unendlich« Reüie mit dem allgemeinett Oliede 

— ^ — , wo die ii^ — flj, (;;) beliebig vorgegebene zahlentheore- 

^Jjtl * - • • ^ 

tiBcbe Funktionen von n sind, die für lim « = oc — sei es von urf^n, sri 
OS von oben her — gegen den Grenzwert 1 konvergieren. Wann konver- 
giert und wann divergiert die Reihe? 

Königsberg i. Pr. W. Fa. Meyer. 
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4Ql» liriditei fnia in jedm Pimlrtft M Mnar itetigM imd nUffliiar- 
btnn RanmkiiTT» die Normalebene derMlbiB tuid beschreibt darin Ton M 

aus einen Kreis mit dem festen Riidins r, wovon ein beliebiger Punlct mit 
m bezelfhnet sei, s«> erhält man eine Flärbp. Damit sie eintaeh sei, i.st 
notwendig und biurwicbend, d&lfl der Krüuiuiuugsr&diuä iu keioem Tunkte 
dar gegsbtneo Kunre Tvaehwindat nod r dM Ifiamiiun de— Brni^ welehw 
ebe positive Zahl sein idl, ludii fibnachreitet. Je nachdem die Konre 
geschlossen ist o<ler niiht, entst^'ht ein T?inrr oder ein durch zwei auf die- 
selbe senkrechte Kr«i£Ü«icben und eine M&uUlÜäche begrenzter Bchlanch. 
,J)er InJialt der Oberfläche des llmgcs und der der Mantelfläche des Sddauehes 
Ml «Im JVmInM Mit %rn m die Zätife l der IMmve, der ImkäU heider 
K9ffer ine Fredmkt mc» r*» tu dikee Xdiv«*"0 

bnibmck. 0. Stolz. 



41. Von der Spitxe O einer Kardioide ziehe man den BadillS OP nach 
einf-m beliebigen Punkte P (\>-T^i']\\f>n und beschreihe über OP Durch- 
messer in einer xur Knene der Kurve senkrechteil £b«uti den Kreis. 
Welches ist £e Glmchuug der krummen Obwflioh«, die durch alle so koo« 
ftnuMten Ktmm «neugl wird? WeleliM ist du Volniiieii diMir Obevflidie? 

Börlin. B. Lampi. 



B. Unngviu 

Zq 19 (Bd. I, 8. 871) (Bd. JHuaeb). Ertle LOeung. In der im folgen- 
den Beweise benntxten Figur liegt «' swioeben Ä€ und ÄB^ »" «ofberiialb; 
feiner ist AB' <AB ". 

Beweis: Es sei BAB"^ip; die Mitten von BC und (W seien D 
und E\ der Schnittpunkt der durch Bi und Bi zu s" und s gezogenen 
Parallelen sei P. 

Dn AB* gleieli nad pwmUel BB" irt, lo irt ABl - OBt nnd nnch 
JSBI EBi\ Nnn «rUat man moM Dreieck AB'Bi menk dem SinnamtM 

. ^. AB' »in AB B: 
^ÄBlB ' 

Bs ist aber: ABiB' - mAB'Bl - Bin(il£i'J9' + jB'A^O - 
•*iin(f + «-(- 9 — 9G^ — eos(ir — ilBiia^ > Srainjrsin^. 

Also: Bi' — 2 r sin 9 cos — tjp); J?i' — /-M — Bi -» r sin ^ — 

— 2 r siu <;p cos — qp) = r [sin ß - (sin fj — sin \ß - 2 <p])] = r sin — 2 <p). 
Da BiPBi - 90* und JiBj - ±:Bi, so ist ii'P-iiBi — rgin(/J~29) 



1) Umgekehrt ist die L&nge der eneugendtiu Kurve gleich dem Quotienten 
des in Bade stehenden KOtperinhaltet dnieh den Quertdhnitt r*«, brnudit also 

nicht durch den (irenzwert dieses Quotienten bei lim r = 0 crklürt tu werden, 
wie es iu der That get^cbehen ixt (vgl. Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe- 
Batik B. 649). 

Bemerkenswerte Formeln erhält man ancb noch, wenn man den Radiaa des 
in M auf die Leitknrre senkrechten Kreises eine Funktion ihres Bebens 0 sein lAJist. 



358 YemuBchte Mitteilungea. 

tind PEBt - iPBtSi ^ÜS'ÄSl -> 2(« + 9 - 90^- Mu hat mm 
im Droieok PDE naek d«m SmuttstM 

oder: ünDEP- «ADPE + oot DEP - ^ " *iÖ . 



cot dpjE? , - « - y^^Q» ^-g^. 



mithin: 
Bs iat aber 

iZDEP'-AED-^ PEB{ -180^-a + 2(« + 9- 90^-a+39. 
Abo: coiDFE - »i° - J y) - »in y^c^ (a + 2y) ^ 

Alfl ZKUor dieses Bruches eigiebt sidi dardi Umtooimg 

amJ^oosS^ — oos/fainS^ — 8iiiyeos«oos2^+^)^9iiiaflm29-« 
(nn ^ — sin cos a) cos 89» + (sin y nn « — 00s /}) sin 2 9 » 
V sin «COS}» cos 2 9 + <sosacos9rsm29*eos)rsm(a+ 2^). 

Es ergisbi sich demnach: 

^ T^ntt COH y Bin (a + 2 qp) . 

Hieniaoh ist der Winkel DPE von 9 unabhängig und hat die konstante 

Gr^^fse folglioli liegt Punkt P auf dem Kreise, der über CD als Sehne 
von Peripherie winke! y fa£st, d. h. aut' dem Feuerbachscheu Kreise. 
Prenzlau. W. Stboemanm. 



Zu 19 (Bd. I, ß. 371) (Ed. Janisch). Zweite Umng. Es l&Ist sich 
seigen, daTs dt^r got undme Punkt — er sei mit 0 beaeichnet — derlfittelpunkt 
einer dem Dreieck ABC umschriebenen gleichseitigen Hyperbel ist, deren 
Asymptoten die Linien Olil, 01i'\ sind. Bezeichnen wir A mit J?, B nuf 
1, C mit 2, den unendlich fonien Punkt mit und den unendlich 
ieraeu Punkt von s" mit 6«, und Ö«, so konstruieren wir nach Pascal 
die an s" parallele Asymptote der dnvbh die Pnnkle 1, 2, 8, 4«, 6« be^ 
stimmiten ^ei chseitigett fiiyperbel. Wir erhalten als Soknitipimkt Ton 
12 nnd 4»&^ den nnendlidi fenien Pmikt HU, von BO^ als Bdmittpnnkt 

von 34 und 6^1, oder also von s' mit dem Lote auf s' ans B, den 

Punkt B' als Punkt IT und die Pascallinie TT TIT^, d. i. die Parallele durch 

B' zu BC trifft die 23 (CA ) hn Punkte I {B[), dui-ch den die 5.6. (die 
zu s" parallele Asymptote unserer Hyperbel) geht 

Prag. Ed. Jakisch. 



2. Aategen und Antvorten. 

Zu 8 (Bd. I, 8. 343) (W. Yeltmann). Es konvergieren swar die Ge- 
raden JTP md XA^ Mq und JJ^, nidit aber die Ebenen XYAB nnd 
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MPQ, VidiMkr mkmeidtn «M üegetbm m m XA vxA TB guu&m- 

samen Parallelen, die auch zu MP und MQ pai^Uel ist Um dies einzniftluHli, 
fiül«» man das Lot Ml auf A' )' und lasse den Strahl }fP uin «lassplbo 
rotieren. £r be}H.*hreikt einen Kegel, dessen Mantcllinien alle zur Ebene XY Aß 
panU«! sind. Dm Eboi« if /'V liegt im Innern desselben, mols daher XTÄB 
Behneiden. 

In der Schwierigkeit, sieb dies vorzcudellen , liegt das auTserordentlieh 
Frappante an Herrn Veit mann«* B» trar htunj?. I>io F»hlfr derartiger Schlüsse 
sind trotzdem sehr leicht autzudetkenf wenn man das projektiviscbe Bild 
im aiehtenktidtidMB B»iim«i im Inneni «imer Eng«! betnclilet Die doi 
unendlich fernen Pnnkten der Glertdeii XÄ, MP o. s. w. «ntipreeheiiden 
Bildponkte r, /", y liegen auf der Kugelfläche, die Ebenen xayb, mpq im 
Bilde 8chnoi«ien sich in t f\ diese (iprade liegt im Innern der Kn«?*»!. also 
schneiden sii Ii m Wirklichkeit die Ebenen XAYB und MI'l^ im Kmilicben. 

Cbarlutteuburg. G. Ukhmkmueuu. 



3. Sprecliäadi lür die Eucykiopädi« der Müllitiimä.tiäclieii WisseMcliAitan, 
Zu I B Ib: Rationale Fanktionen mehrerer Veränderlichen. 

I. S 257, Zf ile und 17 von mten mnCii ei heUaen and 1ft[ 

stau ar i"y"% irt\. 

München. A. v. Braunmüul. 



Zu I B 2: Invarianteutheorie. 

I. S. 328, Footnote (3H); for „de Presle, Par. Soc matk Boll. 16 (1867/' 
read ^e Presle, Par. Soc. math. BulL 15 (1887)". 
Same fiBOtnoto; for ,^enael, J. f. Matk 113 (1894) p. 113'' read 
Geniel, J. t Math. 113 (1894) p. 803". 

I. B. 328, Footnote (41). In thc n ft rcni-«' \o Kronecker't papers ilt tbe 

Berlin Acadeniv Berichte, dehtt- the k\\x\v IHIU. 
L 8. 329, Footnöt« (42); for „Hcrmite, J. f. Math. 83 (1877/' read 

^ennite, J. f. Math. 78 (1874)". 
L 8. 329, Footnote (43) ; for „Oajiey, FhiL Mag. 96, (1863/' nad yf^jinj, 

Phil. Mag. (4 1 f», <'1853)". 
L i>. 329, Footnote \^49). Tho rpfprenr«^ to Brioschi, .\nnali di Mat. 1, 

seems erroneous; there is a paper by this author Giornale di Hat. 1 

(1866) p. 26. 

I. S. 331, Footnote (56). Kneser's work is really covered hj Weientraas's 
1H.T>< pript-r; for Knoser find.s an orthogonal snl»stitution to rcduce a 
quadratic rorm, arnl this is ocjuivalt'nt to reducing a i'amily of qoadratic 
forms of whieb one i» definüt, as done by Weierstrass. 

L 8. 388, Footnote (68), for „Ftoheoida, J. f. McUl 86" read „Frobeoiiis, 
J. f. Math. 84''. 

Cimbridg» (England). T. J. I'a. Bboxwiob. 
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Tcmiiiolile IGtteUvingen. 



Za I B 3a: Separation and Approximation der Wurseln. 

L Zu Nr. 4. Es wäre wünschenswert, wenn hier die Litterator Aber die 
Beweis« von Descartes* Zeiclionrcgel zusammengestellt wäre. Ferner 
lollte der Satz von Holle aagoliüjrt sein. Bei Nr. 10 ist die Arbeit 
sa Newtons Vethode von 8. Bpitser, Wien 1851« nnerwBhnt geblieben. 
Bei Nr. 14, wo die Gräffesche Methode aoaMnandergeeetst wird, durfte 
sich ein Hinweis auf diu in der Lekaimton „Sammlung von Beispielen 
zur Arithmetik nnd Algebra" vou E. Hais (oO. AM. S. 359 — 361) mit 
dieser Methode vaiistündig durchgerechneten Beispiele als nützlich er- 
weisen. Fomer ist das tod demselben Heis herstammende Verfiihren 
der Qleichungsauflösung mittelst „Teilbruclia^ihen" nicht erwähnt (ebenda 
S. 358—59). Zu Amnerk. 41 auf 446, woselbst die Auflüsung der 
trinomischen (lleichungen erwähnt wird, ist noch zu bemerken: Stern, 
Theorie der Ketteubrücbe, Berlin 1834; S. Günther, Bericht über die 
84. Yersammlung dentsoher Philologen nnd Sehnlmtnner za Trier 1880 
S. 190; K. E. Hoffmann, Ar hiv der Math. u. Pk 66, 1881, S. 38; 
Netto, Mathem. Aunalcn 2», 1887, S. 141 und 148 nnd Isenkrabe, 
ebenda 31, 1888, S. 309. 
München. A. t. Braummühi.. 

Za I D 3: Interpolation. 

I. S. 817, Note 97. Statt Boid. U&n. 11 lies Pag AzdiiT 1. 

Zfiridu H. BtttKnAnoT. 



Zn I D 8: Interpolation und I E: Differensenrecbnnng. 

I. 8. 800 und 8. 918. Die liUerator ist sn ergänxen dnnli: 
Herbert L. Biee, fhe tbeory and pnustice of intecpolaläon, indnding 

mechanical quadratiirc and other important problems ooncemed witli the 
tabnlar values of fonotiona. Ljmn, Mass., 1899. 

Zürich. H. Burilha&dt. 



Zu n A 3: Bestimmte Integrale. 

H. S. 158. In der semikonvergenten Knl^vi klung von Q{a) mula der 
Faktor vor der Klammer c~*" statt iogw heifsen. 
Innsbruck. W. Wktikoer. 

Aus Aulais eine» Nekrologes auf Schlümilcb, der sich im letzten 
Bande der Berichte der Königl. Slohs. Gesellsehaft der Wissensehaften zu 

Leipzig b«findet, bin ich zu einigen Bemerkungen in Beng auf das Referat 
von Herni Primel über bestimmte Integrale gekommen, von denen ich 
mir erlaube, die folgenden auf die Bchlömilchschen Arbeiten bezüglichen 
hier mitzuteilen. 

(l) Bei Anfitlhlnng der allgemeinen LebibQchw pag. 184 fthlt dar 

zweite Band des Kompendiums der hSheren Analysis, auf welchen in den 
einseinen Noten mehiÄch hingewiesen wird, so Seite 158, 167 etc. Bei 
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diMi HmwmMo fehlt die Angahe der Ausgabe. Es dürfte als wünschens- 
wert *»rsrhoinen, dafs hierb«*! eine l hereinstimmnng mit Herrn \ot» hprh«>i- 
getilhrt wmL Letzterer zitiert die vierte Aiitlage, Uerr Brunei thatsäeh- 
lich 0tB» «ndara. 

(i) Bei der Anfilhliiiig der Monograplitflii pag. 136 fehU die Mono- 
graphie von Schlömilch: Analytische Studien. Erste Abteilung. Leipzig 
1848, auf welrhr in «l* tu Referat mehrfach ohne Angabe des genauen Titels 

hingewiesen wird, so pag. 163, 1G4 etc. 

(5) Die Bemearkmig pag l.'>8: „0. SchlSmÜch nennt P(o) ^outoII- 
stKndige Otmmaftinktion' und giebt flr sie eine für kleine Werte von e> 
brauchbai-e Entwiokelung" ist in ihrem letzten T«1I»> inkorrekt. Sehl«» 
miloh triebt zwar zunächst mit cmnz kurzen Worten eine derartige Eul- 
wickelung — dieselbe, die sich knn vor dem zitierten Satze in dem 
Brnnelsdien Refent findet nnd schon vor 8ohl0miloh bekannt war^ — 
bemerkt dann aber, dafs diese Formel fdr einigerraafsen grofse x unbequem, 
wird und leit« t in ausführlicher Weise cmr jincl<>r<' Ktihe al), ill<' Hir grofse 
Wfrfp von ./ iril' Hocevar b^rnfikt du-<n Umstand in der von llerm 
Brunei zitierten Arbeit ganz ausdriaklich. 

(4) In der Note 58, pag. 163 miüs es beiften Studien 1 § 6 tUktt 
Studien 1 p. 6. 

f'>^ In der Note 61, pag. 164 molk es heüsen Studien 1 p. 49 statt 

titu«iien 1 p. 4. 

(6) Die Note 06, pag. 66 gicbt zu zwei Ueuierkungen Anlafs. Die 
sitierte Arbeit von SchlSmilcb stammt ans dem Jahre 1848, aus densr 

selben Jahre, in welches nach Herrn Brunei die Arbeit von Newman 

fTillt. f'nter solchen fni-truiilt-n dürfte (Irr .\ us^li-tick „wif'1''ffiT;'}-Ti'', der 
bei Schlömilch gebraucht wird, bes^r durch einen anderen zu er- 
setzen sein. 

Die Bemerlmng „die von Schlümilob von der Ganfsschen Definition 
aus wiedergeAinden wurde'* ist iinverständlich, da nicht angegeben wird, 

wa«! nntf»r einfr suKlitn T>t-finifion vir.stainlrn wird. Thatsächlieh pfehi 
Schlömilch von »»iuei Integraldarstelluug des Diüerentialtj^uotienten des 
Logarithmus der Ganunafunküon aus, die Gaufs nicht alt Verfasser hat. 

(7) pag. 174, Nr. 14. Hier dflrfte es sieb empfehlen, den von Seblö* 
milch eingeführten IntegraUinus und Integralcosinus XU erw&hnen, zwei 
Litegrale, die eine llhnli< ho Struktur wio der IntegraUogarithmus besltseu 
und sich auch von Bedeutung grAeigt haben. 

(8) pag. 180, Nr. 17. Von den Arbeiten too 8chl6milch Uber die 
Begdebnngen swiscben den bestinuntsn Inti^fialen und der Beihenlebra wird 
anber dem Kompendium nur eine kurze Notiz im dritten Bande der Zeit- 
«<hnft f?\r Mathematik zitiert, die liRdiprli''h eine Ergänzung einer früheren 
sehr austührlichen Arbeit im zwölften Baude dea Archivs der Mathematik 
und Physik entbilt Diese Arbeit Milt, obgleich das in Betradit kommende 
Resultat in ihr schon Tork<numt. Ebenso fehlen weitere ausführlichere 
Arbeiten im ersten und vierten Bande der Schlömilchschen Zeitscbxilt, sowie 
im vierten Band*» dos Archivs. 

(yj pag. 184, Note 163. Die independente Darstellung der BernouUi- 
Mthen Zahlen wird in expliziter Weise nicht betrachtet, Tiehndur werden 
nur einige Arbeiten litiert, in denen dieselbe tfaatsftchlich behandelt wird. 

AmMt «0 MsthamtUt «■4 Fbgraik. HL Bdha. IL 84 
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Dieser Umstand ist schon von Heirn Saalschütz hervorgehoben worden. 
Unter den zitierten Arbeiten fehlt die Arbeit Ton Schlömilch im 16. Bande 
des Anilin, die in dem ritierton Werke yon Hemi Baalselifttt ebenso 
ausfUlirlicb besprochen wird, wie die Arbeiten vou La place, Eytelwein etc., 
die Herr Brunei zitiert, nud die auch dieselbe Bedeatong fttr die finiiwicke^ 
long der Theorie besitzen dürfte. 

Dresden. M. Ebauas. 



Zu H A 4a: Gewöhnlielie Differentialgleichungen. 

U. S. 212, Z. 1 — 11. Bei der Zusammenstellung der vprscliiedenen Falle, 
die eintreten können, wenn längs der Diskriminanteukunre 6f » 0 nur 
tw«i Werte Y4MI «uammeiifaüen, iii noch ein Fall hinsiisal&gen. |rt 
aimlioh flir y ^, y' Ä 

nud anfserdem noch 

whtBt ff^ff(x) laanB LOeong, so ist diese -Knm entweder der Ort Air 

Punkte, in denen Integralknnren einander von höherer als 1, Ordnung 
berühren oder der Ort von Spitzen mit Aufsentangenten (Spitzen 2. Art, 
Schnäbel). 

n. S. 214, Fnlanote 90. Es mala dort keiften statt „M. Schmidt, Dies. 
Qielisen 1886** „Oarl Sehmidt, Dias. Qieben 1884^ Diese Dissertation 

behandelt auch nicht nur, wie in FuTsnote 90 angegeben ist, spezielle 
Gleichungen 1. Ordnung, sondern enthalt allgemeine Untersuchungen 
über ünguläre Lösungen, insbesondere zum ereten Male die voll- 
stftndige analytisdie Bekandlnng des allgemeinen Falles, wo längs der 
Diskriminawtenlranre & — 0 h Werte Tom zmammenfallen, aber 
dF , , dF , ^ . . 



Mainz, Cabl Schioot. 



Zu IV. Bd., 3. TeQ: Geometrische Grundbegriffe. 

XV. 8. 18,, Zelle 18/14 y. o. Es keifst da: Diesen (Vektor) nemtt Usuc- 
well") „rotation**, später «») „curl" des Vektors. 

nie mit 23 a) bezeichnete Abhandlung aus dem Jahre 1871 ist wohl 
früher als der mit 23) bezeichnete Treatise. Au beiden Orten 
wendet aber Maxwell den Ausdruck „curl or version" an, und lehnt 
rotation in dem An&ata 23a) ansdrfteUioli ab mit den Worten: ^ htm 
sovglit fat a Word, wfaick sluül neülier lik» Botation, Wkirl or Twirl 
connote motion 

Freibarg i/B. J. LOiom 
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hegenden Kegeteehnitte. Ton ft. lUltr Im Beriitt 941 

Ät^o.^M V..n Ol. Bcfrt» M. fintar, f. Bigd, I. Mck«^ H. K, Vteertia« 

tiriil K. Jahn^p ..... M6 

BiUioltiScn ^'n'ti mntica. V<>n F. Enfcel. S. 34Ö. — Vorrodcn aiid EialeituofSii fa 
klMil«c!i- 1 v.', rV.n der Mfch&nik etr. Von I. ('aii'U s '.'AI. — 8«hnb«rt, R., 
IbOmatiKb« Moteftnadeo. Tw I. iftkate. 8. 848. — Kubii. K., Lehrboeb dar 
tlaB«ri«r-AritlUB«tfk L Tod M. Üfcrtit . S. 849. — SehwtrtBf. K., StorMOMtri« 
fili h*hcr- Lohr a 'Alt. n. V«a l*. Jakak». S. 849- — Schwerin?, K., Tilfoaomotri« 
As hOhm UhiawrtaUta. Im £. lakato. 8. «4». — Qantar, H. «ad Badio, 
Ute Mdrtlarte IltMiHiii dar Ctalar. ft.inL«^Ta«litl»7a«kafr,r.L., 
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